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1. Molekularfeld-Niherung fiir S > 1/2: (104-204-20=50 Punkte)

Betrachten Sie das Heisenberg-Modell aus N > 1 Spins mit S > 1/2 in einem dreidi-
mensionalen kubischen Gitter. Der Hamilton-Operator lautet (J > 0):

H==JY 55, (1
(g)

wobei die Summe iiber alle Paare der ndchsten Nachbarn geht. Beachten Sie, dass

5; = (s, s, 57) ein quantenmechanischer Operator mit 52 = S(S + 1) ist.
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(a) Fiithren Sie die Molekularfeld-Naherung fiir H durch und bestimmen Sie den Zu-
sammenhang zwischen dem molekularen Feld B.g, das iiber

H o~ Hyr = —Beg- ) 5 + Ey

definiert ist (Ej ist eine Konstante, kein Operator), und dem mittleren Spin (s?).
Geben Sie die Zustandssumme Zyy fiir Hyr an.

Losung:

Um die Molekularfeldnéherung im Hamiltonoperator (1) durchzufithren betrachten
wir zuniichst zwei allgemeine Operatoren O; und O,. Sei (...) der Mittelwert eines
Operators. Somit gilt fiir das Produkt aus zwei Operatoren

~ ~ ~ A

O1(02) 4+ 02 (O1) — (O1) (Oa) + (01 — (01))(02 — (02))
Ol <Oz> + Oz <O1> — <Ol> <02> . (2)

0,0,

Q

Im letzten Schritt wurde die Abweichung vom Mittelwert in zweiter Ordnung ver-
nachlésst. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass in der Molekularfeldtheorie ange-
nommen wird, dass die Operatoren nur in kleinen Abweichungen um den Mittelwert
(Mean-Field) herum Werte annehmen. Fiir den Hamiltonoperator gilt somit

H= =3 55~ = 3 (305 + 8485 — (8435))
(i) (4,4)




Die Anzahl néchster Nachbarn ist z = 6. In der Zeile zwei wird bei der Summe durch
den Faktor 1/2 beriicksichtigt, dass die Positionen nicht doppelt gezdhlt werden.
Dies war zuvor in der Summe iiber néchste Nachbarpaare beriicksichtigt worden.
Wir wihlen Bezugssystem so, dass das durch spontane Symmetriebrechung entstan-
dene effektive Magnetfeld

Beg = 2J(s%) (3)
in z-Richtung zeigt (nachdem also eine Magnetisierung in beliebige Richtung da ist,
rotieren wir es in z-Richtung). Somit lautet die Zustandssumme fiir Hyp:

Iy = ZG—BHMF — Ze ~Eo+BeaY; 57) — o=BEo H Z efBeim — o=BE0 ZN

{52 {51} i=1 m=-—S5

wobei 7] = an:_ ge?Bei™ die Zustandssumme fiir einen beliebigen Spin im Ma-

gnetfeld Beg ist und m der Eigenwert des Spinoperators in z-Richtung bezeichnet.

Unter Verwendung der geometrischen Reihe erhalten wir fiir die beiden Fille in
denen 25 gerade und ungerade ist:

_ o, [ sinh [BBea(25 + 1)/2) NzwwamﬂzsthﬁJ@ﬂ@S+lﬂ N
ZMr { sinh [5Beg/2] } { sinh (35.J(s?)) } "

Leiten Sie die Selbstkonsistenzgleichung fiir die Magnetisierung M her. Finden Sie
die Ubergangstemperatur 7T, in der Molekularfeld-Néherung.

Losung:
Spinerwartungswert (s*) (fiir einen beliebigen Spin):

oy _ D= S 1oz,

Z Z1 O(BBes)
- —% {(28 + 1) coth —ﬁBeH(ZS +1) + coth —ﬁBeH@QS + 1>1 )
Somit ist (mit M = N(s*) und Beg = 2JM/N)
% = —% {(25 + 1) coth ZBJ(2§N+ DM _ coth Zi{VM] :
Nun betrachten wir Gleichung
BJ BJ

r=g(x)="—(25+1)coth(z(25 + 1)z) — vy coth(zx)

4

Wenn die Steigung von g(z) im Ursprung grofler ist als die von x, so gibt es Losungen
x=PBJMJ(2N) # 0, also fiir:

= Zﬂ—JS(S +1) (5)

¥l =1<d(x)

=0

=0

Somit ist fiir z = 6

E:zw2+n‘ -



(¢) Ausgehend von Hyp leiten Sie das Freie-Energiedichte-Funktional

t
f@)=fyv+ 50" +by! (7)
fiir das System in der Nihe des Ubergangs her. Bestimmen Sie fy, t und b.
Losung:
Gesucht ist das Landau-Funktional bis zur Ordnung ~ ¢* in der Nihe des Pha-
seniibergangs. Mit Gleichung (4) lautet die freie Energie (z = 6):

N sinh[3(285 + 1)8J(s%)]

F =3NJ(s*)* — 3 In Snh BAT(s7) (8)

Mit ¢ = M/N = (s*) < 1 wird der Ausdruck fiir die freie Energie entwickelt:

N
Fr~— B (25 + 1) + 3N Jp? = 65N S(S + 1).J%p?

183°

75

NS(S +1)(1+ 28 + 25%)J%". (9)

Der Term ~ ¢? kann umgeformt werden zu

2.J T-T,
3NJ? |1 — kB—TS(S +1)| = 3NJT902.

Fiir T ~ T, kann iiberall, wo T nur als Vorfaktor eingeht, T' = T, ersetzt werden,
also iiberall auer in (7' — T,). Damit wird auch

s L1
kgT, 2JS(S+1)
F T-T, , 9J(1+25+25?) ,
= f((p)—ﬁ— 2JS(S+1)In(25+1)+3J 7 @ 205705 +1)2
Durch Vergleich mit Gleichung (7) erhdlt man
fv=—-2J5(5+1)In(25+ 1), (10)
T -1, kgT
. _ el _ 11
b6/ = —=0J {ZJS(S ) } ’ (11)
2
, _ 9J(1+25 +25?) 12)
2052(S +1)?
2. Landau-Funktional fiir das Ising-Modell: (154-204-15=50 Punkte)

Betrachten Sie das Ising-Modell aus N > 1 Spins auf einem dreidimensionalen kubi-
schen Gitter (Gitterkonstante a) mit einer generischen Wechselwirkung J;; = Jj;:

H= _ZJijUin' (13)
ij



(a) Die Spin-Spin-Wechselwirkung kann als eine invertierbare N x N-Matrix J aufge-
fasst werden. Verwenden Sie die Hubbard-Stratonovich-Transformation

B Y " 2/8 N/2 — 6
e PH(O1-0N) = (?> \/detJ/ Hd% exp —§Z(¢i+2\/§m> Jij i | -
7 )
Fiithren Sie die Summen iiber o; = £1 in der Zustandssumme aus. Entwickeln Sie
dann den Exponenten in der Form In(cosh z) ~ 22/2 — 24/12 fiir kleine ;.
Losung:
Zunéchst leiten wir eine Relation her, um den Ausdruck fiir die Zustandssumme

spater weiter vereinfachen zu kénnen. Unter Verwendung des Tipps zur Reihenent-
wicklung des In(cosh z) erhélt man

1
Z e—azi Lio; __ Z He—aLiUz‘ — H Z e—OéLz‘Ui — 2N H COSh(CYLi)

{oi} {os} i {o}=—1
_ 9N Infcosh(aLi)] ~, 9N 042L2 a4L4 14
=21 ~2[Jew (T2 -0 | 09
7 7 %/_/
=\

Wir setzen L; = ) i 2\/§Jijgpj und a = g, womit wir fiir den Exponenten folgende
Gleichung erhalten

54
A= 52 Z JijJikSDjSOk - ? Z JijJikJilJimSDﬂPkSDlSDm

Z"j7k Z"j7k7l’m
ﬁ4
= p3? Z ©i Z JiJrjp; — 3 Z Jij JinJit Jim @ 0k 01Pm (15)
i 3 ijedom

Im letzten Schritt wurde die Symmetrie der Kopplung verwendet. Die Zustandssum-
me fiir das Ising-Modell ldsst sich mit der angegebenen Gleichung fiir die Hubbard-
Stratonovich-Transformation (HS) vereinfachen

Z = Z e BEn (1) Zefﬁzij Jijoio;
n

{oi}
N/2
HS (20 / = 5
= (?) detJ/ (H dgo) ;exp [—5 Z(% + 2\/§0i)Jij90j]
7 o; 2,7
N/2
1),(15) [ 8 Y —- 1
i ij k
54
X exp 3 Z Jij JinJit Jim @ 0k 010m | - (16)
i,9,k,0l,m

(b) Nehmen Sie nun an, dass die Elemente J;; nur fiir Néchster-Nachbar-Paare von
Null verschieden sind. Transformieren Sie ¢; = ¢(7;) — ¢ und analog J;; =
J(|r; = 75|]) — Jp in den diskreten Fourierraum. Vereinfachen Sie J; im Limes



ks, ky, k. < 1/a. Bestimmen Sie das Landau-Funktional F|pz] in
9 N/2
7 ~ ( ”B> Vdet J / Hdcpk exp {—BFleel} (17)

wobei Sie im ¢*-Term nur den E—unabhéngigen Beitrag in J;: halten.

Losung:

Zunéchst wird das Vorzeichen der Fouriertransformation definiert. Sei hierzu f; =
f(r;) eine Funktion im Ortsraum, dann gilt

1 -
e (18)
q

An obiger Gleichung sieht man, aus f(r;) = f(—r;) folgt fz = f ;. Man setzt nun
r; = r; —r; und somit f;; = fj. Die Fouriertransformation wird verwendet um
den Exponenten der Zustandssumme umzuschreiben. Da dieser aus drei Termen
besteht, nehmen wir uns jeden einzeln vor. Fiir den ersten Term gilt

1 @ 7 i (7= i3s7;
> pidijo; = N3 DD q e RO o BT (19)
V] ©,J q1,42,43
1
=N Z 0q1+200 -0 Pa JoPa = N ZQO!TJW—@
ffl 43,43 q

wobei 0z g, das Kronecker-Delta dg, 4 darstellt. Da J im Ortsraum symmetrisch
ist wurde wurde im letzten Schritt die, oben im Text diskutierte, Antisymmetrie
von Jgz ausgenutzt. Analog gilt fiir den zweiten Term

1
> pidwdiie; = N > ez, (20)
q

1,5,k

Fiir den letzten Term gilt

1
> JigJiw i Jim @i Pr1Pm = 775 > Jadndad-gi-5-55 P06 PH Ot —i—io-
i,5,k,l,m q1,32,33

(21)

Mit Gleichung (19) - (21) ergibt sich der Ausdruck fiir die Zustandssumme zu
N/2
Zoc( > Vdet J / Hdgw —BFleal (22)

mit

1
Flod = o35 D walJa— 28T)¢0—q
q

+_ Z th‘]tzzJQSJ—fIl ~B-BPLPRPHEP -0~ (23>
71,32,



Die Wechselwirkung soll nur zwischen den néchsten Nachbarn gelten. Ist |d| der
Abstand der Spins, so erhélt man

3
= S D )~ 25 ),
0,J i=1
Fir £ < 1/a kann der Kosinus genéhert werden und da nur Terme, welche un-
abhéngig von £ sind, mitgenommen werden sollen erhalt man

Jp=6J—Ja>> ¢’ +0(¢") = 6] — Ja*G”. (24)

Wir fiithren den Kopplungskoeffizient Jy = 6J im dreidimensionalen kubischen Git-
ter ein. Der in ¢ quadratische Term im Funktional F wird durch obige N&herung
approximiert:

1 J() CL2 -
N Z SDtT(JzT— 2»5375)907(7 = IN _ Pq <1 —2B8Jy + E<4BJO - 1)q2 + O(‘f’)) Y-q
q q
' t K, 3
=: VZ%‘ <§+5q )w(fr O(q*). (25)
q
Zusammenfassend ergibt sich also fiir das Funktion aus Gleichung (23)
t K.
Fled = V> oq (5 + 5612) g+ Vb D 050505 P-gi-t-i (26)
q q1,32,33
Hier wurde definiert
JO J0a2(4ﬁJ0 — 1) B3J61
t=——(1-28J K= b= —r—. 27
w1 =200, 6NV 3NV (27)
Benutzen Sie nun die kontinuierliche Fourier-Transformation
d3r - .
YET | v exp(—ik - ) ¢(r)

um wieder in den Ortsraum zu transformieren und zeigen Sie, dass das Landau-
Funktional die folgende Form hat:

Flol = [ @[ 5020+ 000 + 5 [Fe] | (28)

Bestimmen Sie ¢, b und K. Geben Sie die kritische Temperatur 7T, an und finden
Sie die Wirmekapazitit in der Nihe des Ubergangs.

Losung:

Unter Verwendung der kontinuierlichen Fouriertransformation kann k2 in eine zwei-
te Ableitung umgeschrieben werden, womit sich fiir den quadratischen Term in ¢
folgender Ausdruck ergibt

t K
VY e (5 + 5612) P-q
q
Vddq [ d®r L [t K d3ry idr
=V [ Gy | T e (5 X ) | G et

= [ (5
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Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass der Term 62<p(r)2 auf dem Rand des
Integrals verschwindet. Fiir den ¢* Term gilt

B 4
N Y CalePnP-q-p-m="b | o) (30)

q1,42,93

Damit ergibt sich die Form der Zustandssumme gerade zu Gleichung (28). Aus
der Vorlesung ist, aus dem Zusammenhang der Landau-Ginsburg Theorie, bekannt,
dass der Koeffizient t o« T — T, ist. Man setzt t = NJ—‘{/% und fordert, dass
der Ordnungsparameter ¢ am Ubergangspunkt gleich Null ist (dementsprechend
T =T.). Aus dieser Forderung folgt ¢t = 0 bzw.
2Jo  12J

T,="2

— = 31
o (31)

Fiir Temperaturen iiberhalb der kritischen Temperatur verschwindet der Ordnungs-
parameter, also sind fiir die Betrachtung der Wirmekapazitat nur Temperaturen
unterhalb der kritischen Temperatur interessant. Um die Warmekapazitéit am Uber-
gangspunkt zu bestimmen wird die freie Energie im stationéren Zustand betrachtet.
Betrachtet man Gleichung (28), so erkennt man, dass die freie Energie ein Minimum
besitzt fiir einen verschwindenden Gradienten von V(). Der Ordnungsparameter
weist keine Abhéngigkeit mehr vom Ort auf. Man nimmt an, dass das System sich
nahe des Minimums befindet und es gilt somit

t t
F= /dgr [5902 + b904] =V [5902 + bg04] .
Unter verwendung der Euler-Lagrange-Gleichung folgt somit

OF t
oV [t + 4bg® =] 2
a0 =" [te +4b¢°] = @ m (32)

Setzt man dies in die Gleichung fiir die freie Energie, so erhélt man

2 (1-28J,)°3N

- v = . 33
16b 16/33.Jy (33)
Fiir die Warmekapazitit gilt
0*F 3Nk T  3NkgT
S — — = <T.. 34
¢ (8T2TT) 2 T, 247 = (34)
3. Bonusaufgabe: (10 Bonuspunkte)

Betrachten Sie eine vereinfachte Theorie des Phaseniibergangs in einem System von N
Ionen mit Spin 1/2. Nehmen Sie an, dass das System bei T' = 0 ferromagnetisch und
bei hoheren endlichen Temperaturen (7' > Tj) paramagnetisch ist.

Nach dieser Theorie ist die Wéarmekapazitidt in Abhéngigkeit von der Temperatur als
2T Ti

cmaX(F_]-), ?O<T<T0,

c= 0 (35)

0, sonst



gegeben.
Finden Sie c¢,,,« als Funktion von N.
Losung:

Um die Aufgabe zu l6sen macht man sich zunéchst klar, dass das System von einem
geordneten Zustand (bei 7= 0) in einen vollstdndig ungeordneten Zustand (bei T' > Tj
iibergeht. Das bedeutet das System, also die Spins, ist bei 7" = 0 vollsténdig geordnet
und somit ist die Entropie Null. Bei 7" > T} ist das System maximal ungeordnet, das
heisst, dass die Entopie gerade folgenden Ausdruck annimmt

S = kT In(2V). (36)

Nimmt man die Definition der Wérmekapazitdt und verwendet den Ansatz (35), so
erhilt man ebenfalls einen Ausdruck fiir die Entropie

T Tar To qr /2T
S:/ dS:/ _c:cmax/ _(__1):%}(1_1112. 37
To To T TO/QT To ( ) ( )

Vergleicht man beide Ausdriicke miteinander, so erhélt man die Abhéngigkeit von ¢,,q.
von der Teilchenzahl N

In2
Bl "2

(38)

Cmax — k



