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1. Dimerisierung im 1D-Ising-Modell: (20 + 20 = 40 Punkte)

Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-Modell fiir 2N Spins (S = 1/2) auf einem
Ring (s5y,; = si) mit einer “Dimerisierung” der Kette, d.h. die Bindungen werden
alternierend geschwécht und gestéarkt:

N N
H=—J|(1-9¢) Z $5i-155 + (1 + ) Z S5i5%i+1
i=1 i=1

Dabei ist ¢ ein fester Parameter mit 0 < ¢ < 1.

(a) Fiihren Sie die Transfermatrixmethode aus, um die kanonische Zustandssumme Z
des Modells auszudriicken. Berechnen Sie die Entropie der Kette im Limes N — oo.

(b) Bestimmen Sie mithilfe der Transfermatrixmethode fiir N — oo die Korrelations-
funktion (0;0,,,,)— (0;)* und die Korrelationslinge £. Dabei sei i ungerade, n gerade
und n < N.

(c) 10 Bonuspunkte:

Nun sei ¢ nicht mehr fest, sondern soll als zusétzlicher Freiheitsgrad betrachtet
werden. Dafiir muss H um die Dimerisierungsenergie ergénzt werden: H — H+H,
mit H, = 2N Q¢? , wobei 2 > 0 die Energiekosten der Dimerisierung darstellt.

Leiten Sie, ausgehend von Z, das Freie-Energiedichte-Funktional in der Form
t
1(9) = fn + 50" + b0

fiir ¢ < 1 her und bestimmen Sie fy, t und b.

Hinweis:
h(z) = 1+ 202 + —a* + O(a")
cos = g%+ 5 :
72 5
log(1 + ) :x—?+(9(x ).
Lo6sung:
(a) Fiir die Spins im Ising-Modell gilt s7 € {—3,1}. (1P)

Damit haben wir die Zustandssumme:

Z =Tr(e Z Z e~ (1 P)

1
=+5 s5y=%3

Z Z 6 1-¢)sis3 €5J(1+¢)5§5§ . eﬂ‘](l_‘z’)sgl\fﬂsgw efBJ(l""z’)SSNSf (2 P)



Nun fiihren wir die Transfermatrizen 7. ein:

exp (—6‘](?@) exp (—

exp (_wgw)) exp (W(Zﬂzqﬁ))

Damit hat die Zustandssumme die Form

Z = Z s 52 s Sﬁ} [(7'—)s§51<7;>sjsf} SRR (2 P)

5]

BJ(1+¢)
4

T = (2 P)

also mit (BJ) (BM)
cosh (%) cosh (52
= . — 2 2
Ti=T T =2 (cosh (%) cosh (6—2‘]) ) (2 P)
und unter Ausnutzung der zyklischen Randbedingung:
Z =tr[TV] (1 P)
Diese Spur berechnen wir durch Diagonalisierung von 7T
det (T — A1) =0
liefert die Eigenwerte
Apg =2 [cosh <52—J) + cosh (@)] (2 P)
Fiir N — oo dominiert der gréfiere Eigenwert (AY > A\Y), somit (1P)
Z=Tr[TV] =M+ 230 N {cosh (%) + cosh (62¢)] . (2 P)
Freie Energie: F' = —NkgT'In \; (1P)
Entropie:
oF
(7). 4P
NJ 1
:Nk:BlnAl——J— sinh B + ¢sinh 6¢ (2 P)
T )\ 2

Um die Korrelatoren zu berechnen, schreiben wir die Zustandssumme wieder in
Transfermatrizen und nutzen dann den Trick aus der Vorlesung, um den Korrelator
als Matrixprodukt zu schreiben:

o, = (Uz)aa (1 P)

:> 0109 0203 27;10'2 O, 02k77€o'3 (2 P)

Die Elemente, die wir durch die Summe iiber k hinzufiigen, sind gleich Null, da die
Paulimatrix diagonal ist.



Betrachten wir zunéchst (0;0,,,). Es ist i ungerade und n gerade, so dass wir
wieder alle 7, und 7_ zu T's zusammenfassen kénnen:

Z - {0i0;4n) = ('T 70,720, T M) (2 P)

Die Berechnung der Spur fithren wir wie in der Vorlesung in den Eigenvektoren von
T durch. Diese lauten

+== (1) (1P)
=(4) (1 P)

und es gilt

2N — 'n i+1

UT o, Iy | T3 ") (" 0. T 1)

Z - <Ui0i+n> -

'—1 2N n i+1

Z<
Z Z)\ o, 1)) (3 P)

Fiir 2N > n haben wir dann, den gréfleren Eigenwert mit A, und den kleineren
mit A_ bezeichnend und mit (I| o, |I') eingesetzt

2N—n

Z-(0i054n) = Ay 7 A

[SIE

(2 P)
Und mit Z = \Y

(A 2 B cosh (6—2‘]) — cosh (’BT) :
(0i0in) = (Z) = <Cosh (22) + cosh (22) (2 P)

2

Eine analoge Rechnung zeigt, dass (o;) verschwindet, (3 P)
also (0,0,,,) — (0;)* = (0,0,,,,) Jetzt konnen wir wie in der Vorlesung die Korrela-
tionslédnge ¢ definieren:

(0:0745) ~ exp (—2> (1P)

Damit konnen wir ablesen

AV cosh ((57) + cosh (%52) h
£=2 (log (X)) - <IOg (cosh ((%) — cosh (%J)
2
log [Coth ( T ) coth <J4(,1—;$)>]

Fir ¢ = 0 ergibt sich gerade das bekannte Resultat aus der Vorlesung fiir die
gewohnliche Ising-Kette. Fiir ¢ = 1 verschwindet die Korrelationslange. Dann ist
die Kette vollstandig dimerisiert und nur noch die Paare (2,3),(4,5),...,(2N,1)
néchster Nachbarn sind korreliert.

(2 P)



(c) Bezeichnen wir die Zustandssumme aus der vorherigen Aufgabe mit Z,;,. Dann
haben wir fiir die neue Zustandssumme

Z(T,N) = /0 d¢ exp (—ﬂH¢) exp (log (Zspin))

:/0 dgexp (=3 (Hy + F(T, N, ¢))) (1 P)

H, ist schon von quadratischer Ordnung in ¢. Also miissen wir nur noch F'(T', N, ¢)
bis zur vierten Ordnung in ¢ entwickeln, um f(¢) zu erhalten.

F(T,N,¢) = —% log (2 <cosh (%ﬁ) + cosh (@))) (2 P)

2 Oé4

cosh(ax) =1+ %x2 + ﬂx‘l + O(a%)

Zunachst:

Mit o == %

F(T,N,¢) = —% log (2 (cosh () +1+ %2¢2 + g—i¢4 + (’)((;56)))

— _% log (v +z) = —% (log(v) + log (1 + %)) (2P)
Wobei
v =2 (cosh(a) + 1)
v = o’ + ?—gcﬁ“ +0(¢%)
Es gilt

2

log(1+2z) =2 — % + O(2?)

Alles eingesetzt:

F(T, N, ) = —% <log<2<cosh<a> T+ 2ioiha)%2f D 8(cos1(f(<f> + 1>2>

2

N «
=3 <log(2(cosh(a) +1)) + ¢22(cosh(oz) n 1)—|—
oot 1 1
T (6(cosh(a) +1)  2(cosh(a) + 1)2> ) (2 P)
Zusammen mit dem Faktor aus H, lesen wir ab
fr = —%log@(cosh (%3) +1)) (1 P)
t B NJ?f
2 2 8(cosh (%) +1) (1P)

- J4ﬁ3 1 B 1
b="NT8 (3(cosh(‘]7ﬁ)+1) (cosh (‘%ﬁ)“)Q) 4



2. Gekoppelte Ordnungsparameter: (14 + 16 = 30 Punkte)

Das Freie-Energiedichte-Funktional fiir ein System mit zwei gekoppelten magnetischen
Ordnungsparametern ¢, und ¢, im Magnetfeld lautet:

F(1,02) = a (T = Ty) (6 + 63) +b (61 +63) + 5 (1 + 02 = h (61 + 6).
wobei Ty, a,b,g > 0.

0
(a) Berechnen Sie die Suszeptibilitiat x,(7) = }llin% % im thermischen Gleichgewicht
%

in der ungeordneten Phase.
Hinweis: Es ist niitzlich, zunéchst zu neuen Variablen ¢, = %(¢1i¢2) iiberzugehen.

(b) Berechnen Sie die Suszeptibilitéit x;(7") im thermischen Gleichgewicht in der geord-
neten Phase.
Hinweis: Sie diirfen annehmen, dass in der geordneten Phase im Gleichgewicht
limy, o ¢, = 0 gilt.

(c) 10 Bonuspunkte:

Beweisen Sie nun, dass in der geordneten Phase bei h = 0 im Gleichgewicht
¢1 = — ¢y ist.
Lo6sung:

(a) Wir transformieren zunéchst ¢; 5 — ¢, wie im Hinweis angegeben:

F(64.6-) = 2[a(T — Tp) + g16% + 2a(T — Ty)d> +2b (¢4 + 667> + 6" ) — 2hg,
(3 P)

Dadurch ist der Kopplungsterm o ¢; ¢, verschwunden.

In der ungeordneten Phase gilt ¢, ¢ — 0 fiir h — 0, also qb‘ll,g < gbig, so dass die

Terme vierten Grades vernachléssigt werden kénnen. (1P)

Das Gleichgewicht ist durch das globale Minimum von f gegeben. (1P)
Dort muss gelten: 9,, f = 9, f =0, also

20a(T = Ty) + gl = h (1P)

o —Ty)o_ =0 (1P)

Durch Ableiten nach h (1 P) erhalten wir fir A — 0 mit den Suszeptibilitéten
X+ = limy,_, 09, /Oh:

1
2la(T = 1Ty) + =1 = = 2P
[a’( 0) g]X+ X+ Q[Q(T . TO) + g] ( )
und

a(l —Ty)x- =0 = x_=0 (2 P)

Mit x;2 = x4 & x_ gilt also

1

X1=X2 = X4 = (2 P)

2a(T = Ty) + 9]



(b) Nun sind die Terme vierten Grades nicht vernachldssighar. Dann erhalten wir
analog zu (a) fiir die kritischen Punkte (0f/0¢, = 0)

2[a(T — Ty) + glo, + 120> ¢, + 4bd = h (2 P)
a(T — Ty)p_ + 6bg3 d_ + 2b¢* = (2 P)

und fiir die Suszeptibilitdten mit ¢, (0) := ¢ (h = 0):

20a(T — Tp) + glx 1 + 126 [¢2(0) + ¢ (0)] x4 + 2400, (0)p_(0)x_ =1 (1 P)
a(T — Ty)x_ +6b [¢7(0) + 6% (0)] x_ + 24bg, (0)p_(0)x; =0 (1 P)

Unter Verwendung des Hinweises, dass ¢ (h = 0) = 0 im Gleichgewicht, d.h. am
globalen Minimum, vereinfachen sich die Gleichungen zu

9 B B 1
(2 P)
a(T —Ty)x_ +6bg” (0)x_ =0 = x_=0 (2 P)

Nun muss noch ¢_(0) im Gleichgewicht bestimmt werden. Kritische Punkte fiir
h = 0 erhélt man unter der Bedingung ¢, = 0 nur in folgenden zwei Féllen:

1. ¢, = ¢_ = 0: ungeordnete Phase = nicht von Interesse
a(T —Tp)
2. =0und ¢ = ————H
by und ¢~ %
T —T,
Also ist in der geordneten Phase ¢? = —61(2—870). (4P)
Damit lauten die Suszeptibilititen:
1

Bemerkung: Der Verlauf der Suszeptibilitdt ist in Abbildung 1 dargestellt und hat
die fiir einen Ubergang vom Para- zum Antiferromagneten iibliche Form.
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Abbildung 1: Die Suszeptibilitdt der antiferromagnetisch gekoppelten Ord-
nungsparameter fiir g = a7y, .



(c) Ohne Beschréankung auf ¢, = 0 erhédlt man kritische Punkte von f in folgenden

Féllen:
1. ¢, = ¢_ =0 (unabhéngig von T')
2 a(T —Ty) .
2. ¢, =0und ¢~ = —— wobei T' < T}, gelten muss
T —T
3. ¢_ =0und ¢35 = —W wobei T' < Ty — J (< Tp) gelten muss (1 P)
a

4. ¢, #0, ¢_ # 0, bestimmt durch das Gleichungssystem

a(T —Tp) + g + 6bg> + 2bg% = 0 (1 P)
a(T — Tp) + 6b¢% + 2b¢p~ =0 (1 P)

mit der Losung

=g (=T +de) @ —-g(ar-T)-30)  @P)

Dieser Fall erfordert a(T — Tp) + 39 < 0. (1P)

Das globale Minimum kann man am einfachsten bestimmen, indem man f(¢,, ¢_)
fiir alle vier Fille berechnet und vergleicht (auf die Auswertung der zweiten Ablei-
tungen kann verzichtet werden, da wir wissen dass das globale Minimum hier auch
ein lokales Minimum sein muss):

1. f1=0

2. fy= —@, wobei f, < 0 wegen T < T}

3. f3 =0 > f,, also beschreibt dieser Fall niemals das globale Minimum. (1 P)

4

. Hier erhalt man

1 7
fa= 1 [a2(T —Tp)* +a(T —Ty)g + ZQQ}

1 2 2 7 2
T [a (T - T) 19
4 1
> —%az(T—Tof > —§CL2(T _T0)2 - f27 (3 P)

wobei wir in der ersten Ungleichung verwendet haben, dass a(T —Tj)g < 0 und
in der zweiten g% < $a?(T — Tp)*%.

Insgesamt liefert fiir alle 7" < T}, (= geordnete Phase) der zweite Fall das globale
Minimum. Damit ist im Gleichgewicht ¢, = 0 und daher ¢; = —¢s.

3. Master-Gleichung: (14 + 16 = 30 Punkte)

Betrachten Sie ein Drei-Niveau-Atom mit Energien F; < E, < E5. Die Wahrschein-
lichkeiten, das Atom in den entsprechenden Zustdnden zu finden, werden als p;(t) be-
zeichnet (i = 1,2,3). Nehmen Sie an, dass ein klassisches elektromagnetisches Feld
Ubergiinge von F; nach Fy und umgekehrt mit den Raten ;3 = 3, antreibt. Deswei-
teren kann das Niveau Fs5 spontan in das Niveau F, mit einer Rate von s, zerfallen,
wéahrend Zustand E5 mit einer Rate von 75, nach F,; zerfallen kann, wobei die inversen
Prozesse nicht auftreten sollen (7,3 = 712 = 0).



(a)

Geben Sie die Master-Gleichungen fiir {p;} an. Finden Sie die Gleichgewichtslésun-
gen p;(t = oo) der Master-Gleichung. Welche Bedingung miissen die Raten erfiillen,
damit im Gleichgewicht eine Besetzungsinversion der atomaren Niveaus auftritt,
d.h. py(00) > py(00)?

Betrachten Sie nun N unabhéngige solcher Drei-Niveau-Atome in einem Hohlraum
(elektromagnetischer Resonator). Die Photonen im Hohlraum kénnen von den Ato-
men absorbiert werden (E; — E,) und auch einen stimulierten Ubergang E, — E;
hervorrufen. Insgesamt sind die Ubergangsraten zwischen den Niveaus F; und E,
nun v, = yn und vy, = v (n + 1), wihrend v;3,v31, Va3, 732 unverdndert bleiben.
Dabei bezeichnet n die Anzahl der Photonen im Hohlraum. Die Master-Gleichung

fiir n (zusétzlich zu den Gleichungen fiir p;) lautet dann
n=7yN[(n+1)p, —np] —In.

Der letzte Term beschreibt einen Abfluss von Photonen aus dem Hohlraum mit der
Rate I'.

Driicken Sie p;(00) durch n(co) und die Ubergangsraten aus. Bestimmen Sie p;(00)
und n(oco) im Limes ;3 — oo.

Losung:

(a)

Die Master-Gleichung fiir den Vektor der Wahrscheinlichkeiten lautet

) —713 Y21 13 P1
P2 = 0 —21 V32 b2 - (4 P)
D3 Y13 0 —732 — 713 b3

Im Gleichgewicht verschwindet die linke Seite und wir miissen das lineare Glei-
chungssystem

—713 Y21 Y13 Pl(oo)
0 —Y21 V32 p2(c0) | =0 (1 P)
Y13 0 —V32 — 13 p3(0)

zusammen mit der Normierungsbedingung p; (c0) 4 py(00) + p3(c0) =1 (1P)
l6sen. Es ergibt sich

p1(00) 1 Vo1 (732 + 713)
pQ(OO) V32713 . (5 P)
p3(00) V21713

 29pms + Y32(721 + M13)

Damit ist eine Besetzungsinversion zwischen erstem und zweitem Niveau dquivalent

zu
< p1(00) _ Yo1 (V32 + 713) O oy < V32713 ‘ (3 P)

1
p2(00) V32713 Y32 + V13

(b) Die Master-Gleichung fiir die neue Situation ist

D1 Y3 = Y(n+1) V13 D1
Do | = m —y(n+1) V32 D2 |- (2 P)
V4 13 0 —V32 — 713 D3



Zusammen mit der Differentialgleichung fiir n erhalten wir im Gleichgewicht das

nichtlineare System (2 P)
yn(00)p1(00) — y(n(o0) + 1)py(00) + Y52p3(c0) = 0, (i)

Y13P1(00) — (713 + 732)p3(00) = 0, (ii)

YN [(n(o0) + 1)pa(00) — n(oo)p;(00)] — I'n(o0) =0, (iii)

p1(00) + pa(00) + p3(00) =1 (iv)

fiir p;(00), py(00), p3(00) und n(oco) . Wir 1osen zunéchst (i), (ii) und (iv) nach den
Wabhrscheinlichkeiten auf und finden

1
B Y2713 + V(732 + 713)0(00) + (732 + 2713) (1(00) + 1)]

Y(V32 + 713)(n(00) + 1
Y32 Y13 + V(Y32 + Y13)n(00) | . (5 P)
Tms(n(o0) + 1)

Fiir 7,3 — oo vereinfacht sich dieses Resultat zu

plgoo> X Y(n(o0) : 1% op
D20 - Y32 + yn{oo . 2
pyloc)) M3 20 H3m(0) \ 00y 1 1)

Die Besetzungsinversion ergibt sich hier (dhnlich wie zuvor) fiir v < 73, . Wir setzen
p1(00) und py(oc0) in Gleichung (iii) ein und erhalten die Gleichung

YY32(n(00) + 1)

=I'n(oco
Y32 + 27 + 3yn(oo) (c0)
N~y F(Q'y + 7y ) N~
2 32 32 32
= —1 — =0 2P
n(oo)" + ¢ { Ny n(o0) = = (2P)

fiir n(oo). Thre positive Losung ist

n(co) = Nso \/(M_1)2+ 2r (F(27+732) —1) . (2P)

6I" N3y N7yso Nyvs9

Fir die Wahrscheinlichkeiten finden wir

(o) + 1)
Y32 + YN (00)

p1(00) (1 P)



