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1. Ubernichste Nachbarn im Heisenberg-Modell (10415415 = 40 Punkte)

Betrachten Sie das Heisenberg-Modell aus N > 1 Spins mit S > 1/2 in einem dreidi-
mensionalen kubischen Gitter mit Wechselwirkungen zwischen néchsten Nachbarn als
auch zwischen tibernéchsten Nachbarn (d.h. die 12 Gitterplédtze mit dem zweitkiirzesten
raumlichen Abstand). Der Hamilton-Operator lautet dann:
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Dabei sei J; > Jo > 0 und wir bezeichnen mit (ij) Paare nidchster Nachbarn im Gitter

sowie mit ((ij)) Paare iibernichster Nachbarn. Beachten Sie, dass §; = (s?,s?,s?) ein

17717
quantenmechanischer Operator mit §? = S(S + 1) ist.

(a) Fithren Sie die Molekularfeld-Naherung durch und bringen Sie den genéherten
Hamilton-Operator auf die Form

H o~ Hyr = —Ber- ) 5+ Ey.

Bestimmen Sie das molekulare Feld B.g sowie die Konstante Ey in Abhéngigkeit
vom mittleren Spin (s). Geben Sie die Zustandssumme Zyp fiir Hyp an.

Hinweis: Das Koordinatensystem kann so gewihlt werden, dass B.g in z-Richtung
zeigt.

(b) Leiten Sie die Selbstkonsistenzgleichung fiir die Magnetisierung M her. Finden Sie
die Ubergangstemperatur 7, in der Molekularfeld-N&herung.
d 1 1 1 1
Hinweis: — coth(z) = ———, —— = =~ + O(a2?
dx (@) sinh? () sinh*(z) 22 3 (=)

(¢) Ausgehend von Hyr leiten Sie das Freie-Energiedichte-Funktional

fe) = fi + 58+ by

fiir das System in der Nihe des Ubergangs her. Bestimmen Sie fy, ¢ und b (nume-
rische Faktoren miissen nicht vereinfacht werden).

Hinweis:
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Lo6sung

(a)

In der Molekularfeldnédherung gilt fiir den Hamiltonoperator
H = Hye == Ji ) ((53) - 5+ 5 (5)) = (1) - ()
(ig)
— B (5) -5 +5-(5) = (5)(5)) (1P)
(i)

(ha b)Y (<§> gim §<§>2) (1P)

:_éeﬁ'z<§i+EO
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mit Bcﬂ‘ = (lel + JQZQ) <§> 3 (1 P)
1
Ey =g N (i1 + Jo2a) (5. (1 P)

Hierbei ist z; = 6 die Koordinationszahl fiir nidchste Nachbarn im kubischen Gitter,
wéahrend 2o = 12 die Koordinationszahl der {ibernéchsten Nachbarn ist. In geeigne-
ten Koordinaten gilt B = (Jrz1 + Jazo) (s*)€, und Hyp = —Beg ) _; 57 + Eo.(1 P)
Fiir die Zustandssumme verwenden wir, dass fiir jeden Spin s; die Werte —5, =5+
1,...,5 — 1,5 annehmen kann: (1P)
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Dabei gilt fiir die Ein-Spin-Zustandssumme:

28 ) S B, . 1
Zy = 5P 3 [P (1P) 95 Bu 2 +;>ﬁ " —1(1 P)sinh ['2 (251+ 1) B Beg]
= efBert — 1 sinh (i/ﬁBeﬂ)

Fiir jeden einzelnen Spin lautet der Erwartungswert:

S
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(%) Zy Z1 0 (BBes) (1P)
_25 ; L coth <25 ; L BBQH> _ %coth (%maeﬁ) (3 P)

Mit der Magnetisierung M = N (s*) gilt Bog = (J121 + Jaz2) M/N. Somit folgt die
Selbstkonsistenzgleichung fiir M:

M 2 1 2 1
:S+ coth(5+

6 (:]12’1 -+ JQZQ) M) — 1COth (iﬁ (lel + JQZQ) M)

N 2 2N 2 2N
(1 P)
Um die kritische Temperatur zu finden, untersuchen wir, fiir welche Temperaturen
Losungen der Selbstkonsistenzgleichung mit M # 0 existieren. (1P)

Mit @ := 5 (Ji121 + Jazo) M/(2N) lautet die Gleichung

T = %lﬁ (J1z1 + Joza) g(x). (1P)



Dabei haben wir die Funktion g(x) = Acoth(Az) — coth(z) mit A = 25 + 1 ein-
gefiihrt. Die Existenz von Losungen aufler der Triviallosung x = 0 kann mithilfe der
ersten Ableitung beider Seiten der Gleichung an x = 0 diskutiert werden:

d JR—
d:z:x =0 N
d (2) [ 1 }
~alx —
dz? 0 smh2 A:z: smh2x =0
A2 1 1 9
1
= - -1
5 ( )
d 1 25 +1)2 -1
= ——B (lel + JQZQ) g(x) = ¥ﬁ (lel —+ JQZQ) (5 P)
dz 4 2—0 12

Nur wenn die Ableitung der rechten Seite der Selbstkonsistenzgleichung an = = 0
grofler ist als 1, existiert eine Losung der Selbstkonsistenzgleichung mit = # 0
(denn g(z) ist eine konkave Funktion). Genau an der kritischen Temperatur ist die

Ableitung gleich 1: (1P)
1 _(28 + 1>2 —1 (lel + JQZQ)
B 12 kpT.
T. :—S(S +1) (J1 +2J) (2 P)

ks

Im letzten Schritt wurde z; = 6 und 2z, = 12 eingesetzt.

. (1P) )
(¢) Mit der Zustandssumme aus (a) und dem Ordnungsparameter ¢ = = ~ (s*) erhilt
man die freie Energie
1 N
FMF:—BanMF:EO—Fanl (1 P)

:lN (lel + JQZQ) 902 — ﬁ In Sln. [ ? ﬂ( 121 + 222) gp}

2 B sinh [56 (J1z1 + Joz9) 90}

5(5 + )
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(1 P)

1 N
~—N (lel -+ JQZQ) 2_ |:hl<28 + 1) + (lel + J222)2 (Y2

2 B

1—(254+1)*p* .
+ T 16 (JlZl + JQZQ) (4 P)

Durch Koeffizientenvergleich mit F/N = f(p) = fx+(t/2)¢* +bp* ergibt sich nahe
des Ubergangs [d.h. |T" — T.| < T, mit 7, aus (b)]: (1 P)
(2P)
fN = - kBTc 1n(25 + 1) = -2 (Jl + 2J2) S(S + 1) IH(QS + 1)
1P 12 2P T-1T.
B c
(i +21)" 641 +20) (2S+1)' -1
(kgT,)3 180 x 16 x 8 S3(S 4 1)3

(2P) 6

b ' ="—
180 x 16

[(2S +1)* —1]




2. Transfermatrixmethode im dimerisierten 1D-Ising-Modell (30 Punkte)

Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-Modell fiir 2N Spins (S = 1/2) auf einem
Ring (s3y,; = si) mit einer “Dimerisierung” der Kette, d.h. die Bindungen werden
alternierend geschwécht und gestéarkt:

N N
o z z z .z
H=-J_ E $5i-15% — J4 E 89i59i+1-
i1 i=1

Nehmen Sie an, dass J, > J_ > 0. Fiihren Sie alternierende Transfermatrizen 7, und
7_ ein und bestimmen Sie die kanonische Zustandssumme Z. Berechnen Sie fiir N — oo
die Korrelationsfunktion (0,0, ) — (0;)* (wobei o; = 2s7). Dabei seien sowohl 7 als auch
n ungerade und n < N.

Hinweis: Bei der Berechnung der Korrelationsfunktion ist es niitzlich in der Eigenbasis
von T = T_T, zu arbeiten, in der o, und 7, := 7_o. 7T, nur Nicht-Diagonalen-Elemente
haben.

Losung:

Fiir die Spins im Ising-Modell gilt s? € { 7 2 (1P)

Damit haben wir die kanonische Zustandssumme

Z="Tr(e Z D e (1 P)

=+l sfy==%1

= E E eﬁJ_Sls? ePIreass | eBI-sin-1din BT+sinet (2 P)

z__1 1 z 11
si=t3 sjy=*t3

Nun fithren wir die Transfermatrizen 7, ein:

_ exp (6 :l:> exp <—BT> (2 P)

B exp(—%) exp<5i>

Damit hat die Zustandssumme die Form

Z = [(T)aes(T)sses) [(T)szes (To)eses] - - (2 P)
{s7}

Wir definieren J; = £ (Jy + J_), Jo = 5 (J4 — J_) und

cosh (18.J1) cosh (3.
T =TT =2 (f Y (f ). (2 P)
cosh (EBJQ) cosh (§6J1)
Dann erhélt man unter Ausnutzung der zyklischen Randbedingung:
Z:tr[TN}. (1 P)

Diese Spur berechnen wir durch Diagonalisierung von 7. Das charakteristische Polynom

det (T — A1) =0



liefert die Eigenwerte

1 1
Ao =2 [cosh (5,6’]1) =+ cosh (56(]2)] (2 P)
Fiir N — oo dominiert der groBere Eigenwert (AY > A\Y), somit (1P)
1 1 N

Z=Te[TV] =AY+ 25 N {cosh (5&]1) + cosh (§5J2)} . (1P)

Fiir die Korrelationsfunktion gilt (o; = 2s7)
(0:0i4n) = ZUzGH,Le BH (1P)

{‘7]}

Da o; nur die Werte +1 annehmen kann, kénnen diese durch die Diagonalelemente der
Pauli-Matrix o, dargestellt werden. Dann erhélt man im Fall ¢, n ungerade

(1011n) =5 T [T 0. T2 T 0. T %] (2 P)

:%Tr [TN_TO'ZTT'T_O'Z,E_] .

Es entsteht die Matrix
sinh (15.J;) —sinh (23,
sinh (iﬁjg) —sinh (§5J1)

) in der Eigenbasis (|1),|2)) von T,

Wir berechnen nun die Spur in <01 Oftn

1 /1 1 1
1) = — , 2y = — ) 1P
n-350) m-5(4) 4
In dieser Basis gilt

(01
% = {1 0

T — 9 0 sinh%jtsinh%
2 sinh % — sinh % 0
Dann erhilt man
1 n— e
<0'io'l-+n> :E Z <l| 7'NfT1 ’l/> <l/| 0. |l//> <l”’ TTI ‘l///> <l///| T ’l> (1 P)
LU =12
1 N—nl n-l
:E Z 5”/)\[ 2 (1 — 51/71//> 51//71///)\”,2
LU =12
J:
2 (1 — 5l”’,l) (Slnh % + ( 1) lnh %) (4 P)
= J:
:— Z )\ 2 l”2 (1 — 51 l") (Slnh% + ( ) sin h%) (1 P)
LL,I"=1,2

(T BJi B A\ L B BT
= <>\—1) (1 h—+s nh —= 5 )+2()\1> ( 7—81 nh — 5 )

(1 P)



Der zweite Term ist im Fall N > n vernachléssigbar (1 P) (fiir Z selbst wurde in der
letzten Zeile bereits das Resultat fiir grole N verwendet). Auflerdem zeigt eine analoge
Rechnung, dass (0;)° = 0 (2 P). Insgesamt lautet der gesuchte Korrelator also

(0:0i1n) — {03)* = <i_j) N (sinh % + sinh %) (1P)

. RC-Schaltung mit Rauschen (15+15=30 Punkte)
Eine Parallelschaltung aus einem elektrischen Widerstand R und einem Kondensator

mit der Kapazitat C' lasst sich mit der Langevin-Gleichung

.V
CV 4+ —==0I(t
+ 4 = 01()

beschreiben, wobei (01(t)) = 0 und (61(¢)0I(t')) = 2k T

um Nyquist-Rauschen.

d(t—1t") . Es handelt sich somit

(a) Fiihren Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Spannung p(V,t¢) ein und leiten
Sie die Fokker-Planck-Gleichung fiir p aus der Langevin-Gleichung her.

(b) Losen Sie die Fokker-Planck-Gleichung im stationédren Fall.

Hinweis: Die Differentialgleichung kann auf 1. Ordnung reduziert werden. Beach-
ten Sie, dass aus Symmetriegriinden p(V) = p(—V) und damit % lv_o = 0. Danach
kann die Substitution y = V2 hilfreich sein.

Lo6sung

(a) Die Fokker-Planck-Gleichung fiir p(V,t) hat die Form
2

(Vit) = — §W[a

OV, 0)p(V, 1)] + DV 0)p(V.0)] - (2 P)

p a7 @

Um die Momente o) und o® aus der Langevingleichung herzuleiten, integrieren
wir diese zunéchst liber ein kurzes Zeitintervall

t+ At
V(t+At) — V() = ——At+ —/ dt'sI(t) (2 P)

und erhalten damit, wie in der Vorlesung gezeigt wurde,

1
o il —
(V1) = lim < (V(t+ M) = V(D) (1P)
V 1 t+At
—— ot lim t dt' (51(1')) (2 P)

=0
V
RO (1 P)



sowie

1
OV ) = lim - V@)
a?(Vit) = Al}tr—I}o At<[v(t + At) — V(t)] > (1 P)
L 1 9 QVAt t+Aa / /
1 t+At  pt+AL
+ / dt'dt" (5I(t)o1 (t”)>] (3 P)
t t
' t+At /QkBT
= A GeAr /t "R 4
2kgT
_2kpT 1P
b (1 P)

Durch Einsetzen von o) und a® in die Fokker-Planck-Gleichung folgt

9 1 [keT@p(Vit) 0
PV [C e Tav

= pVit) = V(v 1) (1P)

(b) Im stationdren Fall gilt

0=—- — [Vp(V 2P
e+ o Va)) (2 P)
v
woraus zunédchst mittels Integration / dV' eine Differentialgleichung erster Ord-
Vi
nung resultiert: ’
0= —F—F=+VplV 2P
oSO Vav) (2P)
Die Integrationskonstante (linke Seite) ist proportional zur Ableitung an V' = 0 und
ist daher Null (siehe Hinweis). (1 P)

Man kann nun entweder unmittelbar einen geeigneten Ansatz erraten oder noch die
angegebene Substitution y = V2 ausfiihren:

2kpT Op(y)
0= — 3P
Vi [P (3 P)
Der Ausdruck in Klammern verschwindet, wenn
Cy
p(y) = Kexp (— 2kBT) (2 P)
mit einer Konstante /C, also
CcVv? >
Vi=Kexp | — 2P
o) = Kexp (-0 2 P)

wobei IC aus der Normierungsbedingung folgt:

K= [/: de(V)] o \/E (3 P)

Wie aus der Vorlesung bekannt, ist die stationédre Losung also von der Form einer
Maxwell-Verteilung.




