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1. Integrabilitdtsbedingung:
(a)
f = 32%—2xy —y? g = —a?—2xy+1y?
Oyf = —20-2 0,9 = —2x—2
Also gilt: 0, f = 0,9, = w ist integrabel.

Herleitung von h(z,y):

1. Suche F(x,y) mit 9, F = f
2. Bestimme ¢(y), so dass Oy = g — 9, F
3. h(z,y) = F(z,y) + ¢(y)

Hier: F(rv,y) =2 -2y —y’r = 0,F =—2"—2xy
1
e =y" = ¢ly) =3y’
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(b)

f=3r+y = 0,f=1 und g=—-2—-3y = 0,9=—1

Also
Oyf # 0,9, = w ist nicht integrabel.

Suche integrierenden Faktor:

Oy(af) = fo,a+a = Oy(ag) = g0pa—a —  3xd,a+ydya+r0,a+3yd,a+2a =0
a=Ar+By, Oa=B, da=A = (3z+y)B+(r+3y)A+24Ax+2By=0
3B+3A=0, A=-B = (bis auf Vorfaktor).

Suche h mit dh = (z — y)w:

hF(r,y) = (x—y)f =(x—y)Bz+y) = F(z,y) =2° — 2%y — xy? }
dely) = (@—y)(—2—=3y)+2>+22y=3y" = oy) =y’
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— 2%y —ay’ + ¢

=|h(z,y) ==




2. Legendretransformation:

(a)

= | U-F=ST
: ou ou
U = U(S), Steigung T = 3% = § = S(T) |dU(S) = 52dS = T(S)dS
F= (S(T)) = S(IT,
T
9 0s 05,
AF(T) = | 55 5% — 5T = ] dT  =[dF(T) = —S(T)dT
(b)
U, V), T=2E0 = sy

—P= 20| = V(S P
&) 5 (s, p)

dU(S,V)=T(S,V)dS — P(S,V)dV  Innere Energie
analog zu a):

F(T,V)y=U(S(T,V),V)=S(T,V)T Freie Energie,
dF(T,V) = —S(T,V)dT — P(S, (T, V),V)dV

H(S,P)=U(S,V(S,P))+V(S,P)P Enthalpie,
dH(S,P)=T(S,V(S,P))dS +V (S, P)dP



3. Funktionaldeterminantenkalkiil:

0 0 0 0 0
(u,0) Sl I ] Def. der Determinante
d(z,y) Ox|, Oy|, O9y|, oz|,
(a)
. 7y y dy z ? Ox y 8($7y) ox y
2. u(r,y) = = analog SEZZ; = g_z

3. folgt trivial aus Determinanteneigenschaft (Vertauschen von u < v oder = < y
vertauscht Vorzeichen)

O(u,v) _ 9 (uls(z,y), tx,))), vis(z,y), Uz, y))
8(x,y) a(x,y)

(o] 05|, ou| au|\ (ou] os| | ov| &t
B &S’t@xy 8t88:vy Os|, Oy|, Ot|, Oy|,
C(0u] 05|, ou| e\ (00| os| oo ot
Os|, 0y|, Ot|, Oy|, &S’tﬁxy 8t88:1:y
_Oup vy [ Os| Os| _ Os| Os| ) Ouj Ov) (0s) ot) Os| ot
_&S’t&St 8a:y8yx &ym&xy Os|, Ot|, 6:cy6ym &yxﬁxy
Loul ouf (or] os| _or] os|\, ou| ov| (o] o] _ar| o
ot|, 0s|, 6:cy6ym &yxﬁxy ot|, ot|, 8a:y6ym 8yx83:y
1. und 4. Term sind Null. 2. und 3. Term ergeben
oul oo _ou vl (0s| at| _as| ot _ dwv) ds.t)
Os|, ot|, Ot|, Os|, ox|, dy|, Oyl oz|, ~ 0(s,t) O(z,y)

Durch Umbenennen von z,y — s,t und s,t — x,y folgt
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(b)
Die erste Relation spiegelt einfach den Satz der lokalen Umkehrbarkeit aus Analysis

wieder. Z.B. so: Sei ¢(x,y) = const., also z(y). Dann ist das Differential dz(y) = g—”y”dy.

Andererseits ist aber dy(x) = %dz. Einsetzen liefert dann dr = g—z%dx, also 1 = g—i%.

Und daraus folgt schlief$lich
or _ (9y\"
oy  \ Oz '

Da wir ja von Anfang an ¢ = const. angenommen haben, diirfen wir auch noch bei
beiden partiellen Ableitungen die ¢’s dazuschreiben und erhalten das gesuchte Resultat.

| o) o) o) e 1 Gl
B B B o)
Ox|, Oz, ¢) Iy ,x)0(z,¢) oz |, e g_i )

{Hier wird ¢ = ¢(z,y) =const. als unabhéngige Variable aufgefasst, d. h. y = y(x, ¢)}.

(c)
Wir betrachten = und z als unabhéngige Variable, so dass y = y(z, z). Das erfolgt durch
Auflésen von F(z,y,z) = 0 nach y. Das Differenzial fiir y ist dann

dy Iy
dy=—=—=|doe+ ==|d
4 ox |- T 0z lz :
Weiterhin ist w = w(z,y), also
ow ow
dw=—|de+—| d

Wir substituieren y(x, z) fiir y in w(z,y), und erhalten als Differenzial fiir w(z, z):
0 0
dz + (—w Y ) da.
T or z

20T
Ow| _ Ow)  Ow) Oy
oxl:  oxly  Oyladx

Analog erhalten wir aus dem Differenzial fiir w(z(y, z),y):

ou| _dw 0w o
oyl Oyla  0Oxlydy

Wir eliminieren dw/dy|, (d.h. Gl. (2) in Gl. (1) einsetzen), und erhalten

_dw) oy

_ow
o

Oy
182

ow

dw + —
Yy dy

Daraus folgt

z

z

8_w
ox

z

Wir 16sen nun w = w(z,y) nach x auf, betrachten also x als Funktion von y und w,
d.h. x = z(y, w). Wir erhalten




Dir Gleichung F'(z,y,z) = 0 16sen wir nach x auf, betrachten also z als Funktion von
y und z, und erhalten daraus w = w(z(y, 2), y). Das Differential fiir w(y, z) ist

ow

dw = —
w 3y

Wir substituieren dies in die Gleichung fiir dx und erhalten schliefllich

B o0x oxr| Ow

ox _‘ L Oz) ow
z_ayw 6wy8y
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