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1. Die zweite Quantisierung. Bose-Statistik.

(a) Der Dichte-Operator:

n̂(r) = Ψ̂†(r)Ψ̂(r),

wobei

Ψ̂(r) =
1√
V

∑

k

eikrâk; Ψ̂†(r) =
1√
V

∑

k

e−ikrâ†
k
.

Deswegen

n̂(r) =
1

V

∑

k1k2

e−i(k1−k2)râ†
k1
âk2

.

Der Grundzustand
|Ψ0〉 = |Nk=0, 0k 6=0〉,

(alle Teilchen haben k = 0).

Der Mittelwert des Dichte-Operators folgt aus

〈Ψ0|â†k1
âk2

|Ψ0〉 =
{
N, k1 = k2 = 0
0, sonst

(1)

Deswegen

n̄ =
N

V
.

(b)
N̄ ′ = 〈Ψ0|N̂ ′|Ψ0〉

N̂ ′ =

∫

V ′

d3r n̂(r).

Benutzen wir (1):

N̄ ′ = N
V ′

V
.

(c) Die Variation

(∆N ′)2 = (N ′)2 −
(
N̄ ′

)2
.

(N ′)2 = 〈Ψ0|N̂ ′N̂ ′|Ψ0〉

=
1

V 2

∫

V ′

d3r1

∫

V ′

d3r2
∑

k1k2k3k4

e−i(k1−k2)r1e−i(k3−k4)r2〈Ψ0|â†k1
âk2

â†
k3
âk4

|Ψ0〉.



〈Ψ0|â†k1
âk2

â†
k3
âk4

|Ψ0〉 =





N2, k1 = k2 = k3 = k4 = 0
N, k1 = k4 = 0,k2 = k3 6= 0
0, sonst

(2)

Deswegen

(N ′)2 =
1

V 2

∫

V ′

d3r1

∫

V ′

d3r2

[
N2 +N

∑

k 6=0

eik(r1−r2)

]
.

Wir benutzen die Formel:

1

V

∑

k 6=0

eik(r1−r2) =
1

V

[
∑

k

eik(r1−r2) − 1

]
= δ(r1 − r2)−

1

V
,

und erhalten

(N ′)2 = N2

(
V ′

V

)2

+N
V ′

V
−N

(
V ′

V

)2

.

Letztendlich

(∆N ′)2 = N
V ′

V

(
1− V ′

V

)
.

(d)

n̂(r1)n̂(r2) = Ψ†(r1)Ψ(r1)Ψ
†(r2)Ψ(r2) =

1

V 2

∑

k1k2k3k4

e−i(k1−k2)r1e−i(k3−k4)r2 â†
k1
âk2

â†
k3
âk4

Benutzen wir (2):

n̂(r1)n̂(r2) =
1

V 2

[
N2 +N

∑

k 6=0

eik(r1−r2)

]
=
N2

V 2
− N

V 2
+
N

V
δ(r1 − r2).

Deswegen

g(r) = δ(r)− n̄

N
.

Im thermodynamischen Limes und für r 6= 0

g(r 6= 0, N → ∞) = 0.

(e) Für klassische Teilchen berechnen wir die folgende Grß̈e

n(r1)dV1n(r2)dV2,

wobei dV1 das infinitesimale Volumen in der Nähe von r1 ist. Klarerweise ist ndVi
die Teilchenzahl im Volumen dVi. Weil dVi sehr klein sind, vernachlassigen wir die
Wahrscheinlichkeit, dass es mehr als ein Teilchen im Volumen dVi gibt. Dann

n(r1)dV1n(r2)dV2 =
∑

N1N2

N1N2W (N1, N2) ≈W (1, 1),

wobei W (N1, N2) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchenzahl im Volumen V1
und V2 genau N1 und N2 ist.



Berechnen wir jetztW (1, 1). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebenes Teilchen im
Volumen dV1 ist, ist einfach dV1/V . Für ein beliebiges Teilchen finden wir NdV1/V .
Wenn ein Teilchen im Volumen dV1 ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
anderes Teilchen im dV2 ist, (N − 1)dV2/V . Deswegen,

W (1, 1) = N
dV1
V

(N − 1)
dV2
V

⇒ n(r1)n(r2) =
N(N − 1)

V 2
.

Für r1 6= r2 sind die Ergebnisse für die Bosonen und die klassische Teilchen gleich.

Das Grund: die Wellenfunktion des Systems von Bosonen im Grundzustand ist
gleich als die Wellenfunktion von unterscheidbarer Teilchen:

Ψ = ψ0(r1) . . . ψ0(rN), ψ0(r) =
1√
V
.

2. Die zweite Quantisierung. Fermi-Statistik.

(a) Der Grundzustand:

|Ψ0〉 =
∏

|ka|6kF ,σ

â†
kaσ

|0〉.

Der Mittelwert des Dichte-Operators folgt aus

〈Ψ0|â†k1
âk2

|Ψ0〉 =
{
1, k1 = k2, |k1| 6 kF
0, sonst

(3)

Deswegen

n̄ =
N

V
.

(b)

N̄ ′ = N
V ′

V
.

(c)

n̂(r, σ) =
1

V

∑

k1k2

e−i(k1−k2)râ†
k1σ
âk2σ.

n̂(r1, σ1)n̂(r2, σ2) =
1

V 2

∑

k1k2k3k4

e−i(k1−k2)r1e−i(k3−k4)r2 â†
k1σ1

âk2σ1
â†
k3σ2

âk4σ2

〈Ψ0|â†k1σ1
âk2σ1

â†
k3σ2

âk4σ2
|Ψ0〉

∣∣∣∣∣
σ1 6=σ2

=

{
1, k1 = k2,k3 = k4, |k1,3| 6 kF
0, sonst

(4a)

〈Ψ0|â†k1σ1
âk2σ1

â†
k3σ2

âk4σ2
|Ψ0〉

∣∣∣∣∣
σ1=σ2

=





1, k1 = k2,k3 = k4, |k1,3| 6 kF
1, k1 = k4,k2 = k3, |k1| 6 kF , |k2| > kF
0, sonst

(4b)



Der Mittelwert für σ1 6= σ2 ist

n(r1, σ1)n(r2, σ2) =
1

V 2

∑

|k1,3|6kF

1 = n(σ)
2
, n(σ) =

n̄

2s+ 1

(Fermionen mit unterschiedlichen Spins verhalten sich als unterscheidbare Teilchen).

Der Mittelwert für σ1 = σ2 ist (r = r1 − r2)

n(r1, σ)n(r2, σ) =
1

V 2


 ∑

|k1,3|6kF

1 +
∑

|k1|6kF

∑

|k2|>kF

ei(k2−k1)r




Wir benutzen die Formel:

1

V

∑

|k|>kF

eikr =
1

V


∑

k

eikr −
∑

|k|6kF

eikr


 = δ(r)− 1

V

∑

|k|6kF

eikr,

1

V

∑

|k|6kF

eikr =

∫

k6kF

d3k

(2π)3
eikr =

1

2π2r2

(
sin kF r

r
− kF cos kF r

)
.

Daraus folgt:

n(r1, σ)n(r2, σ) = n(σ)
2 − 1

4π4r4

(
sin kF r

r
− kF cos kF r

)2

.

(d)

n(r1)n(r2) =
∑

σ1σ2

n(r1, σ1)n(r2, σ2) = n̄2 − 2s+ 1

4π4r4

(
sin kF r

r
− kF cos kF r

)2

.

Deswegen

g(r) = − 1

4π4r4n(σ)

(
sin kF r

r
− kF cos kF r

)2

.

Die negative Korrelation entspricht die abstoßende Austauschwechselwirkung von
Fermionen.


