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1. Coulomb-Eichung:

In der Coulomb-Eichung gilt o
V-A=0. (1)

Die Stromdichte j kann als Summe eines parallelen Anteils ]] und eines senkrechten
Anteils jl geschrieben werden. Es gilt
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(a) Ausgehend von den Gleichungen (2) und (3), finden Sie

Vxj, Vi, Vxj, V.
Losung: Wir betrachten zunéchst die Divergenz einer Rotation und die Rotation eines
Gradienten:
V- (6 x a’) = Oy 50 ar = 0 | (4)
[6 x (6 : b)]k = 2400 0p b =0 . (5)

Beide Ausdriicke verschwinden, da die Kontraktion des antisymmetrischen Tensors
€ij% mit den symmetrischen Tensoren 0;0;ay, bzw. 0;0;b verschwindet. Hierbei neh-
men wir an, dass a; und b zweimal stetig differenzierbar sind. Es folgt

Vxjj = V-jL=0. (6)
Betrachten wir nun
. - 1 o V5 ()
V- = —— V|3 — L 7
Jl An / r 7 — ] (7)
Mit der Identiat
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2 — —,
\% o = —A4nd(r—7") , (8)

vereinfacht sich Gl. (7) zu

V.5 = /d3r'6'.j(ff)5(f—f’):6.j. (9)



Betrachten wir nun die verbleibende Rotation

LRVIVE IR /d?’r’j(??/). (10)
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Mit der Identitat
VX(VXJ):V(V-CY)—Vch, (11)

erhalten wir aus Gl. (10) und Gl (5),
VxVxVxd = ﬁx[ﬁ(ﬁ-@)—ﬁ@]:—ﬁx(ﬁ@). (12)
Mit diesem Ergebnis und Gl. (8) erhalten wir
Vxj, = Vxj. (13)

Alternativ hitte man auch einfach die Rotation und Divergenz des Stromes be-
trachten kénnen:

Vxj = Vxj+Vxji=Vxj, (14)
0
Vij = Vjj+V-5.=V-j. (15)
0
(b) Beweisen Sie die folgenden Identitéten:
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V-E = 4mp, (18)
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VxB = Lj4 9p . (19)
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Wenn wir die Felder durch die elektromagnetischen Potentiale

E = —Vp- %Z, (20)
B = VxA, (21)

ausdriicken, erhalten wir
V-E = —Ay —@v A=drp, (22)

und
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Durch die Coulomb-Eichung V - A = 0 vereinfachen sich Gl. (22) und Gl. (23) zu

04 = V=p——7, (25)

mit 0 = A — 9?/c*. Gleichung (24) erkennen wir als Poisson-Gleichung mit der
Losung

o) = [er AT (26)
Mit der Kontinuitatsgleichung

erhalten wir aus Gl. (26),
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und durch Einsetzen in Gl. (25) folgt,
- 4:7T—» 47T - 47T—,-‘
0A = e/ <j|| -l—jL) =L (29)

(c¢) Berechnen Sie die fouriertransformierte parallele und senkrechte Stromdichte i‘ (k)
und j, (k). Die Fouriertransformation ist dabei definiert als

) = [ s ) 0 (30)

Warum werden f” und j| parallele bzw. senkrechte Stromdichte genannt?

Losung: Die Umkehrtransformation zu Gl. (30) lautet
i) = [ dri e (31)
Es gilt die Orthogonalitéitsbeziehung
/ B e (2735 (F) (32)

und

/ (%3 e*T = 5(7) . (33)

Wir betrachten zunéchst die parallele Stromdichte. Wir setzen Gl. (30) in die De-
finition von j, Gl. (2), ein,
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und translatieren 7 um 7. Da wir nur translatieren, verindert sich das Integrati-
onsma nicht und da wir iiber den ganzen Raum integrieren, &ndern sich die Inte-
grationsgrenzen nicht:

]||(7:> V/dgrl/ 27T _')] eilg-aleil;-? (35>

3 i . ™ g 7
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Kiimmern wir uns nun um die Fouriertransformation von 1/ |r] :

3 eiE.F o " : > ikr cos 0
d’r = do df sinf drre
|71 0 0 0
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Hierbei wurde die z-Achse in l%—Richtung gelegt und zu Kugelkoordinaten gewech-
selt. Wir fithren den Konvergenerzeugenden Faktor ¢ > 0 ein (am Ende schicken
wir € — 0) und erhalten

ik-7 4 %) 4 0o .
/d37« - = lim — dr e~ sin kr = lim —~Im dr elk=e)r
T e—0 k; 0 e—0 k’ 0
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Somit ergibt sich
= 7 oo o A /;/;;l;
R () i (L2 (40)

aus

julk) = jlk)—j5)(k) = j(k) -



Aus Gl. (40) wird ersichtlich, dass ]](E) in k-Richtung zeigt. Gleichung (41) enthilt
den Projektor auf den orthogonalen Unterraum zu k. Insgesamt gilt also

HEYIIF, Gk LE.
Die Bezeichnungen senkrechter (transversaler) Anteil fur 7. und paralleler (longi-

tudinaler) Anteil fiir j'” beziehen sich also auf die Richtung von k.

(d) Zwei punktformige Ladungsverteilungen befinden sich bei 7} = (0,0, —a) und 7 =
(0,0,a). Entlang der z-Achse zwischen den Ladungsverteilungen fliefit ein konstan-
ter Strom derart, dass die Ladung ¢; monoton mit der Zeit wichst und die Ladung
@2 im gleichen Mafle mit der Zeit abnimmt:

¢1(t) = ¢1(0) + It, ¢2(t) = ¢2(0) — It. (42)
Berechnen Sie die parallele bzw. senkrechte Stromdichte.

Losung: Die Strom- und Ladungsdichte des Problems sind

j o= —20@)d(y)Ola— |21, (43)
p o= q(t)d(x)o(y)d(a+ z) + ¢()0(x)0(y)d(a — 2)
= 0(2)0(y)[(q1(0) + 1t)d(a + 2) + (q2(0) — It)d(a — 2)] (44)
Mit der Kontinuititsgleichung
Op+V-j = 0 (45)
erhalten wir L
V.j=16x)d(y)[o(a—z)—d(a+ 2)]. (46)

Zunachst berechnen wir die parallele Stromdichte. Setzen wir v . in die Definition
von j ein, erhalten wir

- J A0(2)o(y)[0(a— 2') —d(a+ 2

) = L [ I~ )
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B i( r—az F—ira,%) (47)
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Und damit folgt fiir den senkrechten Anteil 7,
Jik)y = j(k)—jj(k)
= —24(x)d(y)O(a — |z[)I — jy(k)
I r—aZz T+ az

= [24#6(@5(3/)@(@ — |z|) + 7

F—azlP [P+ a2
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2. Kugelwelle:

Das elektrische Feld einer Kugelwelle sei gegeben durch:

. in
B(r,0,0,1) = A2

1
[cos (kr —wt) — o sin (kr — wt)| €, , mit % =c. (49)



(a) Finden Sie B(r, 9, ¢, t), so dass die Maxwell-Gleichungen im Vakuum erfiillt sind.
Losung: Aus Maxwell-Gleichungen folgt:

0B

o= —cV x E. (50)

Die Rotation des in Kugelkoordinaten gegebenen Vektorfeld E ist gegeben durch

L 1 0 , O0E,\ . 1/ 1 9E, 8 ,
VE = o (0 - 5 ) e ey~ E)
1/0 ok, \ _
+ ;(E(TEﬁ)_W) € - (51)

Mit E o €, (d.h. mit E, = Ey = 0) erhalten wir

N 1 0 . L1 0 .
VXxFE = o <8_19(E<P s1n19)> e+ (—E(Tﬂp)) €. (52)
Mit
sin ¢ . .
Ey(r,d,p,t) =A . F(r), wobei  F(r,t) = cos (kr — wt) — % Sin (kr — wt),
(53)
ergibt sich
- = A 0 Asind 0
E = ——— (F(rt)—sin*?d )¢ ——F(r,t) ) € 4
VX 2 sin 9 ( (r, )819 S )6r+ r ( or (r, )> “ (54)
2A cos ., Asinv 0 .
= p F(r,t)e, + " (—EF(T, t)) €y
2A cos v 1 . .
— - [cos (kr — wt) — % Sin (kr — wt)] ey
Asind ) 1 . 1 -
- . [—k sin (kr — wt) + 7,2 Sin (kr —wt) — . cos (kr — wt)] €y.
(55)
Damit folgt:
- 2cAcos? | . 1 .
B(r,9,p,t) = — {sm (kr — wt) + T cos (kr — wt)] ey
cAsind 1 1 . .
- . {k; cos (kr — wt) — 3 s (kr — wt) — ~sin (kr —wt)| €y
+ §0<T’ 197 90)
= B“(r,9,¢,t) + By(r,9,¢), (56)

wobei By unabhéngig von t ist.

Nun benutzen wir

VxB--—=—j (57)



Zuerst berechnen wir

10E Awsind 1
or _ Awsin [sin (kr —wt) + — cos (kr — wt)] €y

c ot cr kr
Ak sind 1
= o [sin (kr — wt) + — cos (kr — wt)] €y (58)
r kr
und dann
N 1 0By 1/ 1 0oBY
B = o [ —'T - r —
VX rsinvﬁ( &p)e +r<sim9 8@)619
10, o OB\, = =
+ ;<E(7’Bﬁ)— 59 )ew—i—VxBO (59)
10, o OB\, = =
= - <E(7‘Bﬁ)— 50 )e@—i—VXBO. (60)
Mit Gl. (56) ergibt sich:
> Sw cA . 4,0 1 1.
VxBY = E{ - smﬁa {k’cos (kr —wt) — T2 €08 (kr —wt) — - sin (kr — wt)
2 0 . 1 "
~ 359 cos ¥ [sm (kr — wt) + T, €08 (kr — wt)} }ew
cAsin? 5 . 2 1.
= [—k‘ sin (kr — wt) + 73 C08 (kr — wt) + 3 8in (kr — wt)
£ sin (b — wt) — 2 cos (kr — wt) +
s sin (kr —w - cos (kr —w
2 2 o
— psin (kr — wt) — 73 €8 (kr —wt)| €, (61)
cAsin? k
= - —k? sin (kr — wt) — = cos (kr — wt) | €, 62
) [ sin (kr — wt) 7acos(r w)]ecP (62)
Ak sind 1
= o [sin (kr — wt) + — cos (kr — wt)] €, (63)
r kr
10E
_ 7= 64
c Ot (64)
Es folgt A
V x By = %Tj'. (65)
Fiir j = 0 setzen wir éo =0:
Broiot) = o {2cosd [sin (ke — wt) + - cos (kr - wt)|
nd,e,t) = 5q2cos? |sin(kr —w oy cos (kr —wt) | &

1
— sinvd [kr cos (kr — wt) — & €0 (kr — wt) — sin (kr — wt)] %}.

(66)

Berechnen Sie den Poynting-Vektor S und daraus den Intensitétsvektor [ = <§>,
indem Sie iiber eine Periode mitteln.



Losung: Der Poynting-Vektor is gegeben durch

S=—FExB. (67)

c
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Mit Gl. (49) und Gl. (66) erhalten wir

- c Asinv 1. .
S = yye— [cos (kr —wt) — 7 Sin (kr — wt)} €y
A . 1 —
X W{Q cos v [sm (kr — wt) + T, €08 (kr — wt)] e,

1
— sind [k‘r cos (kr — wt) — 7. cos (kr — wt) — sin (kr — wt)] 519}
r
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,
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Der Intensitiitsvektor I = (S) ergibt sich (mit (sin(kr — wt) cos(kr —wt)) = 0 und
(sin?(kr — wt)) = (cos?(kr — wt)) = 1/2):

- - cA?sin v _ 1 1 1 R
=& = W{k'fsmﬁ{é (“w)*zw} )
cA%sin? 9 _

= ==z, (69)
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