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1. Trajektorie in invertiertem Quadratpotential (20 Punkte)

Wir haben in der Vorlesung besprochen, dass die Erhaltung der Energie
E= %gﬁ +V(x) (1)

mit £ > V(x) nach Separation der Variablen zur Integration der Bewegungsgleichung
verwendet werden kann.

Berechnen Sie die Trajektorie z(t) fiir das Potential V' (z) = —ng fiir die Anfangswerte
z(t =0) = 0 und v(t = 0) = vo und skizzieren Sie z(t).

2. Wellenphasen (20 Punkte)
Eine Welle bewege sich entlang einer geraden Linie. Der Abstand zwischen zwei Punkten
gleicher Phase sei [ = 5 m, der Abstand zwischen zwei Punken entgegengesetzer Phase
sei l, = 1.5 m. Bestimmen Sie alle moglichen Wellenléingenwerte A und skizzieren Sie
die Losung mit der ldngsten Wellenldnge. Fiigen Sie dabei die Absténde [, und [, in
Threr Skizze explizit ein.

3. Reelle Fourierreihen (10 4+ 10 + 10 = 30 Punkte)
Jede periodische Funktion f(t) mit Periode 7" > 0 kann als Fourierreihe entwickelt
werden

ap
=5 + Z_:l(an cos(wnt) + by, s1n(wnt)) (2)

mit w = 27/T und Koeffizienten

T/2

/ dt f(t) cos(wnt) (3)
T/2
T/2

/ dtf(t) sin(wnt) . (4)
T/2

Hier haben wir angenommen, dass die Funktion f(¢) im Intervall —% <t< % definiert
ist und von dort periodisch auf ganz t € R fortgesetzt wird.

Die genauen Konvergenzeigenschaften einer Fourierreihe wird durch den Satz von Di-
richlet beschrieben: die reelle Funktion f(¢) sei periodisch mit Periode T > 0. Die
Funktion sei im Intervall ¢ € [—%, %] injektiv, habe dort eine endliche Anzahl von
Minima und Maxima sowie eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten. Falls das Inte-
gral [~ Té% dt|f(t)| endlich ist, dann konvergiert die Fourierreihe (2) punktweise gegen
die Funktion f(t) fiir alle Werte von ¢ an denen f(t) stetig ist. An den Unstetigkeits-

punkten ¢; konvergiert die Fourierreihe gegen den Mittelpunkt des Unstetigkeitssprungs
lime o 5[f(t; — €) + f(ti +€)].

Die folgenden Funktionen sind auf einem endlichen Intervall definiert und seien peri-
odisch fiir alle t € R fortgesetzt. Skizzieren Sie die folgenen Funktionen iiber 3 periodi-



sche Intervalle und berechnen Sie die Fourierkoeffizienten a,, und b,,:

fl(t):{l’ - <t<0, (5)

0, 0<t<m.

o) =1+t —T<t<m. (6)
0, -1 <t<O,
fs(t) = {sin(t) , O<t<m. (7)

4. Komplexe Fourierreihen (10 + 10 + 10 = 30 Punkte)

Die komplexe Darstellung der Fourierreihenentwicklung einer periodischen Funktion
f(t) mit Periode T' lautet

fy= > cue™m (8)

n=—oo

mit w = 27/7 und komplexen Fourierkoeffizienten

1 [T/2 .
e = T/ dtf(t)e “nt, 9)

—T/2

(a) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten c¢,, fiir die Funktionen

fl(t):{L - <t<0, (10)

0, O0<t<m.

0, —m<t<0,
fat) =41, 0<t<3, (11)
0, F<t<m.

(b) Bestimmen Sie den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten {a,,b,} und {c,}.
Driicken Sie dabei sowohl a,, und b, durch ¢, und c_,, aus als auch den inversen
Zusammenhang, d.h. driicken Sie ¢, und c_,, durch a, und b,, aus.

Verifizieren Sie diesen Zusammenhang explizit fiir die Koeffizienten der Funktion

f1(t), die Sie ja sowohl in ein komplexe als auch in eine reelle Fourierreihe entwickelt
haben.

(c) Zeigen Sie dass im Falle einer reellen Funktion f(¢) € R die komplexen Fourierko-
effizienten die Relation c_,, = ¢}, erfiillen.



