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1 Elektrostatik

1.1 Das Coulomb-Gesetz

Ladungen wirken aufeinander Krifte aus. Die Kraft auf eine Ladung ¢; erzeugt von einer anderen
Ladung g2 kann iiber das Coulomb-Gesetz

)

ﬁ = kq1q2 (1-1)

|1 — 73

beschrieben werden. Das elektrische Feld E einer Ladung g; ist die Kraft pro Ladungseinheit der
Probeladung ¢. Das fiihrt iiber Gleichung (1.1) auf

- - —— ¥ =Ty
7

1.2 Einheitensysteme

Im Allgemeinen gibt es zwei wichtige Einheitensysteme in denen Probleme der Elektrodynamik
gelost werden. Das von der theoretischen Physik préaferierte ist das Gauf-System, das international
akzeptierte das SI-Einheitensystem.

1.2.1 Sl-Einheitensystem

Das ~ baut auf den Basiseinheiten Meter, Kilogramm und Sekunde auf. Die Stromstérke ist eine
definierte Basiseinheit und gibt an wie viel Ladung pro Sekunde fliefst. Der Proportionalitétsfaktor
k des Coulomb-Gesetzes ist definiert als

]{j =
47eg

N
:=10"7¢? = mit Lichtsgeschwindigkeit ¢ = 3-10%. (1.3)
A? S

Das ergibt
CQ
~ —12
€o ~ 8,864 - 10 N2
Die Elektron-Ladung im SI-System betriigt e ~ 1,602 -1071?C.

1.2.2 Gaul}-System

Das ~ baut auf den Basiseinheiten Zentimeter, Gramm und Sekunde auf. Der Proportionalitéts-
faktor k ist auf den einheitenlosen Wert 1 gesetzt. Die Ladung besitzt die Einheit ESE (Elektro-
statische Einheiten). Sie wird im englischen ,esu” teilweise auch 1 Fr (Franklin), 1 statC (static
Coulomb) genannt. Die Kraft wird in ,dyn* angegeben, dabei entspricht

g-cm ESE?
und ESE besitzt die Einheit
cm2g2
1ESE = 19%°8% it e~ 4.803- 10~ 0 ESE. (1.6)
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Abbildung 1.1: Eine Punktladung in einer geschlossenen Oberfliche

Es ist zu beachten, dass die zwei Systeme von unterschiedlichen Standpunkten ausgehen. Man soll
nie die beiden Systeme gleichzeitlich (z.B. in einer Gleichung) benutzten.

1.3 Ladungsverteilung
Eine Ladungsverteilung lésst sich leicht {iber

F 7

. 1 <&
E = 5 1.7
(= freg 24— (1.7)

darstellen. Bei einer kontinuierlichen Ladungsdichte p(7) konnen wir in eine Integralform wechseln:

. 1 7
E - d3 / Py~
)= e [ @10l

Die Ladungsdichte setzt sich dabei aus allen Ladungen zusammen, wobei

(1.8)

p(7) = D _ad(7 = 7%) (1.9)

fiir die Dichte geschrieben werden kann. Dabei ist § die Dirac-Delta-Distribution bei der es sich
um eine ,yverallgemeinerte Funktion“ handelt. Fiir diese gilt

b
1 a<wz9<b
/a dz (5(37—330)—{ 0 z9<aoderb< (1.10)

und

/Rdz F@)d(x — 20) = f(a0). (1.11)

Die Dirac-Distribution ist auch im Mehrdimensionalen definiert. Hier wird sie oft in Dichten, wie
oben in Gleichung (1.9) benutzt. Sie ldsst sich schreiben als

85(7) = 6(2)8(y)d(2). (1.12)

1.4 Gaul’sche Gesetz

1.4.1 Integrale Form

Wir betrachten eine Ladung die von einer beliebigen Fliache S umschlossen wird, die den Norma-
lenvektor 7i() hat. Siehe Abb. 1.1. Es gilt
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v-n
n
do ,\(’&
- V
S \ v
Abbildung 1.2: Zum mathematischen Satz von Gaufs

q cos@dS q

E-7dS = o (1.13)

4meg T2 4meq

wobei df2 ein Raumwinkel-Element ist. Der Raumwinkel-Element ist definiert als dQ = dS’/r?.
Hier ist dS’ = dScosf die Flache der Projektion des Oberfachenelements dS die senkrecht zu
7| E ist. Falls die Ladung innerhalb der Flache liegt muss das gerichtete Oberflichenintegral iiber
die el. Feldstarke

j{E-ﬁdS:i (1.14)
S

€0

sein. Daraus kann man folgern, wenn alle Ladungen sich innerhalb befinden, dass
fﬁ ﬁdS—qu-é%E ﬁds—l/ d®r p(7) (1.15)
s €0 = ' s €0 Jv(s) . .

1.4.2 Differentielle Form
Mathematischer Satz von Gaufk: fiir ein beliebiges Vektorfeld v(7) gilt (siche Abb. 1.2)

S

/V(S) dV(V~\7):/dS(\7-ﬁ) (1.16)

Wir ersetzen v mit E und erhalten

/ dV(ﬁ.E):/dS(E.ﬁ):i/ dv p (1.17)
V(S) S €0 Jv(s)

Da wir das Volumen V'(S) beliebig klein wihlen kénnen erhalten wir

V-E=2 (1.18)
€0
1.5 Das Skalarpotential
Aus dem Zusammenhang
-7 1
r— 1.19
|7 —7[3 7= (19
erhalten wir ) )
E(F) = ———V [ & p(7' = -V 1.20
1) =¥ [ o) (1.20)
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Abbildung 1.3: Zur Herleitung der Randbedingungen

Hier wurde das Skalarpotential ® definiert

(1.21)

Fiir Punktladungen ergibt das

B(F) = — Yt (1.22)

e

Daraus folgt, dass die Rotation des elektrischen Feldes verschwindet
VxE=Vx(=V®)=0. (1.23)

Das Potential des elektrischen Feldes driickt aus, welche Arbeit pro Ladung nétig ist, um eine
Ladung von einem Ort zu einen anderen Ort zu bewegen. Dabei ist zu beachten, das es sich beim
E-Feld in diesem Fall um ein konservatives Feld handelt: Daher gilt auch Wegunabhéangigkeit
zwischen zwei Punkten mit unterschiedlichem Potential und zudem fiir die elektrische Ene

B# N Bﬂ . B_‘ .
W:—/ F-dl:—q/ E-dl:q/ VO-dl = q(®p — D4). (1.24)
A A A

Dieses Integral ist unabhéngig vom Pfad zwischen den Punkten A und B. Das folgt vom Satz
von Stokes, dass fiir ein beliebiges Vektorfeld v besagt, dass ein Linien-Integral von v {iber eine
geschlossene Kontour + ist gleich dem Fluss der Rotation von v durch die Oberfliche der Kontour:

fdf-v:/ dSii- (V x ¥) (1.25)
v S(7)
Mit ¥ — E und V x E = 0 erhalten wir

/ E-dl=0 (1.26)
C

—\

Also E ist ein konservatives Feld und wir definieren die potentielle Energie U () = ¢®(7)

1.6 Anwendung auf Randbedingungen

Es sei o(7) die Flachenladungsdichte. Wir betrachten ein infinitesimales Oberflachenelement und
wenden darauf das Gauft’sche Gesetz an indem wir eine Art Kasten so darum legen, das dessen bei-
den Deckflachen parallel zur Oberflache liegen (Abb. 1.3 (links)). Danach lassen wir, wie gewohnt,
den Abstand zwischen beiden Fléchen gegen 0 gehen und kommen so auf

_ _ . o o
(EQ*El)'TL:féEQ,LfELL:f. (127)
€0 €0

Daraus folgt, dass die Senkrechtkomponente des E-Feldes nicht stetig bei Ubergang zwischen zwei
Materialien ist. Nun betrachten wir eine geschlossene Kurve in Form eines Rechtecks, die so an
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der Randfldche liegt, dass sie zur Hélfte darin und zur Hélfte draufen verlduft und orthogonal
zur Oberflache ist (Abb. 1.3 (rechts)). Wir lassen den Abstand zwischen Randkurve die innen und
auflen geht gegen 0 gehen und kommen so darauf

f Edl=0= By — Ey ) =0. (1.28)
C

Daraus folgt, dass die Parallelkomponente des E-Feldes stetig ist.
Wir zeigen jetzt, dass das Skalarpotential stetig ist. Wir betrachten zwei Orte A und B die auf
verschiedenen Seiten der Oberflache liegen und sehr nah zur Oberflache sind. Dann gilt @5 —®4 =

B
— [ E'-dl. Da das elektrische Feld endlich ist, verschwindet das Integral wenn der Abstand zwischen

A
A und B gegen null geht. Das bereutet die Randbedingung lautet &4 = ®p.

1.7 Poisson-Gleichung und Laplace-Gleichung

Die Poisson-Gleichung folgt aus der Uberlegung

VE=L wd E=-Vvo=Ap=-2 (1.29)

€0 €0

Die Laplace-Gleichung findet sich dann, wenn keine Ladungsdichte herrscht. Sie kann als A® =0
ausgedriickt werden. Denn

#(0) = g [ o) (1.30)

eine Losung der Poisson-Gleichung ist es ergibt sich die folgende wichtige Relation

47eg

1 1 1
—p(F) = /d3 ' *’)v“'m, also V2 ———— = —4nd (7 — i) (1.31)

e dreg "= 7
1.8 Elektrostatische Energie

Es seien n — 1 Punktladungen gegeben. Wie grofs ist jetzt die Arbeit eine weitere Punktladung aus
dem unendlichen an die Position r, zu bringen?

vt (1.32)

W, = ¢, ® o(F,
an® () = 4MOZ::

Die gesamte Potentielle Energie des Systems liegt bei

QzQJ Chq;
= it &
471'60 ZZ |7 — 7"]| 871'60 Z |7 — 7 | ZqZ (i) , mi () 47T60 Z |r1 7‘J|

i=1 j<1i
(1.33)
Bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(7) gilt
pykent — /d37‘d3 ’L /d37"p 7)D(7) (1.34)
8en |7 —
- /dBr O(F)V20(F) /dgr VoV (1.35)
=3 /d?’r E)? = w(f) = 5E2 Energiedichte (1.36)

Da die Integration im Unendlichen liegt fallt dabei der integrierte Term nach dem Satz von Gaufs
beim Anwenden der partiellen Integration weg. Man erhélt einen scheinbaren Widerspruch
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Conductor
E=0

Abbildung 1.4: Elektrisches Feld auf Metalloberflache

ykent — %0 /dgr IE[2>0 (1.37)

ist immer positiv. Jedoch konnen bei der kontinuierlichen Ladungsverteilung in Gleichung (1.33)
auch negative Werte herauskommen. Das Paradoxon 16st sich auf, da in Wkt iiber alle ¢; und q;
integriert wird, auch wenn sie gleich sind! Man sollte deshalb eher auf die anfingliche Ladungs-
verteilung zuriickgreifen.

1.9 Randwertprobleme

Die einfachste Situation in der Elektrostatik ist wenn die Ladungsdichte p(7) ist im gesamten
Raum gegeben. Dann gilt

1
P(F) = a*r’ p(7’ 1.
)= e [ 4 0 (1.38)

und das elektrische Feld ergibt sich aus E = —V®. Damit ist das Problem gelost.

Eine andere Situation tritt auf wenn die Ladungsdichte nicht im gesamten Raum gegeben ist.
Das ist so wenn es, z.B., Metalle im Raum gibt. In Metallen gilt immer im Inneren E=0
und ® = const, da es sonst zur internen Ladungsverschiebung kommen wiirde. Wohingegen an
der Oberflache treten induzierte Ladungen auf. Das Elektrische Feld ist dabei immer senkrecht
zur Oberfliche, (sieche Abb. 1.4). Es gilt E, (7¥) = éa(?), wobei o(7) die Ladungsdichte auf
der Oberfliche ist. Die Ladungsdichte o () ist nicht bekannt und muss bestimmt werden. Man
kann zwei typische Situationen betrachten: 1) das Skalarpotential von jedem Metallstiick ®; ist
bekannt. Das ist so wenn, z.B., die Metalle geerdet sind oder die Metalloberfliche an eine Batterie
angeschlossen, deren anderer Pol geerdet ist (siche Abb. 1.5 (linke Seite)); 2) die gesamte Ladung
von jedem Metallstiick ist @Q; ist gegeben (siche Abb. 1.5 (rechte Seite)). Diese Situation tritt auf
wenn das Metallstiick isoliert ist. Obwohl Q; = [, g, S o(7), die 7-Abhéngigkeit von o(F) ist nicht
bekannt.

1) Im ersten Fall soll man die Poisson-Gleichung

1
V2o =——p (1.39)
€0

im dusserem Raum der Metalle 16sen (wo die Ladungsdichte p gegeben ist) mit den Randbedin-
gungen ®(7) = @, fiir ¥ € S;. Diese Randbedingung nennt man Dirichlet-Randbedingung. 2) Im
zweiten Fall der Algorithmus ist wie folgt:

1. 16se mit beliebigen ®;
2. finde Ladungsdichten auf den Oberflichen o[®;]
3. bestimme Q; = [dS; o

10



Klassische Theoretische Physik III

;

Abbildung 1.5: Linke Seite: Die Potentiale ®; sind gegeben. Rechte Seite: Die gesamte Ladun-
gen @Q; sind gegeben.

4. falls Q; falsch ist korrigiere ®; und versuche noch mal

Eine weitere Randbedingung ist die Neumann-Randbedingung. In diesem Fall a<I’( )=V&-iist
gegeben auf der Oberflédche.

1.10 Matrix der Kapazitiaten

Wir betrachten n Leiter im sonst leeren Raum. Wir nehmen an alle Potentiale ®; seien angegeben
(Abb. 1.5 (linke Seite)). Wie sieht nun die Relation von Gesamtladungen @; und Potentialen ®;
aus? Denn die Poisson-Gleichung ist linear, die Relation muss auch linear sein:

n
Q; = Z Cy;®;, mit C;;-Kapazititskoeffizient (Matrix der Kapazitéten). (1.40)
j=1

Jetzt nehmen wir an die Leiter seien isoliert (Abb. 1.5 (rechte Seite)). Wir kennen jetzt die Po-
tentiale nicht, aber die Ladungen. Daher miissen wir die Relation invertieren

n

=3 (C7),Q;. (L.41)

j=1

Uber die Formel der elektrostatische Energie gilt dariiber hinaus

;/d%«p (7)D(7) ZQ@Z = 7Z< D,Q,;Qi = Zc”cp D;. (1.42)

1.11 Methode der Bildladungen/Spiegelladungen

1.11.1 Geerdete, unendliche, metallische Platte

Wir betrachten eine unendliche, metallische Platte, die geerdet ist. Wir nehmen an ihr Potential
sei 0. Nun denken wir uns eine Ladung ¢ im Abstand @ in x-Richtung von der Platte (Abb. 1.6
(linke Seite)), d.h., im Ort 71 = (a,0,0). Wir kénnen dieses Problem sehr einfach 16sen durch
eine Konstruktion die in Abb. 1.6 (rechte Seite) gezeigt wird. Wir spiegeln die Ladung an der
Platte und erhalten so eine ,imagindre* Ladung —¢ im Ort 7 = (—a,0,0). Nun betrachten wir
das Potential beider Ladungen. Dieses Potential interessiert uns nur fiir > 0.

1 _
S EE—
drey ||F—T1| |7 — 7o

O(7) = (1.43)

11
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%

l«<— ® =0

Abbildung 1.6: Spiegelladung

Die Poisson-Gleichung ist offensichtlich erfiillt fiir x > 0:

Vio| --1 §(F=7) = 0(r—73)| . (1.44)
———

>0 €0
=0

Die Randwertbedingung ist damit auch erfiillt, da genau in der Mitte das Potential der Platte
immernoch 0 sein muss. Uber das berechnete Potential konnen wir das Elektrische Feld bestimmen

— q F— 7?1 F— FQ
E=-Vo= 1.45
47‘(’60 |7?—’F1|3 ‘77—7?2|3 ( )
Die Oberflachenladungsdichte (x = 0) ist dabei
o(y,2) = —2 9 (1.46)

om(a? 4 y2 + 22)2 - or(a? 4+ R2)3

Die Dichte ist nur vom Abstand des Lotpunktes von q abhingig. Die Gesamtladung auf der
Metallplatte (Influenzladung) ergibt sich als

Ginfl = 27r/dR R-o(R) = —q. (1.47)

was zu erwarten war. Physikalische existiert die Spiegelladung nicht, aber sie vereinfacht die Rech-
nung mit der induzierten Ladung fiir das Potential in der Halbebene, wo die urspriingliche Ladung
sitzt. Fiir die Kraft auf die reelle Punktladung gilt

Fio=qF mit /=L 72 1.48
! 4=, 47760 ‘77—7:’2|3 ( )
Daraus ergibt sich direkt
- 1 q2
F=——(-€ 1.49
4meg 4a2( ) ( )

und damit eine Anziehung zwischen Ladung und Platte. Diese Methode funktioniert nicht bei
beliebigen Oberflichen. Es funktioniert nur fiir einfache Situationen.

1.11.2 Punktladung und geerdete metallische Kugel

Wir betrachten eine Kugel mit dem Potential ® = 0 und Radius R (siche Abb. 1.7 a)). Eine
Punktladung ¢ sitzt auf der z-Achse, die durch den Mittelpunkt der Kugel verlduft. Wir wollen
das Potential ausserhalb der Kugel berechnen.

12
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Abbildung 1.7: Bildladungen fiir Kugel: a) geerdete Kugel; b) isolierte Kugel.

Wir benutzen wieder die Methode der Spiegelladungen. Diesmal ist es nicht trivial, da wir nicht
direkt die Position von der Spiegelladung und deren Ladung wissen. Die Punktladung sitzt bei
71 = (0,0,a),a > R, die Spiegelladung auf der unbekannten Position 7 = (0,0,b),b < R. Daher
priifen wir wieder die Poisson-Gleichung. Das Potential wird die Form

o | [ ¢, } (1.50)

_4776() 7?—771| |F—F2|

haben. Wir nehmen einen beliebigen Punkt R auf der Kugeloberfldche

1 q q ]
P =R) = + =0. 1.51
(17 ) 4dmeg [\/RQ—i—aQ—QRaCOSG VR?2 + b2 — 2Rbcos@ ( )

Das ergibt

/

q N q .
ay/(R/a)2 +1—2(R/a)cos® R\/1+ (b/R)2—2(b/R)cost

(1.52)

Als Losung ergibt sich damit ¢’ = %Rq und b = %2.

1.11.3 Punktladung und isolierte metallische Kugel

Siehe Abb. 1.7 b. Die Punktladung liegt auf derselben Position. Wir suchen wieder die Bildladung,
die irgendwo auf der z - Achse in der oberen Halbkugel liegt. Wir benutzen dieselben Gleichungen
wie im geerdeten Fall fiir die erste Bildladung. Zudem existiert eine weitere Bildladung, wie bei
einer aufgeladen Kugel, die wir in der Mitte annehmen kénnen.

1 ! 1!
= 1y T it =Q ¢ (1.53)
dmeg | |F— 71| |7 — 72 T

1.11.4 Punktladung und metallische Kugel mit Potential ¢

Diesmal ist die Kugel nicht isoliert (es hingt eine geerdete Batterie dran). Die Losung ist in dem
Fall identisch zum letzten Fall. Jedoch muss ¢’ so gewahlt werden, damit das Potential am Rand
korrekt ist.

1
" dreg

1!
qE = ¢ =4reeR® , Q=q¢ +q" (1.54)

13
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1.12 Formale Losung des Randwertproblems

1.12.1 Green’sche Identitaten

Wir betrachten ein Volumen V', welches durch eine Oberfliche S begrenzt wird. Wir benutzen den

Satz von Gauft
/ V(V-¥) / ds (v (1.55)
V(S)

In unserem speziellen Fall withlen wir v = ¢V und damit VvV = V¢V + ¢V21). Damit gilt

fds PV it = /d3r (VoViy + ¢V3y) = fds d)aw. (1.56)

(Hier benutzen wir die Abkiirzung 2 y = (V) -it.) Dies wird erste Greensche Identitéit genannt.
Die Zweite greensche Identitét erhalten wir direkt durch ¢ <+ ¢ und Subtraktion

0 0
j{dS (¢> 99 _zp‘f) _ /d% (V2 — V20) . (1.57)
on on
Mit diesen beiden Hilfsmittel betrachten wir weiter das Randwertproblem V2@ = —%p mit Di-

richlet oder Neumann Randbedingungen.

1.12.2 Eindeutigkeit der Losung

Wir beweisen erst die Eindeutlichkeit der Losung des Randwertproblems. Zunéchst, nehmen wir
an, dass es zwei Losungen ®jund @5 gibt. Dann U(7) = ®; — O, geniigt der Laplace-Gleichung
V2U = 0 mit Null-Randbedingungen, z.B. U(7 € S;) = 0 fiir Dirichlet oder ﬁ-ﬁU\FGSi = 0 fur
Neumann. Uber die erste Greensche Identitit folgt mit ¢ = 1) = U

3 9 ou
/dr(VUVU+UV U) = deU—* (1.58)

on
=0

Daraus gilt VU = 0. Mit den Dirichlet-Randbedingungen erhalten wir U = 0. D.h. die Lésung ist
eindeutig.

1.12.3 Green’sche Funktion

Wir definieren eine Green’sche Funktion als Lésung der folgenden Gleichung

V2G(7,7") = —4no (7 — 7). (1.59)

Es wiire auch #iquivalent bei der Ableitung nach r/, d.h., V2 G(7,7’) = —4né(7 — 7#'). Die 47 sind
ein Normierungsfaktor. Eine Losung dieser Gleichung 51eht beispielsweise folgendermafien aus

1
G(r,7') = A + F(7,7") mit V2ZF(F7')=0 (1.60)
Betrachten wir eine der méglichen Losungen fiir G. Wir benutzen die zweite Green’sche Identitét
0 0
j{ds (‘balf 82) = /d% (pVh — pV?9) . (1.61)

mit ¢(7') = ®(7’) und (') = G(7,7"). Als Oberflache S nehmen wir die sdmtlichen Oberflichen
der Leiter und die "Oberfliche” im Unendlichen. Als Volumen nehmen wir das gesamte Volumen

14
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zwischen den Leiter. Das ergibt

deS’(@Qﬂ)aGﬁin__GUiquM%F@)

o’
- / AV [®(F) A G(F,7) — G(F, 7 A B(7")]
V(S)

/V(S) av’ [@(F’)(M(S(FF’)) — G(7,7") (p(ﬂﬂ (1.62)

€0
und weiter durch die Integration der Delta-Funktion auf der rechten Seite in Gl. (1.62)

1
" dwe

o(7)

Pz 2N (2! i/ / Ly OG(F, ) ey o02()
/V(S) AV ' G(r, 7" )p(F") + g SdS O(7 )7871’ G(7,7") my (1.63)

Fiir das Dirichlet-Problem wére es nett eine Green’sche Funktion zu finden, sodass
G(T, 7 |rres = 0= G(7,7")|res (1.64)
Dann wiirden wir die folgende Relation erhalten

oG (7, 7")
on’

) = o [ VI GETIE) + o [ 4S8 (1.65)
V(S) s

4meg T

Diese Relation erlaubt uns das Potential ® zu bestimmen, wenn wir die Ladungsdichte p und die
Dirichlet-Randbedingungen haben. Damit ist das Problem gelost.

Eine weitere Frage ist, was wir fiir einen Leiter im Unendlichen Verlangen sollen. Das Potential
ist bekannt

1 1 1
O(F) = — | & p(F") =——=-, mit G(7,7') = 1.66
)= rec [ €1 o)y it G ) = ey (1.66)
Daraus folgt direkt die Dirichlet-Randbedingung im Unendlichen.
G(r,7') — 0 (1.67)

r—>00
Physikalische Interpretation: G(#,7’) ist die Losung der Poisson-Gleichung A,.G(7,7') =
—p(7)/eg mit einer Punktladung 4meg im Ort 7/, d.h., p(7¥) = 47eed(F — 7') und den geerdeten
Leitern, sodass auf allen Oberflachen gilt G(7,7’) = 0 fiir 7 € S. Fiir das Spiegelladung-Problem
mit der Metall-Platte in der 2 = 0 Ebene (oder dquivalent ein leitender Halbraum z < 0) erhalten
wir fiir 7= (x > 0,y,2) und 7" = (' > 0,¢/, 2")

1 1

T = =)

G(7,7)

(1.68)

wobei 7" = (—a’,4y/, 2") der Ort der "Spiegellading” zu einer Ladung im #” ist.
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1.13 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Wir betrachten zuerst 1-Dimensionale Funktionen, dh. g(z) mit = € [a,b]. Das Skalarprodukt
(h,g) = f; dz h*(z)g(x). Im Fall von (g,h) = 0 heiflt dies die Funktionen sind Orthogonal. Im
Fall von (g, g) = 1 ist die Funktion normiert. Fiir eine Reihe von Funktionen (mit f,), die unendlich
ist, sodass (fim, fn) = Omn gilt und damit orthonomiert ist. Die Vollstiandigkeit bedeutet, fiir eine
beliebige quadratintegrable Funktion g(z) gilt

(x) = Zanfn(x) ,  ap = (fmg)7 (1.69)
n=1
wenn

N
/dx g— Zanfn(x) -0 (1.70)

n=1

erfiillt wird. Wir schreiben g(x) als eine Summe
Z/dac g(z (@) fu(z) = /dx g(z Z /dx’ g(z")d(x'—x). (1.71)

n=1 =

Daraus folgt die Vollstéandigkeitsrelation ) fr(2') fn(z) = 6(x — ')
Ein bekanntes Beispiel fiir ein vollstandiges Orthonormalsystem ist die Fourierreihe im Intervall
€ [-L/2,L/2] . Fiir diese gilt

2 1 2rx 2rx drx
= —_— E— ‘. — S —— " T e e e . 1- 2
{fn} \/L \/i,bln 7 o8, sin— (1.72)

i 2mre 2mre
sin =L cos =1

Man kann sie jedoch auch iiber die komplexe Exponentialfunktion ausdriicken:
1 i2rnz/L
{fad =94/ ¢ : (1.73)

L2

g(x) Z Ame 2™/ L it a7,L:f/ dz g(x *12’”’”/9 (1.74)

L/2

Damit gilt

mffoo

Bemerkung: Fiir L — oo wird die Fourierreihe zum Fourierintegral, da die ,,Abstinde* immer
kleiner werden. Es gilt dann 25 — k, > — £ [* dk und a,, = 1/ 2Fa(k) und damit:

1 > ikx : _L > T e—i T A
g(x) = E/_w a(k)e*@dk mit a(k) = \/ﬂ/—oo g(x) e *2dg, (1.75)

Die Orthonomierung ist iiber

1 . 12
— [ daz ®F)7 = §(k — k') (1.76)
2
und die Vollstandigkeit iiber
1 i(z—x')k /
— [ dke =4z —a') (1.77)
27

erfillt.
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1.14 Kartesische Koordinaten

Uber den Seperationsansatz konnen wir versuchen eine Allgemeine Vorschrift fiir die Losung der
Laplace-Gleichung zu finden. Wir setzen ® als ein Produkt aus drei voneinander, unabhéngigen
Funktionen A(z), B(y) und C(z) an und setzen in

V2O = 920 + 0,9 + 020 = 0, (1.78)
ein. Danach dividieren wird durch ®. Es folgt
1 d2A(x) N 1 d?B(y) 1 d20(z)
A(z) da? B(y) dy? C(z) dz?

Daraus folgt, dass alle Summanden auf der linken Seite der Gleichung Konstanten seien miissen, wir
nennen die Konstanten o2, 4% und 2. Daraus kénnen wir drei Differentialgleichungen aufstellen:

=a® + B2+ 42 (1.79)

d?A(x)
da?

Analog gilt dies filir die anderen Funktionen B und C. Wir betrachten einen Quader im Ursprung
mit der Lange a in x-Richtung, der Lange b in y-Richtung und der Lange c in z-Richtung. Jetzt
suchen wir das Potential innerhalb des Quaders, unter der Randbedingung, dass dieses auf 5
Seitenflachen 0 ist. Auf dem Deckel bei z = ¢ wird das Potential als ® = V(z,y) angesetzt. Es
muss also gelten A(x = 0) =0 = A(x) x e*® — e~  sinh az. Dies gilt analog fiir die anderen
Funktionen. Daraus folgt

= a?A(z) = A(z) = a1e™® + age . (1.80)

A(x =a) =0=sinhaa = a,, = i% = A(z) x sin %az (1.81)
B(y=1b) zoéﬂmzi%,B(y) o sin %y (1.82)

Aus (1.78) und (1.79) folgt

2 2
B T Sy SO %Jr% (1.83)

Das Potential lautet dann

s 2
P = Z D, Sin (%x) sin (%y) sinh <7r % + %z) (1.84)
n,m=1

Jetzt bleibt noch eine Randbedingung iibrig. Diese nutzen wir jetzt:

e 2 2
O(z=c)=V(r,y) = Z D, sin (%l’) sin (%y) sinh (ﬂ\/ % + TZZC> . (1.85)
n,m=1

Daraus konnen wir auf eine doppelte Fourierentwicklung schliefsen. Wir miissen beachten, dass
wir keine negativen n nehmen miissen, da sonst voneinander abhingige Funktionen entstehen:
iz =T Es gilt nun

o) = {fﬁ an (22) s (”gfy)} (156)

und damit die Koeffizienten D,,,,, bestimmen iiber

= —sin

Do = (1.87)

absinh

a b
ke e )
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1.15 Kugelkoordinaten

Dasselbe wollen wir nun in Kugelkoordinaten durchfiihren. Die Kugelkoordinaten werden definiert
durch

x =rsinfcosp,y =rsinfsiny,z =rcosb. (1.88)

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten hat die Form:

o

1
2F 2 : 2 _
VIR = 50.(r°0,®) + 5 0y(sinf 0p2) + 5 0LP = 0. (1.89)

Als Losungsansatz wihlen wieder den Seperationsansatz mit ¢ = @P(Q)Q(gp). Damit

LU, UQ 10 oP\ UP 1 9Q
Vo= -2 po 2% 9 (sneZl) + 22 % . 1.90
r2 Or2 @+ r 72sind 00 <sm il > r r2sin? 0 Op? (1.90)
Dies multiplizeren wir mit ’"3;17;59, daraus ergibt sich
1 d?U 1 1 d dP 1 d%2Q
24in%0 | — — — [ sinf— —— =0. 1.91
T e T Prrmeas \*0as )| T gaz =0 (1.91)

Der erste Term ist p-Unabhéngig wobei der zweite ist nur ¢-Abhéngig. Daher muss der zweite
Term konstant sein.

Gar =-—m? = Q = Cet"¥ (1.92)

und setzen dies direkt ein

rav L L d ety D 1.
Uz Pesmoas "™ )~ snzg ~° (1.93)

Der erste Summand ist nun von r Abh#ngig und die letzten beiden nicht. Daher miissen sie
konstant alt Funktion von r sein

r2d2U 1 1 d< dP> m?

2 g2 11 d dP 2
U (sin9> o i+ 1) (1.94)

———=1(l+1 —_—— - =

U dr2? F+1) Psinf dé do sin? @
Hier, zunéchst, ist [(I+ 1) eine "Bezeichnung” fiir die Konstante. Wir schreiben die erste Gleichung
um:

U Ui+1)

dr? r2

Die allgemeine Losung muss eine Summe von Potenzen sein muss:

U =0. (1.95)

U(r) = Ar'tt 4+ Br=t, (1.96)
Fiir die zweite Gleichung wechseln wir die Variable als x = cos . Mit do = sin # df gilt dann

d dP m?

- [(1 _xQ)diL’:| + {l(l+1) -1 P=0 (1.97)

Die Losungen dieser Gleichung sind Legendre-Polynome Pj(x) mit [ =0,1,2,3,..., d.h., I € IN.
Sonst (fiir [ #0,1,2,3,...) ist die Losung singulér fiir x = +1. Es gilt

1 d o,y
Py(x) = ﬁ@(ﬂﬁ —1),, 1€ Ny (1.98)
Die ersten Legendre-Polinome kann man berechnen: Py(z) = 1, Pi(z) = z, Py(z) = 1(32% — 1),

P3(z) = 1(52% — 32), Py(z) = §(352* — 302% + 3).
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Die Polynome sind so normiert, sodass P;(1) = 1 gilt. Es gilt
! 2
dx P(x)Py(z) = ——611 - 1.99
/_1 x Py(x) Py (x) 21 3 100 (1.99)

Einen vollstédndigen orthonormalen Satz ergibt sich durch

filz) =4/ 2l2+ 1Pz(x) : (1.100)

Nun betrachten wir, was fiir ein beliebiges m passiert. Wir betrachten Gleichung (1.97). Die
Loésungen davon sind die zugeordneten Legrendepolynome: Fir m > 0, d.h., flir m = 1,2,3, ...
gilt

d™P,
P (e) = (1) (1 - a2 ) (1.101)
dz™
Offensichtlich die nichttriviale Lésungen gibt es nur fiir m < [. Fiir die negativen m erhalten wir

die Losung aus der folgenden Gleichung

P (o) = ()" e P o) (1.102)
Fiir alle m=-1,-1+1,. .. I-1,]1 gilt somit:
my (D™ mjp A7
P"(z) = 5171 (1—=) dxl+mPZ(m). (1.103)
Anstatt Gleichung (1.99) erhalten wir
! 2 (I—m)!
dz P"(z) P (z) = =—— 011 1.104
[ e @R @) = g (1104)

Bei festem m bilden P/ (z) einen vollstdndigen orthogonalen Satz auf x € [—1,1], genauso wie
Qm(p) = eT™? auf ¢ € [0, 27]. Deswegen kénnen wir sagen, dass

P"Qu = P (cos )™ fiirl =0,1,2... ,und m = —1,...1 (1.105)
ein vollstandiger orthogonaler Satz der Funktionen auf der Kugelfldche ist. Man definiert damit

2041 (1 —m)!

?mplm(cos Q)eimw. (1106)

Ylm(ov 90) =

Dies ist die Kugelflichenfunktion auf der Oberfliche einer Einheitskugel. Wir zeigen die Orthono-
mierung

27 7r
/ d(p/ db sin€ Yy, Yim = 01 0mmy, (1.107)
0 0
fiir die Vollstandigkeit gilt dariiberhinaus

oo l
DD Vit @)Yim(0,9) = 6(p — ¢')d(cosf — cos#). (1.108)
=0 m=—1

Zwei Eigenschaften sind leicht einzusehen:

20+1
™

Y_m=0ED)"Y, , Yio= Pi(cos ). (1.109)

Fiir einige [ gilt damit
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1=0:Yy=—— (1.110)
47
3
l=1:Y19=1/-—cosf (1.111)
T
3 . +i
Y1 11 = Fy/ —sin(h)e™*¥ (1.112)
Y8
5 /3 1
1=2:Ys0=1/— [ =cos? — = 1.113
207\ iz (2005 2) (1.113)
15 +i
Yo 11 =F4/ —sinfcosfe™"¥ (1.114)
47
1 1 .
Yoto =+~ D Gin2 g t2ie (1.115)
4\ 21

Fiir eine beliebige Losung der Laplace-Gleichung gilt damit

G

PQ: Ylm Z Z (A" + Bipr ™71 Vi (1.116)

=0 m=—1

Betrachten wir ein Beispiel. Wir wollen zwischen zwei Kugelflichen, die ineinander liegen ein
Randwertproblem 16sen, wobei ®(R1,6,p) = Vi(0,¢) und ®(Rs, 0, ¢) = Va(0, ) ist. Wir wollen
im inneren das Potential wissen. Falls der erste Radius R; = 0, dann miissen alle By, Null sein,
ansonsten kime es zu einer Singularitat. Analog dazu, falls Ry = oo miissen alle A;,, verschwinden.

1.16 Multipolentwicklung (Kartesische Koordinaten)

Es gebe eine Ladungsdichte p(7'), welche sich in einem bestimmten Bereich lokalisieren 14sst. Wir
wihlen den Ursprung der Koordinaten in diesem Bereich und wollen das Potential ®(7) weit von
diesem Bereich finden. Dann gilt |#] > |7’|. Wir beginnen bei

B(F) = — /VdV f’(F:)/, (1.117)

4reg |7 — 7

und entwickeln um 7’ = 0:

= :flearr Z”ararj (1.118)

wobei r = |F]. Wir berechnen die drei ersten Beitriage

(3rir; — 26
ﬁ 7+Z’“ Z M+.... (1.119)

Das lasst sich umschreiben als

T Tir; ’
W*’+Z A R Z (3 — (r')205) + ... (1.120)

Fiir das Potential gilt dementsprechend

47eg

1 1 T 1 T
N (0) 2: i ~(1) }: il ~(2)
2 (%]
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+ — + i
+ =
+ - +
° *—o - + = +
Monopole D1pole2 Quadrupole Octopole
(V~1/r) (V~1/r%) V~1/r3 (V~1/r%
Abbildung 1.8: Multipolenteicklung
Die @s werden dabei iiber
QO = / dv p(7') = q Monopol (1.122)
v
Q" = [ v rip() = Dipol (1.123)
v
Qg) = /VdV (3rir; — (r")2635) p(7) Quadrupol (1.124)
dargestellt. Siehe Fig. 1.8
1.17 Multipolentwicklung (Kugel-Koordinaten)
Es gilt (ohne Beweis) das Additionstheorem:
1 X~ 4
_ < v / !
‘F—F’| _lz:;m;l 2l_|_1rl>+1yzm(9790)y2m(07§0) ) (1125)

wobel s = max(|F] [7']) und r< = min(|7], |7’|). Fir die Multipolentwicklung gilt |7'| < |7], also
rs =rund ro =7’

7=

[e%s) 1
= N O L
ot = [ av L0~ [ av pir D3PS T e 0 Yin(0g) (1126)
l
oder vereinfacht

l
1 gm . _ SN NIy x (ol
; mmylm(eﬂo)y mit gy = /VdV p(F) (1) Y5, (0", ). (1.127)

Diese nennt man manchmal Kugelmultipolmomente. Teilweise besitzen die ¢, in der Literatur
unterschiedliche Vorfaktoren.

Der Zusammenhang zwischen Kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten ist fiir die ersten
paar Terme:
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1 1
\/T?/VdV p(r") = \/Eq (1.128)

\/;/ AV (@' ~iy’) (*’)\/?(px ipy) (1.130)
\/;/ v ( )2)e() \r Q- (1.131)
=2 | v =i <*’>3\f Qo ~1Qy2) (1132
4\/; v @ =)o) = 112\/5@” C9iQuy - Q) (L133)

Man kann zeigen, dass der erste nicht verschwindende Term dieser Reihe unabhéngig von der Wahl
des Ursprungs ist.

1.18 Energie im duBeren Feld

Wir nehmen an es gebe eine Ladungsverteilung zentriert um 7 mit p(7) = 0 fiir |7 — 7| > R. Wir
definieren 7—7 = 7. Wenn wir nun auf die Ladungskonfiguration ein d&uferes Feld Eext = —VPeyt
wirken lassen, konnen wir unter der Annahme, dass das dufsere Feld sich nur wenig im Bereich der
Ladungsverteilung dndert, eine Taylorreihenentwicklung fiir das Feld durchfiihren:

0% Peyy
/ ex
Z Or;Or;

(Brirh — (F)?05) + ... . (1.135)

— . — a(pcx

(I)ext(r) = q)ext(ro + T/) = ext + Z !
0%®

/ ext

Z Or;Or;

Der letzte Schritt kann vollzogen werden, weil V2®., = 0 ist. Fiir die Ladungsverteilung wihlen
wir 7y als Koordinaten-Ursprung und definieren wir 5(7') = p(7) = p(7o + 7). Es gilt

Ty (1.134)

)

ext + Z 8(I)ext

) 7o

W = / AV p(7 ) Pexst ( / AV p(7" ) Pext (10 + 77) (1.136)
8(I)ext 8 (I)ext
—(Pext q+ Qz+ . (1137)
= r 5 Gl @
— 2 : 0 Eex,i (7
= qq)ext(’)"o) pEext QU t, ( 0) —|— P (1138)

or;

Also 1) Ladung koppelt mit Potential; 2) Dipol—Moment - mit elektrischem Feld; 3) Quadrupol-
Moment - mit dem Gradienten des Feldes.

Als n#chtes berechnen wir die Kraft, die auf eine Ladungsverteilung wirkt. Wenn das Monopol-
Moment nicht verschwindet der leitende Beitrag lautet

F(7) = =V W(70) = qEeai(70) (1.139)

Die Kraft auf ein Dipol-Moment ergibt sich als (wir ersetzen Fo — T, Eopr — E_")

Fj= szaE sz 6r7' (1.140)
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Hier haben wir benutzt V x E =0 — OF;/0r; = OE;/0r;. Also
F = (ﬁﬁ)ﬁemt . (1'141)
Fiir das Drehmoment auf Dipol ergibt sich durch dN =7 x dF

N= —/d3r’ﬁ(F’) 7' X Eogt(Fo) = P X Bt . (1.142)
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2 Magnetostatik

2.1 Strom und die Kontinuitdtsgleichung

Ruhende Ladungen ,produzieren” elektrische Felder. Jetzt betrachten wir bewegte Ladungen. Die-
se ,produzieren” Strome, welche ein Magnetfeld erzeugen. Wir nehmen im Folgenden stationére
(zeitunabhéngige) Strome an. Dies ist die Magnetostatik. Elektrischer Strom ist definiert als

I= % mit dI = jidsS, (2.1)

wobei jdie Stromdichte darstellt.
Wir nutzen die Ladungserhaltung zur Herleitung. Wir betrachten ein beliebiges Volumen V' mit
einer geschlossenen Oberfliche S. Die Ladung ist erhalten, wenn

d -
7/ AV p(7 1) + / dS 7j(Ft) = 0 (2.2)
dt Jy s
gilt. Wir nutzen den Gaufischen Satz und ziehen die Ableitung in das Integral hinein
= .
/ av {a () + Vj(F, )} _o= 2P | Gr e — o, (2.3)
v at” ot

In der Magnetostatik ist der erste Summand 0 und daher ist die Divergenz der Stromdichte 0.

2.1.1 Biot Savart-Gesetz

Wir betrachten zwei geschlossene Wege C1 und C5 durch die der Strgm I, und I fliefst. Wir fragen
nun welche Kraft auf das Element dl; bei 7; von einem Element dls an Position 7 erzeugt wird.
Es gilt

diy x (dly x (7 — 7))

l Ho
dFyo = ——11I 24
12 4 12 ‘7:'1 - ’FQ|3 ( )
und in integraler Form
- dl; dl —
Fp= ”Ohlzf]{ 1 % (dls ”3 r2)) (2.5)
|71 — 7%

Die Konstante po (SI Einheitssystem) ist gegeben durch pg = 4w -107"N/A2.
Dartiiber kénnen wir die magnetische Flussdichte/Induktion B (manchmal falschweise als Magnet-
feld genannt) als

dlg X (Fl — 772)

3 Ho
dBis = —1I
12 47 2 |7?1 - 772|3

(2.6)

definieren. Dies ist magnetische Induktion, die vom Stromelementen Igdl_; in der Position 7 erzeugt
wird. Fiir die Kraft auf das Stromelement I;dl; gilt damit

dﬁlg = Ildl_; X d§127 (27)

woriiber man integrieren kann. Die Einheit der magnetischen Induktion im SI-System heisst Tesla
(T). Das Magnetfeld ist im SI Einheitssystem definiert als H = B/ .

24



Klassische Theoretische Physik III

X

Abbildung 2.1: Zu Berechnung magnetischer Induktion eines Drahtes

2.2 Magnetfeld im GauB-System

Wir definieren 75 = 7 — 7. Im Gaufs-System gilt fiir die Kraft auf ein Stromelement

I 11[2 dfl X (dl; X Flg)

dF; 2.8
12 = 2 " (2.8)
und
. 1 - .
dF12 = 7]1dll X Blg. (29)
c
Die magnetische Induktion ist dabei definiert als
S 1 dlhx 7
By = 2 112 (2.10)
C |7"12|

Man wahlt % in den beiden letzten Gleichungen als ,Normierung®, weil es im relativistischen

geschickter ist. Im Vakuum gilt zudem H=B.Im Gauk-System ist die Einheit der magnetischen
Flussdichte Gauk mit der Umrechnung 1T +— 10* G.

2.3 Kraft zwischen zwei parallelen Drahten

Als Anwendungsbeispiel wollen wir nun die Kraft zwischen zwei parallel Drahten berechnen. Dazu
nehmen wir zuerst an, dass der Draht mit Strom I, auf der z-Achse liegt (siehe Abb. 2.1). Nun

wollen wir die magnetische Feldstdrke an einem Punkt # = (0, R,2;) bestimmen, der in der
yz-Ebene mit Abstand R vom Draht liegt (sieche Abb. 2.1). Es gilt
= Ho dly X 7o Mo , - R
B =—0 | ——=—-"0Lé, | dzoa———, 2.11
") = 4 2/ HE Ar %€ / “2(R/sin0)? (2.11)

wobel zg ist die z-Koordinate des Ortes 7. Mir 2 — 2o = Rcot§ und dzo = Rdf/ sin? 6 erhalten
wir
47 2r R

Wir betrachten nun einen zweiten Draht, mit dem Strom I;. Der Draht ist in z-Richtung ausge-
richtet und lduft durch den Ort 7. Die Kraft auf den Draht mit Strom I; ergibt sich als

B} 1 [T I
By = _@12%/ sinfdg = —H0 2z (2.12)
0
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= . 5 L po 121y
Fio=1 B = —¢€, — ——dz. 2.1
d 12 1€Zd2’1 X (7’1) €y or R le ( 3)
Fiir den Fall Iy = Is = 1A und R = 1m gilt
d|F1a| —7
— =2-10""N/m. 2.14
- /m (214)

2.4 Allgemeine Formulierung des B.-S.-Gesetzes

Wir nehmen an es gibe in einem Raum eine beliebige Verteilung der Stromdichte 5 Nun wollen
wir feststellen, welche magnetische Feldstirke aus dieser Anordnung folgt. Nach dem B.-S.-Gesetz
folgt

3o _ Mo G x (7 =)
By =t [ ay LU T 2.1
™) 477/V Ve (2.15)

Dies sieht gravierend &hnlich aus, wie das Coloumbgesetz, wobei das letztere durch einen Skalar
sproduziert® wird, wahrend diese hier durch einen Vektor ,produziert“ wird. Dariiber hinaus die
Kraft die auf eine Stromverteilung j(7) wirkt ergibt sich als

F(7) = /V v j(7) x B(F). (2.16)

Kraft auf Punktladung: Wir bestimmen zuerst die Stromdichte einer Punktladung die sich im
Ort 7 befindet und mit Geschwindigkeit v sich bewegt. Diese konnen wir {iber ihre Geschwindigkeit
angeben:

J = qUd(7 —7y) = F = q x B(7). (2.17)

Dies ist natiirlich die Lorentzkraft.

2.5 Feldgleichung, Vektorpotential, Ampere-Gesetz

Wir gehen analog wie beim elektrischen Feld vor. Mit

. > =
, |F_1F,| =~ ‘;_ FT,'?, (2.18)
erhalten wir aus (2.15)
Be 0 [0ty x Vo = 9 A = e, [ o (2.19)
47 |7 — 7] 4 |7 — 7]
Wir definieren das Vektorpotential durch:
AR =L / %’ ;7 ) (2.20)
47 |7 — 7|
sodass
B =V x A7) (2.21)

Hier gilt die Eichfreiheit: man kann das andere Vektorpotential definieren durch A’ = A + Vx(7),
wobei das Skalarfeld x(7) beliebig ist. Damit wird B sich nicht dndern, d.h., VxA=VxA.
Jedoch, hier werden wir x = 0 wihlen und die Formel (2.20) benutzen.
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Damit erhalten wir

T Mo 3 121 1 Ho 3 1701 1
V- A=— [d Vie——=—"— | d V.
4T ) "|F =7 4 i)V |7 — 7]
Ho 3,/ 2 1
=— | d°r" V. —— =0, 2.22
o ' Vg (7') ] (2:22)

=0

wobei wir die partielle Integration benutzt haben. Dabei ist zu beachten, dass V-A =0 nurin
der Eichung gilt, die wir oben gewéhlt haben. Diese heisst Coulomb-Eichung.
Wir wollen die Rotation von B und Divergenz von B berechnen:

VB =V(V x A) = 0. (2.23)

Daraus kann man folgern, dass das B-Feld nicht einzelne feste Quellen besitzt. Aus der Rotation
des B-Feldes folgt das Ampere-Gesetz:

. . . - - 1 -
VxB=Vx(VxA)=VWVA)-v2A=-1 /d%’j(ﬂ) V2 ——— = poj (7). (2.24)
—_—— 47 |7 — 7|
- =— A (F—7")
2.5.1 Integralform des Ampere-Gesetzes
Wir nutzen das Stokes’sche Gesetz:
y{dféz/dSﬁ(Vxﬁ):uo/dSﬁj‘:uOIC. (2.95)
C S S

Man sieht, dass es unabhénig von den Form der Fléche ist. Es z&hlt nur der Strom, welcher durch
diese hindurchflieft.

2.5.2 Randbedingungen

Wir wollen jetzt analog zur Oberfléchenladungsdichte in der Elektrostatik eine Fléchenstromdichte
K (7) definieren iiber die wir die Randbedingungen fiir Probleme der Magnetostatik definieren. Die
Dimensionalitit von K sei

K] = ==, (2.26)

m
fest. Wir gehen &hnlich vor, wie bei der Elektrostatik und denken uns erst ein gauss’sches Kast-
chen an einer Oberfliache (Abb. 2.2 linke Seite). Danach nutzen wir Gleichung (2.23) mit dem
Gauss’schen Satz. Dadurch erhalten wir

- Strom| A
Lange

/ dS @B = / dV VB = (B, — By)it = 0, (2.27)
S v
wenn wir die beiden Oberflichen immer weiter zusammenlaufen lassen. Als nachstes betrachten

wir iiber das Ampersche Gesetz ein Rechteck, dessen Seitenflachen parallel zur Oberflédche liegen
(eine darin, eine draufsen) (siche Abb. 2.2 rechte Seite):

—

/dfﬁ = ule = @ x (By — By) = poK. (2.28)
Daher gilt

BQ’J_ — BLJ_ =0 s B27” — BLH = /10X X fi. (2.29)
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BL

above

Abbildung 2.2: Randbedingungen fiir B

Wir fragen uns nun, welche Bedingung dies fiir das Vektorpotential mit sich fithrt. Wir nutzen die
gleiche Form wie beim letzten mal:

fﬁdf:/(VxA’)ﬁdS:/édfﬁ‘i?o. (2.30)
C S S

2.6 Multipolentwicklung, magnetischer Dipol

Wir beginnen mit der Formel fiir das Vektorpotential und betrachten grofe Abstdnde von der
Stromverteilung j (7). Also j(¥') # 0 nur wenn r’ < R. Wir betrachten aber das Vektorpotential
im Ort 7, sodass r > R.

-

A7) = @/d%' J07) (2.31)

 An |7 — 7]

Wir nutzen die Multipolentwicklung aus der Elektrostatik

. 1 S i T
A=l /dw(w') 5 /d%' A+ (2:32)
——mn :
= A0 (7) =AW (7)

und zeigen, dass A (r) = 0 ist.
Erst bekommen wir eine niitzliche Identitét: Fiir beliebige f(7), g(7) und fiir die Stromverteilung

§(7), sodass j(r) = 0 fiir r > R und Vj = 0 (Magnetostatik) gilt: [dV {f(;ﬁg) +9(GV)| = 0.
Das kann man beweisen mit Hilfe partieller Integration.
Erst wahlen wir f =1, g = r;. Das fiihrt zu

f=lg=ri= /d?’?“ Ji =0. (2.33)

Damit ist bewiesen, dass AO) = 0, also es gibt keinen Monopol-Beitrag.
Fiir den Dipolbeitrag wahlen wir f = r,, g = r;. Das fiithrt zu

f=m, g=r= /d3r (rije +7£ji) =0 (2.34)

und damit
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Abbildung 2.3: Das B-Feld eines magnetischen Dipols mit 7 || €.

(1) 1 o S Lo 1 .uO
Al = ﬁhzi:ri/d‘fr’ 7 e (7") = 53 4 ZTz/dS "(rigk — Trji)- (2.35)

Uber den Epsilon-Tensor folgt:

(1) L po / 3 ., 1 po | 37 [or 2o
= ri€i | A°r r X ] )} =——"—|Fx [ d°r |:’I“ x §(T )} ,  (2.36)
A T 203 4n Z ! 2r3 4x X

was wiederum

P (O LI /d3 /{F/X]( )]. (2.37)

23 47r

impliziert. Dies kann auch {iber das magnetische Dipolmoment ausgedriickt werden:

7 = %/dw [ ). (2.38)

Jetzt konnen wir das Magnetfeld eines Dipols berechnen. Wir erhalten

- Mo m X T
AW = o s (2.39)
Das ergibt (die Rechnung wird hier nicht gezeigt)
. o . 37(7 - 1m) —
B(F) =V x A~V x AV = %‘1 [W} (2.40)

Der Vektor 7i = 7/r zeigt in Richtung des Vektors 7. Das B-Feld eines Dipols wird in Abb. 2.3
gezeigt.
Magnetisches Moment einer Leiterschleife, die in einer Ebene liegt:

1 - I -
m = 5/di”r’ 7' x g(F) = 5/Fx dl (2.41)
Jetzt nutzen wir %f’x dl = dS.

=T / dS7 = IS7 (2.42)

Hier ist S die Flache der Stromschleife.

29



Klassische Theoretische Physik III

2.7 Gyromagnetisches Verhiltnis

Wir betrachten einen starren Korper, der mit einer Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse
rotiert. Es gibt also ein Geschwindigkeitsfeld #(7) = & x 7. Die Stromdichte sei j(7) = p(7)T(F),
wobei p(7) die Ladungsdichte ist. Wir nehmen zusétzlich an, der Korper besitze eine Massendichte
pm (7). Das magnetische Moment lautet

7 = % / & o7 x B(F) (2.43)
Der Drehimpuls ist
L= / A1 p (F)F x T(7). (2.44)
Annahme: p und p,, sind gleich verteilt. Daher gilt pi = const = 7. Damit kommt man auf
M= ﬁi (2.45)

Diese Formel ist rein klassisch. Fiir Elektron gilt

e =

2.46
95me (2.46)

m=—

hit g & 2 (Elektron hat negative Lading). Das bekommt man aus Dirac-Gleichung.

2.8 Kraft und Drehmoment auf magnet. Moment im duBeren
Magnetfeld

Wir betrachten Stromdichte j(7) die sich in einem endlichen (kleinen) Bereich (Ausdehnung Ry
) um den Koordinatenursprung von 0 unterscheidet. D.h., j(7) = 0 fiir r > Ry. Dann gilt fiir die
Kraft auf die Stromverteilung

F = /d3r J(7) x B(F) = /d% 7)) x

B(0)+ Y riViB(0)+...|. (2.47)

Wir betrachten nur den Dipolbeitrag (erster Summand ist 0 denn [ dvi=0):

. 1 . .
F, = d3r €pimii(r)riViBm (0) = = d3r €pim (Jiri — 4im1) Vi B (0) (2.48)
2

ilm ilm
1 — rs
=3 Z /d37‘ €xtmepit (T X J)p VB (0) (2.49)
ilmp
1 — s
- 5 Z/dg’l’ (6ml)6kt - 6mi6kp)(r X ])pviBm(O) (250)
mp
-5 / &Er | (7% 7w ViBin(0) = (7 X ) Vin B (0) (2.51)
" =0,VE5=0
= mmViBn(0) =Y m;ViB;(0) = F = V(i B). (2.52)
m J

Das bedeutet die potentielle Energie eines magnetischen Momentes im &ufieren Magnetfeld betragt
U=—-m-B,sodass F = —-VU.
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Fiir das Drehmoment auf die Stromverteilung gilt

—

dN =7 x dF = N = /dJrrx( x B) =

o]

(2.53)

Der Beweis wird als Ubung angeboten.

2.9 Faraday’sches Induktionsgesetz

ektrostati =0): Es gilt VE =, xE=0E=— agnetostati j = 0): Es gilt
Elek 'kap OEg'lVE 1pVE 0,F V&. Mag k (Vj=0): Es gil

VB = 0,V x B = 10 j.B =V x A. Faraday entdeckte, dass eine zeitliche Anderung von B das
elektrische Feld E induziert. Fiir eine beliebige Kontour C gilt
- d I
E=¢ dlE=—— [ dS B. (2.54)
c dt Js

£ ist genannt als elektromotorische Kraft (EMK). Der magnetische Fluss ist definiert durch

<I>E/Sd5 (2.55)

(wir miissen jetzt das Skalarpotential als ¢ nennen)
Das Faraday-Gesetz lautet

do
E=——. 2.56
" (2.56)
Nun wollen wir es in Differentialform bringen:
L . - . B
fdlEz/dS:—i/dSB(VXE):>V><E_—8—. (2.57)

2.10 Magnetische Energie

Magnetische Energie ist die Arbeit die gegen die EMK geleistet werden muss. Z.B., man erzeugt
die Strome in den Stromschleifen, die Strome erzeugen die zeitabhéngigen magnetischen Fliisse,
die Fliisse erzeugen die EMK. Gegen die EMK muss Arbeit geleistet werden um den Strom weiter
zu erhohen.

mdg ZFUZ— ZqZ(E —i—vaB T =— /d37“E] (2.58)

Fiir mehreren Stromschleifen ist die Formel einfach zu schreiben

mag o ZI f fE_" — 72[151 (259)

Wir benutzten jetzt das Ampere-Gesetz ) = V x B und mit (2.58) erhalten wir

1 = oA 1 5 e A
dw, g:——/dBrE-(VxB):—— d®r B-(V x E) (2.60)
de Ho

Ho
(hier wurde partielle Integralion benutzt)
Mit dem Faradey-Gesetz V x E = —9B /0t bekommen wir

clvvmg71/d3 0B - d 1
de Ho

1 . o
—B= Br B2 = Wiy = —/d‘3 B2 2.61
at At 2 ) " €= o0 ) O (2.61)
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2.10.1 Induktivitatskoeffizienten

Wir betrachten wieder eine Anordnung von Stromschleifen (Cy,Cs,...,C,) mit den Strémen
I, I5,...,I,. Wir berechnen zunichst das Vektor-Potential das von dieser Stromverteilung er-
zeugt wird

-
=)

A(F) = @/d%’ i) /d% J7) (2.62)

4 |77 — 7 7 — 7%

Hier ’F; S Oi.
Wir nehmen die Vereinfachung an, das die Schleifen (Dréhte) extrem diinn sind:

i = tos~y f i
A(F)_M;IZ]{Q T (2.63)

Magnetischer Fluss durch die Schleife j lautet

S oo 2z
éj:/ ds; B(rj):/ dl; A(r;) = °§ jé % — E:Mﬂ] (2.64)
s C; |7"z TJ'

M;; ]{]{Cm—?ﬂ (2.65)

nennt man Induktivititskoeffizienten.

Man unterscheidet die Selbstinduktivitdten L; = M;; und die Gegeninduktivitdten M;; fiir ¢ # j.
Die Formel (2.65) ist fiir die Selbstinguktivitdten problematisch, denn in diesem Fall "laufen";
und 7; entlang der selbem Schleife. Falls die Schleife unendlich Diinn ist, kommt es zu Divergenz
(nur logarithmisch).

Loésung des Problems: endliche Dicke des Drahtes. Z.B., fiir einen ringférmigen Draht mit Radius
R und Dicke a gilt

Die Koeflizienten

My = Li o " pin I (2.66)
41 a

2.10.2 Gesamtenergie einer Anordnung der Stromschleifen

Wir nehmen an, es flielen Strome und wir wissen alle Induktionskoeffizienten. Nun wollen wir
wissen, welche magnetische Energie in dieser Anordnung steckt:

Winag = / dt dng / dt (dWEMK dW“‘““) (2.67)

dt
Damit gilt

‘“ag: 215 Z[dq’ Zldt (2.68)

Nun gibt es Moglichkeiten die Konfigurationen zu bringen

1. erst Schleifen in die entgiiltige Position bringen, dann Strom erzeugen

2. erst Strome im Leiter weit weg voneinander erzeugen und dann zusammenbringen.

dWmag dWEMK dWmech d dWmech
= = I,—(M;:I; 2.
dt dt + dt %: zdt( ili) + dt (2.69)
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Im ersten Fall bewegen sich die Schleifen nicht (nur am Anfang wenn keine Kréfte wirken). Daher
verschwindet die mechanische Arbeit. In der endgiiltigen Position der Schleifen, wo der Strom
erzeugt wird, sind M;; zeit unabhéngig. Das ergibt

e iZinE(MijIj) = iZjMijI@ dw ZM”II = Winag = iZjMiinIj (2.70)

Im zweiten Fall ist es umgekehrt. Strome sind konstant und Schleifen bewegen sich. In diesem Fall
ist die mechanische Arbeit wichtig

dVVmag o d dI/Vmech o dVVmag dI/Vmech dWmech o dWmag
G 2 il (M) T = 2 ¢ T o s = s (27

Die Relation

O, = M, (2.72)
kann invertiert werden:
L= (M), (2.73)
J
Dabei gilt fiir die Magnetische Energie
1
Wanag = 3 %:Mijfilj = ZI P, = - %: (M~1);;®;®;. (2.74)

Dies kann man iiber die Definition des magnetischen Flusses umschreiben

Winag = ZI/ dl; A(7) = = /d%jf - A(7) (2.75)

und danach partiell Integrieren (mit der Annahme, das alle Randterme im Unendlichen verschwin-
den):

1 3. 1. (& B 1 3.8 (S 1 3, 32
Winas QHO/dr (¥ x B) QNO/dr (¥ x 4) = 2M0/dr (2.76)

Dies ist dquivalent zum friither gefundenen Energiewert.
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3 Maxwell-Gleichungen, el./magn.
Wellen, Strahlen

3.1 Maxwell-Gleichungen

Wir schreiben nun alle Gleichungen ein weiteres mal aus:

~ 1
VE = —p, Gauk-Gesetz
€0

- B
V X E+ 887 = 0, Faraday-Gesetz

VB =0
V xB= ;Lof, Ampere-Gesetz

Das Ampere-Gesetz ist unvollstéindig, da das der Ladungserhaltung, d.h., der Kontinuitétsglei-

chung v -j—l— % = 0 widerspricht. Um das zu zeigen berechnen wir
0=V-(VxB)=puV-j

D.h., das Ampere-Gesetz ist nur im statischen Fall, % = 0, giiltig.
Maxwell erkannte diesen Widerspruch und modifizierte die vierte Gleichung zu

. 5 OF - oE
V x B = pugj + — = | +eg— | .
X HoJ T Ho€o It Ho <] €0 It )

Die Divergenz dieser Gleichung ergibt die Ladungserhaltung und damit ist Konsistent:

. - 0 o o 8,0
0=V-(VxB)=po (V'J-I—antV'E) = fio <V-J+at)

Hier haben wir das Gauk-Gesetz benutzt.
Die Grofe eg0E /0t nennt man Verschiebungsstromdichte.
Im Gaufssystem sehen die Maxwell-Gleichungen so aus

VE = 4d7p, Gauk-Gesetz

. 10B
V x E+ =— = 0, Faraday-Gesetz
c Ot
VB =0
= 10E 4rm-
V x B— faa—t -7 j, von Maxwell gedndertes Ampere-Gesetz
c c

Wir werden ab jetzt das Gaufisystem benutzen.

(3.5)
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3.2 Vektor- und Skalarpotential, Eichtransformation
Die Zwei homogenen Maxwell-Gleichungen

16B
_ 105 _ 12
VB=0 und VxE+ T =0 (3.12)

erlauben eine bequeme Parametrisierung von Eund B. AusV-B =0 folgt, dass es A existiert,
sodass B =V x A. Dann, die zweite homogene Maxwell-Gleichung ldsst sich umschreiben als

= 10A = 1 8A
E+-——|=0=FE V. 3.13
V x ( + oy ) =L+ - v Vo (3.13)
Hier ist A das Vektor-Potential und  ist das Skalar-Potential. Also
B=VxA, (3.14)
S o 104
E=-Vo———. 3.15
v c Ot ( )
Die Inhomogenen Maxwell-Gleichungen sind:
10
— 2 PR — —
Vip——= (VA) dmp (3.16)
und fiir die allerletzte
L1024 - 10y 47 -
2A- - — A4+ -—— —J. 1
v c? ot? V(V +08t> e (3:17)
3.2.1 Eichfreiheit
Die Eichtransformation ist
- S 10y
A'=A+V =p— == 3.18
+VX = oo (3.18)

Dadurch veriindern sich weder B noch E-Feld. D.h.

— —

B =VxA=VxA=B, (3.19)
. 104" 104 -
E' =-Vy' — o = VYT T =F. (3.20)

Daher haben wir eine gewisse Freiheit (Eichfreiheit) in der Wahl der Potentiale ¢, A. Dies kann
man mit Bedingungen fixieren. Diese heifsen Eichungen. Die zwei wichtigsten sollen nun diskutiert
werden.

1. Coulomb-Eichung (auch Strahlungseichung): VA = 0 (vor allem bei Strahlungsproblemen)
2. Lorenz-Eichung: VA +1 6“’ = 0 (explizit relativistisch invariant)

Die Lorenz-Eichung ist nach dem dénischen Physiker Ludwig Valentin Lorenz (1829-1891) genannt.
Spéter werden wir sehen, dass Lorenz-Eichung invariant beziiglich Lorentz-Transformationen ist
(genannt nach dem holléindischen Physiker Hendrik Anton Lorentz (1853-1928), Nobelpreis 1902).
Wir zeigen jetzt, dass man immer die Eichtransformation finden kann, die uns die Potentiale in
der Lorenz-Eichung (oder Coulomb-Eichung) ergibt. Wir fangen an mit Potentialen ¢, A die keine
Eichbedingung erfiillen. Dann suchen wir nach y sodass

1 1 !
X = A4y o= 10X g 109

=0. 21
c Ot c Ot 0 (3.21)
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Es ergibt sich dann die Differenzialgleichung fiir x

20 LOX_ (gx, 100
VX Soe = (VA+ o0 ) (3.22)

Wir werden spéter sehen, dass solche (Wellen-)Gleichungen immer gelést werden kénnen.

Zu Bemerken ist, dass die Lorenzeichung nicht die Freiheit komplett einschrankt. Offensichtlich eine
2

weitere Transformation mit einem Y, dass die homogene Wellen-Gleichung erfiillt V2y — c% %té‘ =

verletzt die Lorenz-Bedingung nicht.

Inhomogene Maxwell-Gl. in Lorenz-Eichung

Wir nehmen an die Lorenz-Eichung gilt:

1 9% L 1024 Armo
Viemgge - i VA- G = S

Inhomogene Maxwel-Gl. in Coulomb-Eichung

Wir nehmen an die Coulomb-Eichung gilt:

L 1824 4rmo 109y
2 2 ?
\Y% @:—47Tp 5 \Y% A_CZ((%Z:_CJJ’_V(C&) (324)

Die erste Gleichung kénnen wir einfach mit dem Ansatz

7o) = [ 270 3.25
o) = [ @D (3.25)
Nun zerlegen wir die Stromdichte in senkrechte (transversale) und parallele (longitudinale) Kom-
ponenten. Es gilt

-

J=JL47) = ViL=0,Vxjj=0. (3.26)

Die Zerlegung ist immer méglich falls ; im Unendlichen verschwindet.
Aus der zwei folgenden Gleichungen

1_0¢p 1_0¢p 47 -
\Y -V—1]=0 V{-V—/— | =— 3.27
x(cvﬁt) ’ (cvat) c? (3:27)
(die zweite ergibt sich aus Poisson-Gleichung und der Kontinuitétsgleichung) folgt
1_0p 4m-
-V— = —j 3.28
c Ot el ( )
aufstellen. Damit ergibt sich:
- 10%4  4r.
VA- - =——7],. 3.29
290 e (3.29)

3.3 Energie- und Impulserhaltung, Poynting-Vektor

Wir betrachten ein System el/mag Felder E, B und geladene Teilchen [p, ﬂ und mochten sehen,
wie die Energieerhaltung in diesem Funktioniert. Dazu berechnen wir die geleistete Arbeit der
Felder an Ladungen (Materie)

N
ol _'i 5] = AT dWma =
dWiat = Z(Ii (E + % X B) -Updt = Z%‘Ew}idt = i t = /d?’rEJ. (3.30)

i=1
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Jetzt benutzen wir

L 10B L. 190E Arn-
E+4+-—= d B—--—=—j. 31
V x +c6 0 und V x 5 - (3.31)
Wir multiplizieren die erste mit B und die zweite mit E und subtrahieren sie voneinander
10B 5 10E 5  4m-= = o = -
B+ E=-"JE-B. : . 32
catB+catE C]E B-(VxE)+ E-(V x B) (3.32)
=—V - (ExB)
Es ergibt sich also
0 E?+ é 2 . c o i
————— =—jE— —V(FE x B). .
ot 8w J 47Tv( x B) (3.33)
Die Energiedichte des el /mag Feldes in Gauf-System lautet
E? + B2
em — . 3.34
w & (3.34)
Im SI-System ist es
€0 =2 L =9
em = —F —B .
w > + o (3.35)
Der Vektor
S="ExB (3.36)
 Arw .
heiftt Poyntingvektor. Dariiber kbnnen wir das Poyntingtheorem aufschreiben
a em al >4
g’t +VS=—JE. (3.37)

Der erste Teil beschreibt die Verdnderung der Energie des e/m Feldes. Der letzte Teil bezeichnet
die Umwandlung der Energie des e/m Feldes in mechanische Energie von Teilchen (Materie).
Der mittlere Term bezeichnet den Energiefluss (Energiestromdichte). Nun wollen wir dies in eine
Integralform bringen. Wir betrachten ein Volumen V, welches von der Flidche S umschlossen wird.
Die Teilchen diirfen nicht die Oberfliche S durchqueren. Wir betrachten ein Flachenelement ds
und integrieren iiber das gesamte Volumen V:

d
dt

—

. d
d T Wom + / d&3rj-E= %ds S = " — (Weom + Winat) = %d§ S. (3.38)
1% s s

Also, die zeitliche Anderung der Gesamtenergie im Volumen V ist durch den Fluss des Poynting-
Vektors (Energiestromdichte) durch die Oberfliche gegeben ist.

Nun wollen wir eine dhnliche Betrachtung fiir die Impulserhaltung anstellen. Wir beginnen mit
dem Impuls der Materie

dea dp; . _ 1- N
: Zp > F = Zq( +><B> /ddr <p~E+cj><B>. (3.39)

Wir nutzen

VE=4rp , VXxB—-——="—j (3.40)

und erhalten

(3.41)
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Wir betrachten die Kombination

. - o OB 8,2 = - ~
5 a(E><B) Exﬁ—at(ExB)—&—cEx(VxE) (3.42)

Hier haben wir das Faraday-Gesetz V x E = —(1/¢)dB /8t benutzt.
Es ergibt sich dann

APpat d [ 3 ExB 1 [ 4 |2 = = - L
d d*r |E(VE) - E x (VE) + B(VB) -B B)|. (34
v @l Y e T (VE) = E < (VE)+ B(VB) =B x (V x B)| . (3.43)

Wir schreiben als letztes nun

{E(Vﬁ) ~_Ex(Vx E)} = E Zv Ei— Y cjucimpErVmEy (3.44)
klm
= Z V.E; — Zp(sjmakp 8pOkm) Ex Vi Ep (3.45)
kmp
= (E;VyEy — EyV;Ey — EVEj) (3.46)
k
= V(BB - %@-kEZ). (3.47)

Damit konnen wir den Maxwellschen Spannungstensor
1 djk 9
Tje = o= | EsEi+ B;Bi — 2 k(824 B?) (3.48)
definieren. Damit ergibt sich:

dPa.  d & E x B

dt dt 4dme

/ d®r Z Vi T (3.49)

Dies hat wieder die Struktur eines Erhaltungssatzes. Dabei ist der zweite Summand der Impuls
des el/mag Feldes. der Rechte Teil ist somit die zeitliche Anderung des Impulses. Damit ist

Ex B 1=
_‘em = =-S5 3.50
g 4me c? (3:50)
die Impulsdichte des el/mag Feldes. Der Impuls des Feldes ergibt sich als
P, = /d37“ Gomn.- (3.51)

Die Struktur des Erhaltungssatzes ist

dﬁmat dﬁeln
dt dt

- / &r) Vil = Z?{dsijk. (3.52)
v k k

T;k ist die negative Impulsflussdichte (Flussdichte in Richtung k& der Impuls-Komponente j). Wir
wollen nun den Impulserhaltungssatz in Differentialform schreiben:

1 8 m
<pE+ Six By ) kaTJk (3.53)
J

Uber den Spannungstensor kann beispielsweise die Kraft von einer Ladung auf eine metallische
Kugel bestimmt werden (wie auch mit der Methode der Spiegelladungen).
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3.4 Elektromagnetische Wellen

Wir betrachten die Maxwell-Gleichungen in ¢ und A Darstellung. Wir verwenden die Coulomb-
Eichung:

- 1A dno
2 2 .
=—4 A———%=—j,. 3.54
Vi T , V 2 o PR (3.54)
Wir betrachten den freien Raum: p = O,f = 0. Wir nehmen an, dass aus VZp =0 = ¢ = 0, da
diese Losung sich ,,gut” im unendlichen verh&lt. Damit vereinfacht sich die zweite Gleichung von
Gleichung (3.54):

L1024
2A7 ke
v c? Ot?

Das sind 3 entkoppelten Wellengleichungen der gleiche Struktur

=0. (3.55)

10%f
Of = v? Sz =0 (3.56)

Diese miissen nun gel6st werden.

3.4.1 1-D Losungen der Wellengleichung

Damit vereinfacht sich die Wellengleichung auf

0% f 1 0%f 0 10 0 10
axzczatz—o‘i’(ax*c@ (&rc@t)f_o' (3:57)
Daraus folgt, dass
flz,t) = fri(z — ct) + fa(x + ct) (3.58)

fiir beliebige Funktionen f1, fo Losung der Wellengleichung ist. Dabei lduft die erste nach rechts
und die zweite nach Links mit der Geschwindigkeit ¢. Wir benutzen eine Fouriertransformation

dk ;o
fie) = [ Griitiet (359)
Da f; reell ist, folgt f;(k) = f;(—k). Dann erhalten wir
£t = [ 5 [ 4 Fyyeeren) (3.60)
dk [z :
B / o [ AR - Fy(eitieren] (3.61)

wobei wir zunéchst w als w = ck definiert haben. Die Losungen bestehen also aus harmonischen
Losungen (ebene Wellen).

Wir betrachten jetzt eine einzige ebene Welle e!(¥#=«*) Diese ist komplex. Die physikalische Losung
ist dann der Realteil davon f = Re [ei(’”_m)] = Re [e_i(’”_‘”t)]. Alle Moglichkeiten werden
ausgeschopft, wenn wir die ebene Welle immer als e¢'(F*=«!) schreiben und die Kreisfrequenz w
immer positiv wihlen w = c|k| > 0. Dann die Welle mit k& > 0 breitet sich nach rechts aus und
die Welle mit k& < 0 breitet sich nach links aus. Haufig ldsst man das ,Re* weg und mach alle
Rechnungen mit komplexen Grofsen. Das muss aber sorgfiltig gemacht werden, z.B., wenn man
die Energie berechnet (da muss man die Felder quadrieren).
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3.4.2 Ebene Wellen in 3D
Analog zu 1D finden wir in 3D die ebene Welle als Losung der Wellengleichung:

1 82 N i(kFf—w
v2f*c787{§:0¢f(nt):e(’“ 9, (3.62)

wobei w = c|k| = ck.

3.4.3 Ebene el/mag Wellen

In der Coulomb-Eichung miissen wir die Wellen-Gleichung mit 3 Komponenten

- 1924
A- = — 3.63
\Y 292 (3.63)
unter Eichbedingung V - A lsen. Die Losung ergibt sich als
A7 t) = AyelF™=wD it w = ck. (3.64)

Hier /YO ist eine zunéchst beliebige komplexe Amplitude. D.h., /YO ist ein Vektor mit 3 komplexen
Komponentn. Die Coulomb-Eichung ergibt eine Beschrinkung:

VA=0=FkAy=0. (3.65)
Jetzt berechnen wir die Felder. Fiir das elektrische Feld gilt

. 1904  iw - . ea s
E(ft) = -~ = %Aoel(kr_“’t) = ik AgelFrwt) (3.66)

und fiir das magnetische Feld gilt

B(F,t) =V x A = ik x AyelFr=—wt), (3.67)
Daraus folgt

—

7o t) = Boed P9t und  B(7,t) = ByelF—t) (3.68)

st

Hier EO = ikf_l'o und EO =ik x A'0. Wir wollen nun die Amplituden ndher betrachten:

Agk=0= Egk=0 , By=ikx Ay= Bok =0. (3.69)

Daraus folgt, dass el/mag Wellen transversal sind, da das F- und das B-Feld senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung stehen. Beide Felder stehen senkrechtaufeinander:

—

.k 4o Lo
B = xE=|B|=|E|BLE. (3.70)

Das sind die wichtigstens Eigenschaften der Felder einer Elektromagnetischen Welle. Den Vektor
k nennt man Wellenvektor, er bestimmt die Ausbreitungsrichtung der Welle. Dies folgt aus einer
Betrachtung der Phasenfliche k7" — wt = const. Dies ist eine 2D-Fliche im 3D-Raum. Dies ver-
schiebt sich in Richtung von k/k mit der Geschwindigkeit von ¢ = w/k. Ein weiteres Argument
ist die berechnung der Energierichtung. Dafiir nutzen wir die Formel fiir die Energiestromdichte
(Poynting-Vektor):
- cC = —
S=—FExB
4 ’
Damit ist k auch die Richtung des Energietransportes. Das E- und B-Feld haben maximale Am-

plitude an gleichen Stellen, dies folgt aus der Gleichheit der Betrdge. Daher folgt, dass beide in
Phase sind.

S||k. (3.71)
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elektrisches Feld

4 7)/// ((% $ //// //A

Magnetfeld

Abbildung 3.1: Linear polarisierte ebene Welle

3.5 Polarisation, lineare, zirkulare, elliptische
Wir legen die z-Achse in Richtung von k
3.5.1 Lineare Polarisation
A7 t) = AgelFr=wt) (3.72)

Wir nehmen zuniichst an, dass Ay reel ist (oder einen komplexen Phasenfaktor besitzt e'%). Wir
wahlen Ag = Agé, und Ag ist reell. Dann gilt

A= Age, k==t Red = Ayé, cos (kz — wt) (3.73)
E = ikApe,e!**=Y ReFE = —kAyé, sin (kz — wt) (3.74)
B = ikA¢e. x &,e > ReB = —kAyé, sin (kz — wt). (3.75)

Diese Losung stellt eine linear polarisierte ebene Welle dar. Siehe Abb. 3.1.

3.5.2 Elliptische Polarisation

Jetzt wollen eine allgemeine komplexe Amplitude betrachten Ay. Im Fall von:

Ay = el - reeller Vektor = lineare Polarisation. (3.76)

Im allgemelnen Fall AO und entsprechend EO sind beliebig komplex. Daher EO kann zerlegt werden
als Eo = @1 +1ds. Hiere sind @y und d» reelle Vektoren. Wir berechnen EO = (dy +1a2) Das ist im
allgemeinen Fall eine komplexe Zahl Eo = |E0 |e?. Wir extrahieren dann die Phase o = 7/2 aus
EO. Also E_"o = ¢l (51 + igg), wobei 51 und by zwei neue reelle Vektoren sind. Damit ist (51 + 152)2
reell:

|EZ| = (by + ib2)? = b2 + b2 + 2iby by . (3.77)
Daraus folgt, dass l_;l orthogonal zu 52 ist. Falls entweder 51 oder 52 verschwindet, liegt wieder
lineare Polarisation vor. Diesen Fall wollen wir nicht betrachten. Wegen EOE = 0 sind die beiden
Vektoren 51 und 52 orthogonal zum Wellenvektor k. Wir wihlen

=gl g
1— 7,62 — 7 63 —
by bo

El =

(3.78)

Das Vorzeichen vor 52 wird so gewdhlt, dass das System {€}, &, €3} rechtshindig ist. Wir betrach-
ten die Koordinatentransformation {é1, €2, €3} — {€, €, €, }. Das elektrische Feld wird dadurch

E = (1€ F ibady)e!FTw1H) — (b &, T ibyé, )e! (KTt (3.79)
fiir das magentische feld gilt dagegen
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B=¢, x E = (b1, & iby&,)e!F1), (3.80)

Betrachten wir die Physikalischen reellen Felder, so gilt:

E = @,by cos (kz — wt) + &,by sin (kz — wt) (3.81)
B= €yb1 cos (kz — wt) F €,by sin (kz — wt) (3.82)

An einem festen Raumpunkt beschreibt E somit eine Ellipse in der (z,y)-Ebene

E2  E? B B}
¥+b—§:l Eer—%y:l. (3.83)

Je nachdem welches Vorzeichen in Gleichung (3.82) steht rotieren diese gegen- oder mit dem
Uhrzeigersinn. Es gibt einige Spezialfille:

e by = 0 oder by = 0 folgt lineare Polarisation
e b; = by, dann liegt eine zirkulare Polarisation vor

Im letzten Falle nennt man die Drehung linkszirkularpolarisiert, wenn eine Drehung gegen den
Uhrzeigersinn vorliegt. Eine allgemeine elliptische Polarisation kann man als Uberlagerung von
zwei linearen Polarisationen auffassen (Bspw. E| &, und E |l€y) oder als zwei unabhéngige zirku-
larpolarisierte Wellen.

3.6 Energie-Dichte und -FluB

Wir betrachen eine allgemeine ebene Welle

E =Re Eoei(EF_Wt) B =Re éoei(E —wt), (3.84)
und die Grofen

1

Wem = g (EQ + B‘z) und S=—FE x B. (3.85)
T

47

Hier wen, ist die Energiedichte und S die Energiestromdichte.
Nun wollen wir die zeitgemittelten Grofen berechnen. Wir nehmen an es gibt zwei ebene Wellen

a = Re d’oei(gﬂ‘”t) = % {d’oei(’;’t“’t) + dSei(EF*‘*’t) (3.86)
b= Rebpe! M9t — [ ]. (3.87)

Wir wollen, z.B., den zeitgemittelten Skalar-Produkt bestimmen:
(a-5) = i (aofy +aghy +...) = %Re(aoz?g) . (3.88)

Hier ... bezeichnen die schnell oszillierenden Beitrage, die wegen der Zeitmittelung verschwinden.
Jetzt berechnen wir die gemittelte Energie-Dichte:

= g (BoEj + BoB}) = o EoEs. (3.89)

Die letzte Gleichung folgt aus By = (k/k) x Ey. Fiir den Poynting-Vektor erhalten wir

(Wem)

B I - - " k
<S> - éRe (By x B2) = éRe (Eo X [(k/k) x EOD = (wem) 7.
Die Welle transportiert Energie mit Geschwindigkeit ¢ in Richtung des Wellenvektors k.

(3.90)
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3.7 Hohlraumwellen: Hohlraumresonatoren und Wellenleiter

Wir betrachten el/mag Wellen in einem Volumen, welches durch Metallwéinde begrenzt ist. Im
inneren herrschen freie Maxwellgleichungen und am Rand muss man die Randbedingungen be-
trachten:

Bilder von Hohlraumresonatoren

Wir werden das Metall, als idealen Leiter betrachten. Dgs bedgutet, dass die Leitfdhigkeit un-
endlich hoch ist, ¢ — oo. (Das Ohmsche Gesetzt lautet j = oE, wobei o die Leitfahigkeit ist.)
Die Ladungen konnen sich unendlich schnell bewegen (daher gilt E = 0. Dies macht vorerst die
Randbedingungen einfacher. Wir wollen jetzt eine an der Grenze des Metalls finden. Aus der
Maxwell-Gl. V x E = f%%—lf und der Tatsache, dass B endlich bleibt (nicht divergiert) folgt

EH stetig = EH(F, t) = 0 an der Grenzfléche. (3.91)

Die Randbedingunge;n flir das B-Feld erhalten wir aus den Maxwell-Gleichungen. Fiir ein harmo-
nisch oszillierendes B o e~ ** gilt

VxE=—-—"—=—"B=DB, =B-n=0. (3.92)

- ., . 1 0%\ =
=—19B =0

3.7.1 Quader-Hohlraum

Jetzt betrachten wir den Hohlraumresonator, 0 < z < L, 0 <y < Ly, 0 < z < Lz. Wir wihlen
einen Seperationsansatz fir F,

X// Y// Z// 1 T//
E.(x,y,2z,t) = X(2)Y () Z(2)T(t) = X + v + 2T =0. (3.94)
Da alle vier Beitrdge konstant sein miissen (die hidngen nur von jeweils z, y, z, t ab), wihlen
wir X"/X = -k}, Y)Y = —k3, Z2"/Z = —k} und T /T = —w?. Dariiber folgt, dass w? =
(k% + k3 + k3). Aus der Randbedingungen folgt: k1, ko, k3 € R. Wir setzen einen sin- und cos-
Ansatz an.

X" = —k?X = asin(k1z + ay) = bsinkyz + ccos kyx = de'™1® 4+ fe ke, (3.95)
Dariiber gilt

E, = Re [e1 sin(kiz + o) sin(kaz + o) sin(ksz + az)e 7] . (3.96)

Die Randbedingungen sagen nun aus F, = 0 an y = 0, Ly bzw. z = 0, Ls. Daraus gilt ky =
mm/Lo,ks =nmw/Ls, mit ag = as.

E, =Re {clf((x) sin (myw) sin (nzw) ei‘”} . (3.97)
L Ls

2

Nun vollziehen wir dies fiir die y- und z-Komponente

~ . lem\ . NZT\ i/
E, = ;Y (y)sin <L1) sin <LB) e (3.98)
~ l : "
E, = c3Z(z)sin <x7r> sin (TW) e T, (3.99)
Ly Ly
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Wir nutzen, dass VE = 0 innerhalb des Quaders:

VB (B0 Yo (W) (D)

Daraus folgt, dass w =W’ =w”, I =1',m =m/,n =n' und

dX(z) | lmx Irx

o X sin I, = X(x) = cos I (3.101)
Damit gilt fiir die allgemeine Losung:
l .
E, = ci cos (gf) sin (nzy;r) sin (g) et (3.102)
I .
E, = ¢y cos (mLzy> sin <Zr> sin (an;r) e Wt (3.103)
E, = c3cos (7?;) sin (m;f) sin <nzyz7r> e iwt, (3.104)

Es gilt I, m,n € Ng (Maximal eine Komponente darf immer Null werden!). Nun kénnen wir zudem
die Kreisfrequenz berechnen:

Ir mm nmw 2 m2 n?
2 212 2 2
=c* (ki + k k3), k1 = — ko= — k3= — > w= — + — 4+ —. 3.105
w (ki + k5 +k3), k1 Ll,z L2,3 T w=Tc L%+L§+L§ ( )
Wegen VE =0 gilt zudem

l mm nmw

0 3.106
L + c2 I +63L3 ( )

Zwei von den Cs konnen frei gewéhlt werden. Wir berechnen das B-Feld {iber die maxwellschen
Gleichungen

- 10B W = ic mm nmw lmx mmy nwz _;
VxE=-~-"ciB=B, =~ ;= il  TEemiwt (3,107
X vl b - <C3 T, L3> sin I, cos I, cos T, e ( )

Diese Losungen nennt man Eigenmoden (Eigenschwingungen) des Resonators. wj,, nennt man
Eigenfrequenzen.

Bild von Eigenmoden (nur Abhinigkeit von z Komponente)

Die Wellen stehen (daher die Nullstellen bleiben fest).

3.7.2 Wellenleiter

Nun wollen wir einen Wellenleiter in z-Richtung betrachten, welcher unbegrenzt ist und rechteckig
0<xz<Ljund 0 <y < Ly. Wir nutzen zur Lésung, denselben Seperationsansatz

Z(z) = e'** (3.108)

Die restlichen Faktoren bleiben.
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l ik
B, = crcos (5 ) s (7T ) it (3109
l .
E, = cacos (ﬂ”gy> sin (Zr> ellkz—wt) (3.110)
E, = c3sin <WZ7T> sin <Tr2y27r) ellhz—wt) (3.111)
Fiir die Kreisfrequenz gilt nun
272 2,2
9 o (T ™m 9
w=c | —5 + +k>. (3.112)
< Ly I3
Zudem gilt dieselbe Randbedingung mit der Divergenz innerhalb des Wellenleiters:
l
ClL% + 02% —iczk = 0. (3.113)
Das magnetische Feld kénnen wir auch analog zum letzten Beispiel berechnen:
[ .
B, = 75 (0112 + 0277;::-) cos (mﬁw) cos (nzy;r) gl(kz—wt) (3.114)

Fiir freie el /mag Wellen liegen TEM-Wellen (Transversal sowohl elektrisch als auch magnetisch)
vor. Fiir einen Wellenleiter mit rechteckigen Querschnitt existieren solche TEM-Moden (Ldsungen)
nicht. Es existieren transversal Elektrische (TE) und transversal Magnetische (TM) Losungen. In
anderen Wellenleitern kénnen auch TEM-Wellen geben.

Fir TE-Wellen braucht man

E.=0=c¢3=0. (3.115)
Fir TM-Wellen braucht man
I mm
B, = — —c;—=0. 11
0= Co L1 C1 L2 0 (3 6)

Die beide Bedingungen kénnen nicht gleichzeitig erfiillt werden:

BZ:0:>CQ%—61%:—:O,Ez:0:>03202>03:0$02%+01%:O$01202:0.
(3.117)
Wir betrachten nun zuerst die TE-Moden (E, = 0, B, # 0 fiir [ = m = 0 nicht erlaubt, daher
max. eine ist Null). Wir wollen die niedrigste Frequenz im Fall Ly > Ly betrachten, daher wihlen

wir (I,m) = (1,0).
w2 cm
= w10 = ¢y o5+ K2 > Wer, Wer = - 3.118
Ww=wig==¢c L% + > Werp, W, I, ( )

Im Wellenleiter kénnen sich keine Wellen mit w < w,, ausbreiten. Im freien Raum herrscht eine
lineare Abhéngigkeit zwischen w und k, w = ck. Im Wellenleiter fiir die Mode (1,0) ist dies ein
asymptotisches Verhalten fiir k > 7/L;. Fiir alle anderen Moden gilt

1272 2,2
w—wlmc\/”+m” +k2 (3.119)

Fiir grofie k strebt diese gegen ck. Die TE-Moden gibt es fiir (Im) = (01), (Im) = (10) und fiir
alle (I > 0 und m > 0). Die TM-Moden gibt es nur fiir (I > 0 und m > 0).
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3.8 Green’'sche Funktion der Wellengleichung, Retardierte
Potentiale

Wir betrachten die Lorenz-Eichung. Die nicht-homogenen Maxwell-Gleichungen dann lauten:

1 8% S 1824 4rmo
V2 — - 4 2 2 _ 5 3.120
YT 2 e ™oV c2 ot? ¢’ ( )
Diese 4 Gleichungen haben die selbe Struktur der Wellengleichung;:
1 02w
2 —

Dafiir definieren wir die Green’sche Funktion G fiir Wellengleichung mit

(v? - 182) GUF 7 1) = —Amd(7 — 7)o(t — 1), (3.122)
Die Allgemeine Losung der Wellengleichung (3.121) ist nun

W7 1) = / B A G, 7 ) f(7 1) + Uo7, 1), (3.123)
Dies sieht man, wenn man den Wellenoperator in Gleichung (3.121), auf die obere Gleichung

(3.123) anwendet. Der Summand ¥q 16st den homogenen Teil der Wellengleichung. Jetzt Fourier-
transformieren wir dies nach der Zeit:

dw ~ . 5 .
U(F 1) = / Qﬂ\y(m)e—wt . U(Fw) = / dt U (7, t)et (3.124)
m
Wir setzen dies in (3.121)
dw ;.. 5 w?\ dw 7
—e! — | ¥ =—4 —e 'S 12
/27re (V 23 (r,w) 7r/27re f (3.125)

Die Transformierte Gleichung nennt man Helmoltzgleichung:

<V2 + ?) (7, w) = —4r f(7,w). (3.126)

Speziell in der Physik ldsst man oft die Tilde weg und unterscheidet die normale und Fouriertrans-
formierte {iber das Argument. Die Green’sche Funktion der Helmholtzgleichung ist definiert dabei
als

(V2 + E2)G(F,7') = —4md(7 — 7') (3.127)

Hier ist k = w/c. In Helmholz-Gleichung sowie in der Green-Funktion (3.127) ist k ein Parameter.
Wir machen einen Ansatz Gy (7, 7') = Gi(R), wobei R = |F— #|. Wir betrachten zunéchst R # 0:

2

(V2 +k*)Gr(R) =0 = % [RGy(R)] + k* [RGr(R)] = 0. (3.128)

Die Losung ist klar und lautet

RGL(R) = Ae*E - Be 7" = Gy(R) = %eikR + %e—”@ (3.129)
oder
" e:i:ikR
Gr(R) = AG} (R)+ BG,(R) , G{(R)= 7 (3.130)
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In der Nadhe der Singularitdt R — 0 gilt kR < 1 und

1
+ - 0Py _
Gy (R) o R oder 1%1£n>0 RG;(R)=1. (3.131)

Aus V2 £ = —47r(5(ﬁ) folgt
V2 + k2)GE = —4nd(R 3.132
k

D.h,, Gf sind beide die Green’sche Funktionen der Helmholz-Gleichung, sowie Gy (R) = AG; (R)+
BG, (R) mit A+ B =1.
Nun finden wir die Green-Funktion der Wellen-Gleichung. Wir betrachten wieder die Gleichung

2
<v2 _ 618> GUF 7 1) = —4md(7 — 7)o(t — 1), (3.133)

und fithren die Fourier-Transformation beziiglich ¢ durch. Das ergibt
(V2 4 k2) G(7yw, 7' 1) = —4md (7 — 7')e? . (3.134)
Hier k = w/c. Die Losungen der Gleichung sind die oben eingefiihrten Gf, d.h.,

+/= AN eiiklf;f‘" iwt
G*(Fw, 7' t") = ———=—€e'“". (3.135)

|—» —;,|

r—r

Damit ergibt sich durch die inverse Fourier-Transformation

5t — 1'% 27— )

GE(7,t, 7, t) = 3.136

(71,7 1) o (3.136)
Damit ergibt sich weiterhin als Losung der Wellengleichung:
_’/,t 1\=_ =/

\Ilz/d?’r’ UG ;F_C?:,' "D 4 g, (3.137)

G nennen wir retardierte Green’sche Funktion (wird normalerweise benutzt), sie entspricht der
Kausalitit, da t’ =t — % 7 —7'| <t. D.h., die Quelle im Ort 7 erzeugt die Welle bevor die Welle
im Ort 7 beobachtet wird. Die Verzogerung betragt |7 — 7|/c. G heifst avancierte Green’sche
Funktion. Die Retardierten Potentiale sind somit:

5, PPt — 2|7 = 7|)
o / a (3.138)
L it — =)
- C/d3 T (3.139)

Jetzt wollen wir das noch Analysieren. Wir wéhlen eine Quelle, die im Punkt 7’ zur Zeit ¢’ liegt.
Jetzt fragen wir an welchen Punkten 7 und ¢ das Feld verursacht wird. Diese Punkte liegen an so
genannten Lichtskegel t — ¢/ = 1|7 — /|

Lichtkegel im vierdimensionalen Raum.

3.9 Strahlung

Als Quellen der Strahlung betrachten wir Ladungs- und Stromdichte, p(7,t) und j(f’, t), die in
einem kleinen Bereich lokalisiert sind und wir wollen die Felder E' und B auferhalb dieses Bereichs
berechnen. Wir betrachten harmonisch oszillierende Quellen

p(Ft) = po(F)e ™, j(7.t) = jo(F)e™™! (3.140)
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und erwarten, dass es sich harmonisch oszillierende Felder ergeben: A= Eo(ﬂe_i“t, E = E, (Fe vt
B = By(f)e **. Wir bestimmen erst das Vektor-Potential, denn damit lassen sich auch das ma-
gnetische und elektrische Feld zu finden. Fiir das Magnetfeld gilt B = V x A. Das elektrische
Feld ergibt sich aus der Maxwell-Gl. V x B - %%—? = 47”; Da im AuRenraum j = 0, erhalten wir

E= %V x B. Diese formen wir weiter um
L, ¢ | -
E:—VXB:%VX(VXA). (3.141)
w

Wir kénnen A mithilfe der retardierten Potentialen bestimmen

. 1 = _'/,t— 1|=_ =/ 1 1k|r 7| —iwt . .
A(’F,t) — 7/d37,/ ](T ‘ C|7‘ r |) /dS /.70( )| € :Aoefuut. (3.142)

C c ,,T'_,F’/|

Es ergibt sich also

. 1 Z = ik|F—F"
Ao(r) == /dgr’ % (3.143)

Wir nehmen an, dass die Ausdehnung der Quelle kleiner als die Wellenldnge A = 27 /k ist. Das
heisst es gilt d € A & kd < 27, wobei d ungefahr der Ausdehnung der Quelle ist.

Wir bezeichnen den Bereich der néher als A zur Quelle liegt als Nahzone (statische Zone) und
das Feld in diesem Bereich als Nahfeld.

Den Bereich der weiter als A von der Quelle liegt nennen wir Fernzone (das Feld dort ist Fern-
feld).

Wir wahlen den Ursprung der Koordinaten im Bereich der Quelle.

3.9.1 Nahfeld

In der Nahzone gilt ¢*I™7'l ~ 1. Daher erhalten wir

o 1 Z =y, —iwt 1 t
A t) ~ C/d3 "70|; >H,| /d3 , do( H|) (3.144)

c |7 —

Daher spielen Retardierungseffekte hier keine Rolle. Dies entspricht der Formel aus der Magne-
tostatik (fiir jeden Zeitpunkt ¢). Dasselbe gilt auch fiir ¢(7,¢). Die Felder und die Quellen sind
zeitabhingig. Zu jedem Zeitpunkt kdnnen sie aber miteinander durch die statischen Formeln ver-
kniipft werden. So eine Situation heisst Quasi-Statik.

3.9.2 Fernfeld

In der Fernzone gilt |7 — 7’| > 2T >> |7’|. Daher konnen wir | — 7/| nach 7’ entwickeln.

7= 7| =r — i + .. (3.145)

wobei 77 = 7/r und r = |F]. Wir entwickeln die folgende exakte Formel

- 1 jo( ")etklm=r|
A == [ &3 3.146
o) = ¢ [ R (3.146)
nach 7’ und sammeln die Terme die nicht schneller als 1/r abklingen. Man kann sich leicht
iiberzeugen, dass nur in der Exponent ¢'*™ 7| muss es bis zur ersten Ordnung entwickelt werden.
Das ergibt
ikr
G(kii) + O(1/r?). (3.147)

Ay = / B Fo(F e M LO(1/r%) =
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Nun wollen wir die Felder berechnen:

eikr

B’O(f)—vXA‘O(F)—vX[CT

g(kﬁ)} : (3.148)

Wir wollen wieder nur die Beitrige behalten die nicht schneller als 1/r abklingen. Nun zeigen wir,
dass bei einer Ableitung der filhrende Term aus dem Exponenten kommt:

o eikr eikr 1 ikeikr i de'hr
= (ik - > =— (1 + ) = 21+ O(1/kr)). (3.149)

or r T T kr

Auch beim Ableiten von g(kfi) ergibt sich sicherlich einen weiteren Faktor 1/r. Wir miissen die
Ableitung also nur auf die Exponent in (3.147) anwenden:

ikr k ikr
C X ki) + O /%) = =

By(7) = it x Gk). (3.150)

cr

Daraus wollen wir nun das elektrische Feld berechnen. Es gilt EO = %V X éo. Wieder soll V nur
auf die Exponent e!*” angewendet werden (sonst ergeben sich weitere 1/r Faktoren). Wir erhalten

. ik ikr
Bo(7) = =i x (i x §) + O(1/r?), (3.151)
cr
Es gilt damit
oo . I, ei(kr—wt)
E,Blii, E~-fixB,E,Box — . (3.152)
T

Dies ist eine Kugelwelle. Lokal sieht sie aber als eine ebene Welle mit Wellenvektor k = kii aus.

3.10 Strahlungsleistung

Wir berechnen den zeitgemittelten Poyntingvektor

<§> = i <ReE X Re§> = éRe (EO* % Eo) — éRe (_(ﬁ x BY) x B'O) (3.153)
B 8%Re (ﬁ (EOEO*) - By (ﬁgo)) = 8%77(50@0) (3.154)
- 8]::22 7 x gl +O(1/r?). (3.155)

Damit kénnen wir die abgestrahlte Leistung in den Raumwinkel d2 in Richtung 7 berechnen:

dP = <§> r2dQ (3.156)
Damit ergibt sich fiir r — oo
P K2

Dies ist natiirlich nicht von r abhéngig! Das Verhalten E, B o 1/r ist charakteristisch fiir Strah-
lungsfelder. Es fiihrt dazu, dass <§ > o 1/7? und damit <§ > fir? im Limes r — oo unabhiingig von

r ist.
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3.11 Multipolentwicklung

Wir fithren nun eine Multipolentwicklung von §(ki) aus:

G(kit) = / B Jo(F)e W = / ' Go(F(1 — ikAF +...) (3.158)
Diese Entwicklung ist gerechtfertigt denn k|7 ’| < 1. Das ergibt
Gkit) =g —ikg® + ..., (3.159)
wobei
7O = / &' Fo(7) (3.160)
g = / a3 jo(7) (") (3.161)

Es fallt auf, dass §(© dem elektrischen Dipol entspricht, wobei §(!) sowohl den Beitrag des ma-
gnetischen Dipols als auch den Beitrag des elektrischen Quadrupols beinhaltet. Es existiert kein
elektrischer Monopolterm, da w # 0 ist (die gesamte elektrische Ladung der Quelle ist erhalten
und kann nicht oszillieren).

3.12 Elektrische Dipolstrahlung (Hertzscher Dipol)

Wir betrachten hier den Dipol-Beitrag, d.h.,
eikr

Ao(7) = g, 162
o(7) o’ (3.162)

Wir betrachten eine Komponente von §(®

9" = / &' joi(7') = / &' 3 jor(F)Virh = - / &3 [Vijor()]ry (3.163)

= —iw/d?’r’ po(F)r = GO = —iw/d3r' po (77" = —iwpo, (3.164)

Wobei pgy die Amplitude des oszillierenden Dipolmoment der Quelle ist. Wir haben hier die Kon-
tinuitédtsgleichung Vj + dp/0t = 0 = Vjy = —iwpg benutzt. Damit folgt:

. eik'r ) eikr
A = g\ = —ik Do - 3.165
o(f) = —=9 ik——Po ( )
Fiir das Fernfeld erhalten wir damit
- elkr R oikr
Bo(F) = —]{32 7 X (ﬁ X ﬁo) EO = —k2 7 X (’ﬁ: X ﬁ()) (3166)
r T

Die abgestrahlte Leistung eines el. Dipols pro Raumwinkel ergibt sich als (dabei wollen wir die
6-Abhénigkeit der Strahlungsleistung berechnen):

dP k? w?
arf RS o2 W
aQ ~ sme xg we3 |
Das Ergebnis wird in Abb. 3.2 gezeigt.
Die Gesamte abgestrahlte Leistung eines Dipols ergibt sich durch Integration

4
i x fol* = %Iﬁolzsir?@. (3.167)

P wt L, T a2y W
P:/de—Q: %\pd '271'/0 df sin 6 sin 9:@|p0| (3.168)
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7T
)

X

\/ b

Abbildung 3.2: Strahlungsdiagramm eines Dipols

d/2

—d/2

Abbildung 3.3: Kurze Dipol-Antenne

Elektrische Dipolstrahlung in der Nahzone

Nun wollen wir die elektrische Dipolstrahlung in der Nahzone betrachten. Dort gilt

-

Jo(r")

. 1
Ao (7)== | &3+ ) 1
o) = 1 [ o 2 (3.169)
Die Multipolentwicklung von 1/|7¥ — 7’| ergibt fiir den Dipol-Beitrag
- ik
Dariiber lassen sich E- und B-Feld berechnen
. . 1 7 X B
By = V x Ao = =iV x iy = i ;on (3.171)
= L x By = v x (BXP0) _ 3 Fo) ~ Fo. (3.172)
k 7"2 7"3

Man sieht, dass das E-Feld, wesentlich grofer ist, als das B-Feld, |§0\ ~ k:7°|E_fo\ < |E0| (in der
Nahzone kr < 1). Damit gilt im Nahfeld (nur dal):

|E| o< 1/1°,|B| < k/r? = |B| < |E). (3.173)

3.12.1 Kurze Dipolantenne

Wir betrachten als Beispiel eine kurze Dipolantenne (Abb. 3.3):
Wir legen die z-Achse in Richtung der Antenne. Die Lénge der Antenne ist d ((0,0,d/2) bis
(0,0,—d/2)). Fiir die kurze Antenne gilt d < A, also kd < 1. Der eingespritzte Strom muss
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maximal in der Mitte sein und muss an Endpunkten verschwinden. Fiir eine kurze Antenne ist die
folgende lineare Ndherung verniinftig (wir miissen die hier postulieren):

2 : 21
I(z) = Iy (1 - |dz|) e W = po(z) =1 w—g sgn z. (3.174)
Daraus berechnen wir das elektrische Dipolmoment
/2 Iod
. 4o
Po = / dz zpo(z) =1 — (3.175)
—d/2 2w
und daraus iiber die Winkelverteilung der Strahlung die gesamte abgestrahlte Leistung.
dP W3 ., (Ipkd)? . , (Iokd)?
ab ; - in?f = P = ) 3.176
aQ = 32me " 32mc VT 12¢ (8.176)
_ (ka)?

Wir stellen jetzt die gesamte abgestrahlte Leistung als P = %IgRS dar, wobei R,
Man kann R, als Widerstand interpretieren, das von der Stromquelle, die den Strom Iye™
in die Antenne einspritzt, “erfahren” wird. Auf diesem "Widerstand” wird, wie iiblich, die Leis-
tung P = 13 Rg dissipiert (1/2 wegen ac-Strom). Dabei wird R, Strahlungswiderstand genannt
(Widerstand: 1/c in Gauk-Einheiten entspricht 30 Q im SI, R, ~ (kd)? 50).

1wt

3.13 Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung

Nun betrachten wir §*, d.h. die magn. Dipol und el. Quadrupol Beitrige. Es gilt

g“)::J/d?r’<**vjo< . (3.177)

Wir betrachten die p-te Komponente

) JopTl — JoaTy,  JopTl + Jour,
9 = an/dgr’ rijop = an/dgrl { . T gl (17
7 !

2 2

Der erste Term ergibt

) 00T — JouT! 1 S
S /d3r’ {”“2”“’} = (i x 1fig),, mit iy = /dSTFx To. (3.179)
&
l

Hier my ist die Amplitude des oszillierenden magnetischen Dipols.
Der zweite Term lasst sich wie folgt umformen

7+ Joary, e
Zm/d?”m’“ Jo _an d“zmq (") (3.180)

art.int. T .
part.Int _an/d?’r’%z:wo,q (3.181)
/

/
Kont.~Gl onl/dS ! plwpo (3.182)

=> W” [Qo,zpwlp / &3 (r')zpo(F/)]. (3.183)

l

Dabei ist Qq,i;, das elektrische Quadrupolmoment:

Qo= [ &1l Bl — (1)) (3.184)
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Es ergibt sich also
- L, iw L dw
g(l) = —cn X mg — F %:leo,lpep - gn/d:;r/ (r/)2p0 (3185)

Der letzte Term spielt keine Rolle, da V x (7iF(r)) = 0 und keine Beitrdge zu E- und B-Felder
entstehen. Wir berechnen nun das B- und E-Feld

2 ikr
Bo(l) =V x AO(O) ~ %ﬁ x g Fernzone. (3.186)
und
EM = —ix BV, (3.187)

Damit gilt fiir die magnetische Dipolstrahlung

Gmag) — o x i, (3.188)
Daraus folgt:
e k2 ikr = (1.ma. k2 ikr
Bo(l’ B _C° (i x (T x mg)) Eo(l’ ® = i x i, (3.189)
r T

Dies entspricht den Formeln fiir das elektrische Dipolmoment (Gl. 3.166), wobei E und B ver-
tauscht werden. Damit kénnen wir die gleiche Formeln fiir die Leistung benutzen.
dpP wt oL oe s wt Lo,
diQ = %|m0| sin” 6 = P = @|m0| . (3190)
Wir betrachten als Beispiel eine einfache Stromschleife mit Flache A. In die Schleife wird der
Strom I = Iye™ ! eingespritzt. Damit mo = IyA/c.
w74]§A2 B KtA?12 1 2 k*A2

_ _ 1 _Z
33 @2 3¢ gloftsi Bs=3

=20Q- (k*A)% (3.191)
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4 Elektrodynamik in Materie

4.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

In Zukunft werden wir mikrospkopische Felder mit kleinen Buchstaben beschreiben:

- 10b
b= e -2 = 4.1
Vb=0 Vxe+cat 0 (4.1)
- lo0e 4dm-
e=4 —_— = 4.2
Ve=4drp V xb - e (4.2)

Es gilt also: Mikroskopische Felder: €, b, mikroskopische Ladungs/Stromdichten: p,j. Wir wollen
iiber mikroskopischen Schwankungen mitteln. Die charakteristische Langenskala der mikroskopi-
schen Schwankungen von atomaren Ladungen wird a benannt, a ~ 10~'%m.

Fiir das Mitteln benutzen wir eine Funktion f(7) fir die gilt:

o [d3rf(F)=1

e f(7), in einem Bereich mit charakteristische Abmessung b in Umgebung von 7 = 0 lokalisiert
und glatt

e a Kb A
FEin gutes Beispiel dafiir ist die Gaufs’sche Funktion:
1 —r2/p?
f(7) = PEYCTER . (4.3)
Wir realisierung die Mittelung durch eine Faltung:
F(7 ) = (F) (7.1) = / &' FE 07— ) (4.4)
Damit erhalten wir dann die makroskopischen Gréfen {iber
(@) = E, <5> - B. (4.5)

Wir kénnen nun die Maxwell-Gleichungen schreiben als:

< - 10B
B= B+ -2 = 4.6
\Y% 0 Vx +c8t 0 (4.6)
- 10F 47 /-

Nun miissen wir die restlichen gemittelten Grofien bestimmen. Wir betrachten die Ladungensdichte

P(7) = prrei (7) + pgeb (7). (4.8)

Diese setzt sich aus freien und gebunden Ladungstriger (letztere entstehen durch Polarisation der
Materie) zusammen. Ein beispiel fiir letztere sind sich verschiebende Elektronenwolken (gegeniiber
Kernen) oder bereits existierende Dipole von Molekiilen. Es gilt
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(paen) (1) = [ " £ 7) 52 3 380" = (7o + ), (4.9)
ko j(u)

wobei 7, die Koordinate der Mitte der Molekiile ist und &, ; die Verschiebung der Ladung j in der
Molekiil n beziiglich 7, ist. Daraus ergibt sich

(pgeb) (F) = Y > a3 f(F = (7 + ny) (4.10)
ko j(u)
was wir entwickeln kénnen, denn |@,;| < b:
(pgeb) (7)) = ZZ(]] (F—=7y) — G V(F—Th)+...). (4.11)
ko j(u)

Wir summieren iiber j, d.h., {iber die verschiedenen Ladungen einer Molekiil. Das ergibt
(pgen) ( anf F=T) = > BV =)+, (4.12)

wobei ¢, = Zj(n) g; die Gesamtladung der Molekiil n und p,, das gesamte Dipolmoment der
Molekiil n sind. Wir vernachlassigen alle weiteren Terme.
Der erste Summand muss 0 sein, denn die Molekiile neutral sind. Dann bleibt der Dipol-Term

pgeb anvf Tn =-V, anf Tn ——Vﬁ(F)- (4'13)

Der Vektor P = Yo Do f (77— 7) ist dabei die gemittelte elektrische Dipolmomentdichte bzw. die
elektrische Polarisation.

—

(p) = prrei + (Pgeb) = ptrei — VP (4.14)
Nun gilt
VE = 47 (p) = 47 (prei — VP) . (4.15)
Wir filhren ein neues Feld an: D = E + 47P. Das ist das Verschiebungsfeld. Dann gilt
VD = 47 pprei. (4.16)
Wir wollen nun eine Ahnliche Betrachtung bei der Stromdichte durchfiihren

(een ) (7) = 3037 tgfin (17— 7o) = g VF (7= ) ). (4.17)

ko j(w)

Wir betrachten den ersten Term

DD G f(F =) = o anf ) %1; (4.18)

n j(n)

Der zweite Term ist etwas schwieriger in der Auswertung:

=D Gyt (@ VI = 7)) = (4.19)

n jn)

mit
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o . 1 . . 1 . .
ai(w b) = Zaialbl = 5 Z(aial + alai)bl + 5 Z(aial - alaq)bl
l l

l
3 ; [gt(alai)] b + % Z [Ei X &’} . €itkby

Lk

(4.20)

(4.21)
ergibt sich

7ZZQJVJCT_TTL

(@pj X ) — 3 8t Z Zq]an an - VT —m)]. (4.22)
n j(n) n j(n)
Den letzteren konnen wir Vernachldssigen (el. Quadrupolterm). Wir fiihren die Magnetisierung
ein:

Z Z q; f(F—7p)dn; % am = <Z My 0 (7 — Fn)> (4.23)
n ](n n
und

’I’?ln = % Z qjdnj X dn] (424)
i(n)

Denn m,, das magnetische Dipolmoment der Molekiil ist, ist die magnetisierung M (¥) die gemit-

telte mag. Dipolmomentdichte

Es hat sich also die folgende Relation ergeben

- oP S
<]gcb> = W +cV x M
Damit ergibt sich fiir die Maxwell-Gleichung

(4.25)
10E  4m /- 4 dr [ - opP -
B_,i_7<->:7-ri i) = el 4 — M 4.2
V x ot -\ B [irei + (Jgeb)] p <er+at +cV X ) (4.26)
Die neue Magnetfeld H ist definiert durch
H=B—4rM. (4.27)
Wir kénnen nun die makrospkopischen Maxwell-Gleichungen aufschreiben
- . 10B
B=0 EFE+-——=0 4.28
\Y , VxE+ - (4.28)
- - 19D 4r-
VD = dnppe, VxH-— -2 =7

(4.29)
Dies wollen wir jetzt etwas vereinfachen. Wir definieren freie, markoskopische Ladungsdichte

Pmakr

= Pfrei —
die Polarisationsladung

P = Pext (4.30)

<Pgeb> = Ppol
und die Gesamtdichte

(4.31)
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Ptot = P + Ppol (432)
um.
Jetzt lauten die Maxwell-Gleichungen
- . 108
VB=0, VXE+-——=0 4.33
B c Ot ( )
. . 10D 4m-
VD —dmp, vxi- 12D _ 4z (4.34)
c Ot c

Denn die homogenen Gleichungen haben sich nicht gedndert, kdnnen wir wieder das Skalar- und
das Vektor-Potential einfiihren durch

Jedoch brauchen wir, um die inhomogenen Gleichungen 16sen zu kénnen, Informationen iiber den
Zusammenhang zwischen E und D, sowie B und H.

4.2 Suszeptibilitaten, Dielektrizitatskonstante, mag.
Permeabilitat

Fiir viele Substanzen gelten in schwachen Feldern linieare Zusammenhénge zwischen Polarisation
und Magnetisierung und E-Feld und H-Feld:

— —

P=x.E , M=ynH (4.35)

Man bezeichnet y, elektrische und x,,, magnetische Suszeptibilitdt. Zur Vereinfachung nehmen wir

Isotropie (also normale Skalare und keine Tensoren) und nicht ferromagnetische und ferroelektri-
sche Materialien an. Somit gilt

D=FE+47P = (1 +4nx.)E = ¢E (4.36)

und

B=H+4nM = (14 4nx)H = pH. (4.37)

Die Grofse € heiftt Dielektrizidtskonstante, die Grofe p heifst magnetische Permeabilitdt. Im allge-
meinen sind sie von der Frequenz und dem Wellevektor abhingig. Im Moment betrachten wir e
und p als Konstanten. Beispielsweise gilt fiir Wasser bei 20 °C liegt € bei 80 und p bei 0,999992.
Fiir iibliche (nicht ferromagnetische) Materialien ist |x,,| < 1. Materialen fiir die gilt x,, > 0
heiffen paramagnetisch und Materialien fiir die gilt yx,, < 0 diamagnetische.

4.3 Energiebilanz

Dies geschieht Analog zum letzten Kapitel:

VXEME—:—j . (4.38)

Wir addieren beide Terme:
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1<ﬁaf§+535> :f%j‘ﬁfﬁ(vXE)+E(vXﬁ). (4.39)

Daher ist der Poyntingvektor gleich (Vektoridentitat ausnutzen!)

S = fE x H. (4.40)

Dabei ist

dWm“ /d?’mE (4.41)

die Arbeit die von el/mag. Feldern geleistet wird (Anderung der Energie der freien Ladungen).
Der erste Term bezeichnet die Energiedichtednderung des el/mag. Feldes. Insgesamt gilt

ow, - o
T4 VS =—jE. 4.42
5 T j (4.42)
Hier fiir die Energiedichte des e.m. Feldes wep, gilt
OWem 1 _9B -0D
=—|H—+E— 4.4
ot 47 < ot ot > (4.43)

Wir kénnen we,, noch umschreiben (das ist aber nicht allgemein, nur falls € und p konstant sind):

Owern 1 L0H  -0FE 101/ - 101
= (B2 L E 24 B B+ ED 4.44
ot 47r<“ ar ¢ at> 87rat(“ + ) 87r8( + ) (4.44)
Damit gilt
1 /e s
e = 5= (HB + ED) (4.45)

4.4 Randbedingungen
Wir betrachten eine Randflache zwischen zwei Medien (M1 (€1, p1), M2 (€2, p2))
Bild einer Randfléche, Normalenvektor, Grenzfl&dche, Fl&dchenladungsdichte etc...

Wir schauen zuerst auf die Seite der Grenzfliche und legen ein gaul’sches Késtchen mitten hinein,
iiber VD = 4mp gilt

Doy — Dy| = dno < (132 - 51) -7 = 4ro. (4.46)

Jetzt betrachten wir eine Grenzfliche zwischen zwei Dielektrika (keine externen Ladungen, metal-
lische Schicht). Dann wire ¢ = 0 und die Normalkomponente stetig. Jetzt legen wir eine Kontur

an den Rand der Grenzfliiche iiber V x E + 1%]? =0 gilt

By = By e iix (By = Br) =0 (4.47)

Nun legen wir wieder ein Gauk’sches Késtchen an die Randfléiche betrachten aber das B-Feld
(VB =0)

By =B & (EQ_gl) -1 = 0. (448)
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AZ

Fliache A, Ladung —
o I PP

Vakuum ¢, =1

—0Opol b/2
0
Opol —b/2
—d/2

Fldche A, Ladung @

Abbildung 4.1: Bild eines Platten-Kondensators mit Flache A, Ladung Q und Dielektrikum, wel-
ches nicht den gesamten Innenraum ausfiillt.

10D 4r 7
C

Die letzte Randbedingung erhalten wir {iber die iibrige Maxwellgleichung V x H— S = 7.

Wir betrachten wieder die Kontur und erhalten

T L LN 4r
Ty — fy = ="K x it e i x (Hy — ) = K. (4.49)
C C

An der Grenzflache zwischen zwei Dielektrika gibt es keine freien Ladungen, damit gilt in diesem
Fall:

4.5 Elektrostatik in Materialien

Wir betrachten

VD =4mp =V (G(F)E(F)) =dnp. (4.51)
Wenn e konstant ist (unabhéngig von 7) bekommt man

_Amp

VE(7) = -V3p (4.52)

€

Wir betrachten eine Grenzflache zwischen zwei Dielektrika (€1, €2). Dies stellt eine typische Situa-
tion dar. Ein spezialfall davon ist e = 1 (Vakuum). Die Losungstrategie dabei ist: die Gleichung
(4.52) in beiden Bereichen entsprechend 16sen und die Randbedingungen an den Grenzflichen an-
wenden. Da Vx E im gesamten Raum gilt, gibt es ein Potential ¢, welches stetig an der Grenzflache
ist.

4.5.1 Dielektrikum im Kondensator

Wir betrachten einen Kondensator wie in Abb. 4.1. Alle Felder hier sind entlang z-Achse ausge-
richtet, d.h., D = D(2)é., E = E(2)&,, P = P(z)&.. AuRerhalb des Kondensators (|z| > d/2) ist
D = 0. Fiir |2| < d/2 gilt VD = 0 (Da D nur die freien Ladungen erfasst ist dies iiberall im Innen
des Kondensators gleich grok.). Es folgt daraus %—? =0, D(z) = const. Uber die Randbedingungen
an den beiden Platten gilt D = 4no = 4w Q/A. Hier 0 = Q/A ist die Ladungsdichte auf der
unteren Platte. Daraus kénnen wir £ und P finden:

D 0 Vakuum
E= { D/e P= { ﬁ(D —F)= ﬁe_lD Dielektrikum (4.53)

€
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Nun wollen wir die Kapazitiat des Kondensators berechnen. Dazu berechnen wir zuerst die Span-
nung

d/2
U= p(—d/2) — p(d/2) = /d/2 Ed:= % +D(d—b) = (2 +(d— b)) .47% =C71Q (4.54)

daraus folgt

_ 14
T Ambfe+ (d—b)

Betrachten wir nun den Fall b = d (Kondensator vollig vom Dielektrikum ausgefiillt). Dann gilt

(4.55)

1 €A
C= E? = 600 s (456)

wobei Cy = A/(4nd) die Kapazitdt ohne Dielektrikum (im Vakuum) ist. Im allgemeinen Fall
(b < d) gilt dann

4
bje+ (b—d) "
wobei Cy = A/(4nd) die Kapazitit im Vakuum ist (C' = eCp).
Néchst betrachten wir die Grenzflache zwischen Vakuum und Dielektrikum (z.B. die untere). Die
Polarisierung P ist nicht stetig. Es gilt

C=0Cy- (4.57)

Vﬁ = — <pgeb> = Opol = —(ﬁdiel - ﬁvak)ﬁ ) (4'58)

wobei opo1 die Polarisationsflichenladungsdichte unteren Grenzfldche ist (siehe Abb. 4.1). Jetzt
kénnen wir o1 berechnen:
e—1D  e—1

— _ — 4.
Opol e - o, (4.59)

Dies ist auf den Grenzflichen vorzufinden. Sie entsteht durch eine Verschiebung der gebundenen
Elektronen und Protonen. Es ist also ein Atomarer Abstand (Schicht) an den Grenzflichen (eine
negativ, eine positiv). Deswegen ist im Dielektrikum keine Ladungsdichte, sondern nur an den
Réndern.

Nun betrachten wir den Grenzfall € = oco. Dann folgt opo1 — —0 und E — 0. Dies wére gleich
dem Fall wie bei einem Metall. Daher eine Vollstdndige Abschirmung.

4.5.2 Punktladung und Dielektrikum

Wir betrachten eine Punktladung mit Lotabstand a zu einem unendlichen Dielektrikum mit € > 1.
Wir legen die Punktladung auf die x-Achse und das Dielektrikum orthogonal dazu. Es gilt im
Vakuum

D = E = VE = 4n¢0(F — aéy). (4.60)
Innerhalb des Dielektrikums gilt

D=¢E = V(E)=0= VE = 0. (4.61)

Die Randbedingungen (z = 0) lauten: EH,V = EI\,D§ E, v = €E| p. Dieses Problem kénnen wir
mit Bildladungen bestimmen. Fiir das Feld im Vakuum legen wir eine Spiegelladung ¢’ an die
Position (—a,0,0). Fiir das Feld im Dielektrikum benutzen wir eine Ladung ¢’ an der Position
(a,0,0). D.h.,
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. q|’r‘r ;eefﬁ + q/ \:j_;eezﬁ T > 0(V>
B() = (4.62)

¢ s z < 0(D)

Die Werte von ¢’ und ¢” lassen sich durch die Randbedingungen bestimmen. Zuerst betrachten
wir die y-Komponente des E-Feldes an der Grenzflache, d.h., fiir x = 0:

Y ’ Y o Y '
q(a2 +y2 +z2)3/2 +4q (a2 +y2 +22)3/2 =9 (a2 +y2 +22)3/2 =qtqd=q. (4'63)

Das gleiche gilt fiir die z-Komponente. Nun Betrachten wir die orthogonale x-Komponente (Ey =
€ED):

—a / a 7 a / 7
+ =— =q—q = . 4.64
T2z 12232 T T (@2 1 2 1 22)32 C @@ rypr2pr 17174 (4.64)
Daraus ergibt sich
/ e—1 1 2q
=— = 4.65
q q€ 1 q et 1 ( )

Nun betrachten wir wieder die Grenzfélle
e c=1=¢ =0,q" =g, iberall im Raum das Vektorfeld der Punktladung
e c=00= ¢ = —q,q¢" =0, wie bei einem Metall, kein elektrisches Feld im Dielektrikum.

Die Linien des E-Feldes werden beim Ubergang ins Dielektrikum gekriimmt.

4.5.3 Dielektrische Kugel in einem homogenen elektrischen Feld

Es gebe ein homogenes duferes (angelegtes) elektrisches Feld EO und eine Kugel mit der dielektri-
schen Konstante € und dem Radius R. Fiir sehr grofSe Absténde - gilt natiirlich fiir das resultierende
elektrische Feld E(r > R) = Eo = Fpe,. Weil V x E=0 gilt E= —V ¢, zudem gilt VD =0 und
damit

- E,r>R(V)
D= A 4.66
{ ¢E,r < R(D) (4.66)
Wir versuchen die Laplacegleichung (V2¢ = 0) fiir die zwei Bereiche zu losen:
V3 =0= ¢(F) = E:Z:Amr+& )Y (6, ). (4.67)

=0 m=—1

In diesem Abschnitt bezeichnen wir das Skalarpotential mit ¢ und den Winkel in sphérischen
Koordinaten mit ¢.
Wegen der axialen Symmetrie gilt die Vereinfachung

7) =3 (Air' + Bior™' ™) - Yie(0) (4.68)
=0

mit Yio = 1/ 2L P(cos ) (P(z) sind die Legendre-Polinome).

Im Innenraum miissen alle Koeffizienten By verschwinden, denn sonst wiirde ¢(7) fiir ¥ — 0
divergieren. Es gilt nun (r < R)

o(r,0) = i Ar' Py(cos b)), (4.69)
=0
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im Aufenraum hingegen (r > R)

oo

¢(r,0) = (Bir' + Cir =" 1) Py(cos 6). (4.70)
=0

Wir analysieren die erste Randbedingung bei r = oo
E=FEy, = ¢=—Eqz=—Egrcos = —EgrP, (cos®) , (4.71)

(P () = ). Damit gilt By = —Ey und B; = 0 fiir | # 1. Nun analysieren wir die Randbedingungen
bei r = R.

1. Ej stetig = 8—‘15‘ = 9¢
[ 87 00|, _pyo 00

2. ¢ stetig = ¢|T:R+0 = 9l—r_o

r=R—0

Y

3. D, stetig = 22 =
L J r=R+0 or

or

r=R—0

Aus (2) folgt RA; = —REp + C1/R? fiir [ = 1 und

C
Y
RA = RI+1
fir I # 1.
Aus (3) folgt €A; = —Ey — 201 /R3 fiir [ = 1 und
_ G
AR A = —(1+ 1) 2z

Die beiden Bedingungen fiir [ # 1 ergeben nur die triviale Losung A; = 0 und C; = 0. Damit
bleiben wir ausschliesslich mit [ = 1 und miissen noch A; und C7 bestimmen. Wir erhalten

3 e—1
Ay =-FE C1 = R’E
1 0 g 1 0 o
Damit folgt fiir das innere Feld
¢=- 5 Eyrcosf = — 5 Ey-7 (4.72)
T2 T2 '
und fiir das &ufsere Feld
e—1_ R? o e—1 4 Ey-7
¢ = —Eyrcosf + H_—2E0r—2 cos = —FEy-7+ p— 3 (4.73)
Innerhalb der Kugel ist somit das Elektrische Feld
-3 F (4.74)
T €+2 0> .
und die Polarisation ist damit
. D—-E e—1-~ —1=5
P= _ g o3 el (4.75)

4 dr 0T Ar e + 2
Diese ist homogen {iber das ganze Volumen der Kugel verteilt. Das Dipolmoment der Kugel kann
jetzt dariiber bestimmt werden. Es gilt

e—1

— 23350. (4.76)

L4 .
ﬁ:V~P:§7rR3-P:
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Bild einer Kugel mit und ohne Fl&chenladungsdichte.

Jetzt betrachten wir den Aufienbereich der Kugel. Wir beobachten aus (4.73), dass es gilt

¢(F) = —Eof + — , = R3E. (4.77)

7P e—1
r3
Wir sehen, dass sich dies aus dem &ufleren Feld und dem Feld eines Dipols in der mitte der Kugel
zusammensetzt.

4.6 Dielektrische Funktion, Lorentz-Modell

Wir betrachten schwache Felder in homogener Materie und untersuchen die Polarisation. Im all-
gemeinem gilt die lineare Antwort:

—

Blt) = / Bt yo(F— 7t — 1) B 1. (4.78)

Das . ist die elektrische Suszeptibilitit. Hier wird das elektrische Feld im Ort 7/ zur Zeit ¢/, d.h.,
E(7,t'), als (schwache) Stérung betrachten die die Polarisation P(7,t) verursacht. Die Suszepti-
bilitdt y. héngt nur von ¥ — 7’ ab, weil die Materie homogen ist. Die Suszeptibilitéit y. hdngt nur
von t — t' ab, weil die Zeit homogen ist.

Das Integral in (4.78) kénnen wir nun Fouriertransformieren. Es handelt sich um eine Faltung und
es gilt

ﬁ(va) :XE(va)'E(EaW)' (479)
Jetzt betrachten wir die dielektrische Verschiebung D

- = — - = — -

D(k,w) = E(k,w) + 4 P(k,w) = |1+ 4nx(k,w)| E(k,w) = e(k,w)E(k,w). (4.80)

Damit haben wir die dielektrische Funktion e(k, ) definiert.

4.6.1 Lorentz-Model

Nun betrachten wir ein Modell, welches die lineare Antwort nadher beschreibt. Wir betrachten
die Elektronen und Kerne des Materials. Die Elektronen sind verschiebbar und wir wollen die
Bindung zwischen Kern und Elektron als harmonischer Oszillator modellieren. Die Verschiebung
des Elektrons heisst d@. Die Bewegungsgleichung lautet

m(@ + v + wid) = F(t) . (4.81)

Dabei ist v der Reibungskoeffizient der die Dampfung (Energieverluste) beschreibt. Die auf das
Elektron wirkende Kraft wird mit F(t) = ¢E(t) bezeichnet. Als Stérung betrachten wir das elektri-
sche Feld einer ebenen Welle: E = Eoei(’;?_“t). Als Ursprung der Koordinaten kénnen wir den Ort
des Kerns annehmen. Dann gilt E = Eoei(EE_Wt). Wir nehmen an, dass die Wellenldnge viel groker
als |d@| ist (|@| ~ Abstand zwischen Atomen). Dann gilt E ~ Ege~ ™! und die Bewegungsgleichung
lautet

m(d + @ + wid) = qEge™ ™" . (4.82)
Die Losung wird in der folgenden Form gesucht: @(t) = @ge™ '«
Dies setzen wir in die DGL ein:

—

qEo
m(—w? — iwy + wi)’

2

m(—w? — iwy + w?)dy = qEy = @y = (4.83)

Dies kénnen wir zur Bestimmung des Dipolmoment nutzen
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, mit g = (4.84)

oder

Do =e(WEy , a(w)= , (4.85)

wobei a.(w) heisst die elektrische Polarisierbarkeit des Oszillators.

Néchst berechnen wir die Polarisation P(7,t) = > P (¢)0(7 — 7). Hierbei z&hlt der Index k die
Oszillatoren (z.B. Atome) die sich in den Orten 7 befinden. Es ergibt sich P(7,t) = Py(r)e™ !
mit

Py(7) = <Z o~ 437 7i) >Eo(f‘). (4.86)

2 _ 2 i
- wop — w? —iwyg)

Hierbei bedeutet (...) das Mitteln mithilfe der Funktion f(7) (Das elektrische Feld ist schon eine
langsam variierende Funktion und muss nicht gemittelt werden). Das ergibt

A=Y — g, (1.87)
k

2 2 _
Wi — w? — iwg)

Wir nehmen nun an, alle Oszillatoren seien identisch, also qx = q, v = v, mr = m, wor = wo
Wir fithren die Dichte n der Oszillationen ein. Damit gilt

a*n

Py = Ey = x.Ey . 4.88
0 m(ws — w? — iwy) 0 = Xefu0 ( )

Also
g°n

m(wd — w? —iwy)

Xe(w) = (4.89)

Im fall von Elektronen gilt ¢ = —e, damit gilt fiir die dielektrische Funktion

4mne?
— 1+ dry(w) =1 . 4.90
() = 1+ dmxe () = 1+ oy T (4.90)
Bild der Dieelektrischen Funktion (Realteil und Imagindrteil)
Bei mehreren Arten von Oszillatoren mit Dichten n; gilt einfach
_ ) _ 2 nj
ew)=1+ ;47TX6 (w) =1+4me ZJ: @ — o — i)’ (4.91)

4.6.2 Kausalitat

Wir betrachten jetzt ¢(w) als Funktion einer komplexen Variable w also in der komplexen Ebene
von w. Fiir Im(w) > 0 ist €(w) analytisch. Das bedeutet, dass x.(w) (und auch €(w)) keine Pole in
der oberen Halbebene hat. Diese Eigenschaft bedeutet Kausalitdt. Um dies zu verstehen betrachten
wir die Fourier-Transform:

Xe(t —t') = / %Xe(w)e—iW<t—t’> ) (4.92)

Fiir t < t' ist die Exponent e~ (=) exponentiell klein fiir Im(w) > 0. Dann koénnen wir das
Integral in der oberen Halbebene abschliefen. Dort gibt es keine Pole und damit x.(¢t —t') = 0 fiir
t < t'. Das ist die Kausalitat. Denn gilt

P(t) = / At'xe(t —tE(t) (4.93)
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verstehen wir, dass das E-Feld in der Vergangenheit kann nicht die Polarisation in der Zukunft
erzeugen.

4.7 Elektromagnetische Wellen in Materie

Die Maxwell-Gleichungen in der Materie lauten

L . 10B
VB = VxE+-——=0 4.94
; xE+-— (4.94)
. . 190D 4r-
D=4 VxH-—-"2=247 4.95
\Y ™ , X - o) (4.95)

Denn die homogenen Gleichungen haben sich nicht gedndert, kénnen wir wieder das Skalar- und
das Vektor-Potential einfithren durch

Wir betrachten ein homogenes, isotropes Medium mit e(w), pu(w). Wir transformieren diese Glei-
chungen per Fourier-Transformation.

L. WL iwe Ama

kD = drp, ikxH+YD=""; (4.96)

¢ c
— e — — g lw -
B =ik x A, E=—-ikp+ —A (4.97)
¢

Wir machen die Annahme, dass es keine Quellen gibt (p,7 = 0). Der Zusammenhang zwischen
den Feldern ist D(k,w) = e(k,w)E(k,w) und B(k,w) = pu(k,w)H (k,w). Aus den Gleichungen folgt

numn.
- Lo o iw —
=ik-D =0 = iek <—1k:g0 + cA) =0 (4.98)
:>il¥;'><ﬁ+wﬁzo:»iu—1/€x(z’ExfTHM(—z’Engrlw/Y) =0 (4.99)
& C C

Wir wéhlen die Coloumb-Eichung (Ef_f = 0). Aus der ersten Gleichung dann folgt ¢ = 0. Die
zweite Gleichung dann ergibt

i 1E x (i/%'xA’)Jrl%e (ljfi') ~0.

2
<v2 - 62&2) A(7t) =0 (4.100)

Dies entspricht der Wellengleichung im Vakuum, jedoch mit der Geschwindigkeit ¢’ = ¢/, /en. Fiir
die Losung der Wellengleichung kénnen wir eine ebene Welle ansetzen: /T(F, t) = Agelk™=wt) Eg
gilt

- c2 - c2 -
w? =?k? = —k* = Sk, (4.101)
E€n n
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wobei n der komplexe Brechungsindex ist, n(w) = n,(w) + ik(w). Die direkte Folge daraus ist
n?w?

k? = ——,
C

k=Fk'+ik". (4.102)

Im Allgemeinen zeigen k' und k” nicht in die gleiche Richtung (Ebenen der konstanten Phase
und konstanter Amplitude nicht parallel). Jetzt betrachten wir aber eine nicht allgemeine Situation
k' | k”. Dann gilt

k=kéey, k=—=—. (4.103)

Damit kommen wir iiber A4k = 0 auf A'J_é}v Es gibt also zwei Polarisationen, wie im Vakuum.
Es gilt also

A(7 t) = AgeFT=0 Ay = a18) + azé. (4.104)

mit €; L €, und &5 L €. Dariiber erhalten wir

A7) = Ao =0 = Agexp [i ("2 - wt) ]| e~ 07 = Ay - . (4.105)
c
Damit gilt
. _ N iw -
E(’I’7t) = EO -T 5 EO = 7AO (4106)
C
5(7:: t) = EO -T y EO = 1];: X go = né'k X EQ (4107)

Wir betrachten nun die Eigenschaften

e Transversalitit: EOLE, EOLE wie im Vakuum

e zwei lineare Polarisationen, im allgemeinen elliptische Polarisation. Fiir lineare Polarisatio-
nen ist Fyl By, wie im Vakuum.

e Phasengeschwindigkeit v, = ¢/n,
e Wellenlidnge A = (27¢)/(nyw) = Aog/ny

e Aplitudenverhiltnis und Phasenverschiebung n = |n|e!® mit § = arctan(x/n,). Dariiber
ergibt sich B(7,t) = |n|éx x E(7,t — 6 /w)
o [n| =|B(F,t+ 6 /w)l/|E(F,1)]
Der Dampfungsfaktor ist

e e~ er/d (4.108)

Wir nennen d = ¢/(wk) die Eindringtiefe (so tief kann die Welle in die Materie eindringen). Denn
iiblicherweise p = 1, kénnen wir annédhern

d-! = %Im@z %Im\ﬁ . (4.109)
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¥

Abbildung 4.2: Brechung auf einer Grenzfliche zweier Medien.

4.8 Reflexion und Brechung

Wir betrachten eine Welle, die auf eine Grenzflache zwischen zwei Medien einféllt. Diese wird nun
teilweise reflektiert und teilweise gebrochen (siehe Abb. 4.2). Wir definieren «. als den Winkel zwi-
schen einfallender Welle und Fldchennormale, «v,. zwischen reflektierter Welle und Flichennormalen
und oy der Winkel zwischen gebrochener Welle und Fléchennormale. Wir vernachléssigen nun den
Imaginéarteil des komplexen Brechungsindex. Das heisst, das untere Medium wird durch den Bre-
chungsindex n; = /e;p1 € R und das obere Medium durch den Brechungsindex ny = /e € R
charakterisiert . Es gilt

Ao (7 t) = Aggelher—ee) (4.110)

und damit analog dies fiir A, und zﬁfq. Die Winkelbeziehungen erhalten wir aus folgenden tiberle-
gungen bei den Randbedingungen. Bei z = 0 gilt:

o Ej(z=-0)=E|(z = +0)

. ﬁH(z =-0)= ﬁH(z = +0)

e aE (2= —0)=eE, (2 = +0)

o mHi(z=—0) = pH, (2 = +0)
Es folgt

A(z = —0,2,y,t) = AgelFezttheyy=wet) "B F (7 = —0) o A,. (4.111)

Dies gilt wiederum analog fiir r und g. Wir verstehen, dass die Randbedingungen nur dann erfiihlt
werden konnen, wenn die Exponenten el(F=®+Fsy=wt) aller drei Wellen auf der Grenze (z = 0)
gleich sind. Das bedeutet we = w, = wy = w und key = kry = kge = kg und key = kypy = kgy = ky.
Die Vektoren Ee, Er und Eg liegen in einer Ebene, die durch l;e und €, definiert wird. Wir wahlen
das Koordinatensystem so, dass k, = 0 wird. Nun benutzen wir die allgemeine Formel: k = nw/c:

ex = kesinae =ni(w/c)sina,
re = krsino, =nq(w/c)sina, (4.112)

gz = kgsinay, = ng(w/c)sinay

k
ky =1 k
k

Daraus folgt
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Abbildung 4.3: Schaubild zur ersten Polarisation (Das E-Feld zeigt in die Papierebene, da H-Feld
in die Einfallsebene).

oar =0c =01 und ngsino; =ngsinag, oy = g (4.113)

Dies nennt man Snellius-Gesetz. Fiir die z-Komponenten gilt

w
ke, = kocosay =nq = Ccos o1
w
kr,z = _kr COS(x; = —nNn1— COS (1
c
w w n?
ko » =k, COS g = Ng— COS g = Na—1 |1 — —L sin? oy (4.114)
g, g c c n2

2

Fir (n1/ng)sinaq > 1 ist k, . imaginér. Dies ist der Fall der Totalreflexion.

4.8.1 Intensitiatsbeziehungen

Jetzt wollen wir die Intensitdtsbeziehungen aufstellen. Wir benutzen die Beziehungen:
E="A|A B=ikx A, E,BLk, ELB (4.115)
c
Es gibt zwei Polarisationen. Im ersten Fall gilt: H|| Einfallsebene und E « AL Einfallsebene (siche
Abb. 4.3). Im zweiten Fall ist dies einfach umgekehrt. Der allgemeine Fall ist die Superposition
beider Fille, wir betrachten sie einzeln.

Polarisation 1

Wir wollen den ersten Fall explizit 16sen. Wir schreiben alle Randbedingungunen auf. Es gilt

Eyz2=-0)=Ey(2=0)= Acy + A4, =4y, (4.116)

und

pH,(z2=-0)=pueH,(2=0) , uH,=1ik; Ay, , kex =kry =kgr. (4.117)

Damit folgt das Gleiche und wir erhalten keine neunen Informationen. Die Bedingung der Stetig-
keit der Senkrechtskomponente des D-Feldes o 1(z=-0)= o) 1 (2 = +0) ist trivial erfiillt, da
es keine Senkrechtskomponente in der Polarisation 1 gibt. Nun betrachten wir die letzte Randbe-
dingung ﬁH(z =-0)= ﬁ‘|(z = +0). Denn es gilt pH, = —ik, A, erhalten wir

i (RezAey + krzAry) = p3 kg2 Agy. (4.118)
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Wir benutzen zuerst die Beziehungen zwischen den Wellenvektoren (siehe 4.114). Damit folgt aus
der Gleichung (4.118)

M cos(ar)(Aey — Ary) = -2 cos(az)Ag.y- (4.119)
M1 H2
Nun haben wir zwei Gleichungen (4.116 und 4.119) fiir zwei Unbekannte A, , und A, ,. Die Lésung
lautet

Egyy _ Agy _ 2n cos o (4.120)
E., Acy nicosa + n2 COS (g

und

E,«,y A,«,y N1 COS Qv — %nQ COS Qi Snellzus,ﬂf\,l s1n(a1 — O[Q) (4 121)
E., Acy mnicosa —|— fina cos ap sin(ag + ag)’ ’

Ublicherweise vereinfachen sich diese beiden Gleichungen, da 1 = pe =~ 1 ist. Wir wollen die
Intensitaten berechnen. Wir betrachten den Poynting-Vektor S = 4’TE x H. Denn H = " -1 =
p ik x A, E = i(w/c)A, und |k| = nw/c, erhalten wir | S| o (n/u)|E|2 ~ n|E|?). Es ergibt sich
der Reflexionskoeffizient von

1S..]  micosaq |Epyl? u=1 sin?(ag — )

R = = ’ = . 4.122
|Se,2|  micosai|Eey|? sin? (g 4 ) ( )

Beachten Sie, dass die z-Komponenten des Poynting-Vektors hier benutzt werden miissen. Fiir den
Transmissionskoeffizient erhalten wir

T - |Sg,=|  macosas |Eg.y|? _ 4dngngcosajcosaz  sin2ag sin2an (4.123)
|Se.2|  micosaq |Eeyl?  (nicosaq +mngcosaz)?  sin?(ag + ag) '
Es gilt R+ T =1 (Energieerhaltung, die Absoption wurde vernachlassigt.)
Polarisation 2
Fiir die Polarisation 2 gilt hingegen
H., Ll N2 COS (] — M1 COS (2 jp=1 N2 COS 1 — My COS Ay _ tan(a; — ag) (4.124)
H., M ELps cos o 4 ny cos ao ngcosaj +njcosay  tan(a; + az) ’
und
Hy, _ Qﬂnz cos ay pu=1 2n9 COS a1 _ 2sin 2a (4.125)
H,, Zl N9 COS 11 + M COS (g N9 COS 11 + M COS (g sin 21 + sin 2as
Damit folgt fiir den Reflexionskoeffizient (|S| oc (u/n)|H|? =~ (1/n)|H|?)
S, H,, > tan?(a; —
R — | "",Z| _ | Tyy‘ _ ( 1 2) (4126)

|Se,Z| B IHe,y|2 B tanz(al +042).

Dieser unterscheidet sich stark von der Polarisation 1. Wenn a; + as = 7/2 so kommt es zu R = 0
und damit zu keiner Reflexion bei Polarisation 2. Es gilt
n n
cos ; = sin avg Mit sinay = 2 sin a9 = tana; = =2 (4.127)
ni ny
Den Winkel a1 nennt man dabei Brewsterwinkel.

Schaubild von R in Abh&ngigkeit zum Winkel fiir
Polarisation 1 und 2 (n1l<n2) (Brewsterwinkel!)
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z
5
/
zon k
%
. Qe | Oy
ke ™

Abbildung 4.4: Brechung mit Absorption.

Schaubild von R in ... (ni1>n2) (Brewsterwinkel totalreflexion)

2
Fir a; =0gilt R = R = (M) )

ni+nz
4.9 Brechung und Reflexion an der Grenze eines
absorbierenden Mediums
Wir nehmen an p; = p2 =1, ny = (/€1 € Rund na = /€2 = no, +ikg € C. Fiir den Wellenvektor

gilt nun

- nw? =1 w?
2 - ‘a (4.128)

Wenn e komplex ist, ist auch der Wellenvektor & komplex (I; =Fk’+ik”) und k' und k" miissen
nicht parallel sein. Im allgemeinen zeigen dabei die beiden Komponenten von k in unterschiedliche
Richtungen. Das gilt jetzt fiir Eg, also lg;g = Eq' + iI;g . Analog zu dem Fall ohne Absorption
erhalten wir

keog=kro=kgo=ks , key=kry=kyy =k, =0 (Einfallsebene!) (4.129)

Natiirlich alle drei Frequenzen sind auch gleich. Daraus folgt, dass &, = 0 (weil k¢ . reell ist) und
damit ist k,"”||€. (siche Abb. 4.4).
Uber den Zusammenhang k? = n?(w/c)? folgt nun

kew = kesinae = n1% sinae
ky=1Q krz=krsina, =m%sina, | <o =a, = ae (4.130)
— [
kgr=mn “sin o

Fiir den komplexen Vektor Eg gilt Eg =k, +k2. = (w/c)e.

Es gilt fiir die z-Komponente
w - 5
kg > = — Ve —easin"o eC. (4.131)

Die Eindringtiefe ist nun

1 061:0 C 1 &
_ o - 4.132
k;z wlm /62  wks ( )

Wir betrachten nun die Intensitédtsbeziehungen. Fiir die Polarisation 1 gilt nun

d
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2
ny cosay — y/n3 —n?sin® a;
R, = . (4.133)

ny cosay + y/n3 —n?sin® a;

2

Fir a; = 0 vereinfacht sich R zu

o |V Ve

Ve Ve

. 2
N1 — N2y — 1R2
ni + No, + iko

(4.134)

4.10 Elektromagnetische Wellen in Metallen

Wir betrachten nun Materialien mit frei beweglichen Elektronen. Die Leitfihigkeit sei o(w) und
die Stromdichte damit j(w) = o(w)E(w). Wir betrachten nun die nicht homogenen Maxwell-G1.

i x H (R w) + 2B w) = 5 w) (4.135)
C C
ikD(k,w) = Amp(k,w) (4.136)

Mithilfe der Kontinuitétsgleichung /_f'j = wp und der Beziehung D = ¢E erhalten wir

ik x H(k,w) + % [e(w) - go(w)] E(k,w) =0 (4.137)
e(w) — ga(w)] ikE(E,w) =0 (4.138)

Wir definieren
() = efw) — <o (w). (4.139)

Wir betrachten nun ex(w) als dielektrische Funktion eines leitenden Mediums. Hier e beschreibt
die gebundenen Ladungen, wobei o beschreibt die freien Ladungen. Wir bezeichnen nun ey, als ¢
und das Alte € als €ge,. Wir verallgemeinern nun das Lorentz-Modell, sodass es auch fiir ein Metall
gilt.

Drude-Modell Wir betrachten weitere Oszillatoren, die den freien Elektronen entsprechen. Daher
ihre Frequenz wy = 0, die Ddmpfung sei vy = 1/7:

w1 .
m (F—i— F) =qE(t) (4.140)
T
Daher gilt
( )_1+Z 47Tnj62 n 47Tnf€2 (4.141)
W= - mj(wi —w? —iwy;)  m(-w? —iw/T)’ '
€geb (€)
Wir vergleichen, dies mit den Ergebnissen aus den Maxwell-Gleichungen:
4
€(w) = €gen(w) — dmolw) (4.142)
iw

Daraus folgt fiir o(w), aus der vorletzten Gleichung:
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o(w) =

Dieser Zusammenhang nennt man Drude-Formel. Im Grenzfall kleiner Frequenzen wr < 1 folgt
bei Néherung

(4.143)

m 1/7 —iw’

2
ow)~ YT =5 (4.144)

m
und op heisst die Drude-Leitféhigkeit. Damit gilt fiir beliebige Frequenzen

0D
o(w) = . (4.145)

Fir wr < 1 kénnen wir

47TO'D w<op 47TO'D
w) ~ — ~ - 4.146
6( ) EgEb iw iw ( )
anndhern. Fiir gute Leiter gilt op7T > 1. Daher folgt aus wr <« 1 die Relation w < op. Wir

betrachten als Beispiel Kupfer:

1/7=37-108s' op=58 -10"s ' = opr =1.6-10" > 1. (4.147)
Wir definieren
4rn pe? 4
wp = | L \/ "9 (4.148)
m T

als Plasmafrequenz. Wir erhalten w,™ = v/4mop7. D.h., im guten Leiter gilt auch w,7 > 1.
Bei niedrigen Frequenzen ist egep, eine reelle Konstante. Es folgt

w2 w2 W21
S TR S/ T DI (. LA 4.149
€(w) = €gob w(w+1i/7) <6g b2 72> +1 (w(w2 + 72)> ( )

Es ergeben sich drei interessante Bereiche: w < 1/7, 1/7 K w < wp/,/€gep und w > wyp/ . /€geb-

4.10.1 Skin-Effekt

Im Bereich der niedrigen Frequenzen wr < 1 findet der Skin-Effekt statt. Es folgt w < op und
damit € & —4wop/(iw). Wir berechnen den Reflexionskoeffizient fiir Brechung an einer Metal-
loberfliche. Die Einfallswelle breitet in einem Dielektrikum (e; ~ 1) aus. Der Einfallswinkel sei
a1 = 0. Wir benutzen die oben hergeleiteten Formeln

R= @_@2%‘1_@2 (4.150)
Vatvel |Trva
Es gilt fiir die dielektrische Funktion e; im Metall
1+i /4mwop
€9 = , €| > 1. 4.151
va=—=\ =, Vel (4.151)
Daher erhalten wir volle Reflexion, R = 1. (Metalle sind gute Spiegel.)
Die Eindringtiefe erhalten wir dann {iber
1
= £ ¢ (4.152)

o ;Im\/é - V2mopw
Beispielsweise bei Kupfer w = 27 x 10°Hz folgt eine Eindringtiefe von d = 2 -10~*cm. Fiir
w = 27 x 50Hz folgt eine Eindringtiefe von d =~ 1cm. Daher flieft der 50Hz-Strom in einer
Schicht von ca. lcm.
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4.10.2 Plasma-Wellen
Transversale Wellen im Bereich wr > 1.

Wir betrachten nun den Fall wr > 1. Hier eine gute Naherung fiir die dielektrische Funktion
(siehe 4.149) lautet

w2

€(w) & €geb — w—g. (4.153)

Wir vernachléssigen hier den Imaginérteil von e(w). Damit kénnen wir den Brechungsindex be-

trachten
ik =1y /w2/w? — €geb, W < Wp/\/Egob
n(w) = Ve(w) = ? £ peveE (4.154)

N, = 4 /€geb — wg/wz, w > wp/\/€geb

Im ersten Fall, w < wp/,/Egeb, haben wir dann laut (4.150)

1— e
1+ /e
Das heisst es ergibt sich volle Reflexivitat. Das Metall ist ein guter Spiegel.

Im zweiten Fall, w > w,/, /€seb ist n reell. Das heisst das Metall ist in diesem Frequenzbereich
(Ultravioletten) durchléssig. Die Dispersionsrelation in diesem Fall ergibt sich aus

.2
1—1ix

1+ik

(4.155)

2

2

2
wi= gt — S g2 (4.156)
n2 w
€geb — %
Dann folgt
w2 + k>
wr=2 (4.157)
€geb

Longitudinale Wellen: Plasma Wellen

Wir betrachten noch mal die nicht-homogenen Maxwell-Gleichungen (4.98):
TR o w
=ik-D =0 = iek (1kap+A> =0 (4.158)
c

-,

:siExH+%ﬁ:o;»iu*1Ex(iEx )+“"c€(—i/2<p+“c”/i>:o (4.159)

In der Coulomb-Eichung kA = 0 und mit €(w) # 0 es ergibt sich ¢ = 0 und wir erhalten die
Wellengleichungen fiir die transversalen e.m. Wellen. Es gibt aber noch die Moglichkeit, dass
€(w) = 0. Dann folgt k x A = 0. Zusammen mit kA = 0 bedeutet das A = 0. Andersrum muss
jetzt das Skalarpotential ¢ nicht verschwinden. Also ¢ # 0. Das ergibt die Plasma-Wellen. In
unserem Modell existieren die Plasma-Wellen nur fiir eine einzige Frequenz w = w;,/,/€gep. Damit

ist k beliebig. Also wir erhalten (ab jetzt €geb = 1)
(7, ) = pg e Fr—ent) (4.160)

Fiir das elektrische Feld folgt

—

E(7,t) = =V = E, eilRr—wpt) — —ikpo gilRr—ept) (4.161)
Das ist eine Longitudinalwelle: Ej I k. Es gibt kein Magnetfeld. Die Ladungsdichte ergibt sich als

1
T dr

- 2 e
VE = poeiFrnt) = 20 pitir—wnt) (4.162)

p(7,t) yp
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Alternative Herleitung

Eine einfache Herleitung beginnt mit der klassischen Bewegungsgleichung eines Elektrons mr +
27 = —eE. In Fourier-Darstellung ergibt sich m(—w?—iw/7)7 = —eE. Im Fall w7 > 1 vernachlés-
sigen wir die Ddmpfung und erhalten mi* = —ekE. Fiir die Stromdichte ; = —en ff“’ (ny sei die Dichte
der freien Elektronen) ergibt sich dann m} =e2n fE . In Fourier-Darstellung: —iwm]’ =e2n fﬁ. Da-

zu kommt noch die Kontinuitétsgleichung ik - j = jwp und das Gaul-Gesetz ik-E = 47p. Wir neh-
men an, dass k || E || j. Die drei Gleichung lassen sich gleichzeitig 1ésen nur fiir w = wp =1/ #.
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5 Spezielle Relativitatstheorie, kovariante
Formulierung der ED

5.1 Einstein’sches Relativitatsprinzip

Die ,,gewthnliche Mechanik: Galilei-Invarianz. Gesetze der Newton-Mechanik gelten in gleicher
Form in allen Inertialsystemen (IS’). Wir betrachten die zwei IS K und K’. Das IS K’ bewegt sich
mit Geschwindigkeit ¢ relativ zum IS K.

Bild zweier relativ zueinander Bewegender IS.

Die Newton’sche Mechanik ist Galilei invariant. Als Beispiel betrachten wir Teilchen i = 1,2, ...
bei einem zwei Korper-Potential V(|7 — 7). Die Lagrange-Funktion lautet

L=y T IS (- ) (5.1)

i#]

Es ergeben sich die Bewegungsgleichungen

mifi = =V YV (17 - ) (52)

!

Wir fithren jetzt die Galileitransformation (¢’ = ¢,#' = ¥ — 0t) durch und bekommen

m;| = =V Y V(i =) (5.3)
i
Die Bewegungsgleichungen im IS K’ haben dieselbe Form wie im K. D.h., das System ist Galilei-
Invariant. Die Wechselwirkung durch V ({7}) lésst auf augenblicklicher Ausbreitung der Wirkung
schliefien.
Bei Wellenphinomenen gibt es keine Galilei-Invarianz (Anderung der Form bei Transformation
der Gleichung). Wir nehmen an es gebe eine Wellengleichung:

K: vtla—2 f(Ft)=0 (5.4)
' c? Ot? e '
Nun fiithren wir eine Galileitransformation durch. Es gilt
o 0 PR
E—E—W,V—V. (5.5)
Daraus folgt
1 [ 02 0
. 2 — — 2 — _
K (97 5 [ — 20V g + GVR]) 16 =0 (56)

Andere Form, also keine Invarianz. Bei Schallwellen beispielsweise ist dies klar, sie breiten sich in
einem Medium aus und besitzen daher ein ausgezeichnetes System (K) in dem das Medium ruht
(daher sind rechtslaufende und linkslaufende Wellen von gleichem Geschwindigkeitsbetrag). Wih-
rend im transformierten Bezugssystem dies nicht mehr gilt (¢} = c¢+v, ¢ = c—v). Da die Maxwell-
Gleichungen zu den elektromagnetischen Wellengleichungen fiihren, sind die Maxwell-Gleichungen
nicht Galilei-Invariant. Vor Einstein (T<1905) gab es dafiir verschiedene Erklarungsmdoglichkeiten:
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1. Maxwell-Gleichungen sind nicht korrekt. Die richtige Theorie des Elektromagnetismus ist
Galilei-Invariant.

2. Galilei-Relativitatsprinzip ist nur auf die Mechanik anwendbar. Fiir den Elektromagnetismus
gibt es ein ausgezeichnetes Bezugssystem in dem sich die Lichttragende Substanz (Ather) in
Ruhe befindet.

3. Es gibt ein neues, allgemeines Relativitatsprinzip, welches sowohl fiir die Mechanik, als auch
fiir den Elektromagnetismus gilt. Daraus folgt, dass die Gesetze der Mechanik modifiziert
werden miissen.

Die erste Moglichkeit wurde iiber Experimente ,widerlegt (Maxwellleichungen bestiitigt). Die
zweite Moglichkeit wurde von den meisten Physikern damals akzeptiert. Es wurde angenommen,
es gibe ein Ather in welchem sich die Elektromagnetischen Wellen verbreiten. Es wurden Bemii-
hungen angestellt die Bewegung der Erde relativ zum , Ather zu beobachten (Michelson,Morley
(1887)). Es ergab sich dabei ein Null-Resultat. Geschwindigkeit des Lichts unabhénig von der
Ausbreitungsrichtung. Damit musste die letzte Moglichkeit stimmen. Es folgt das Einsteinsche-
Relativitatsprinzip (dritte Moglichkeit).

Postulate:

1. Die physikalischen Gesetze sind in allen IS identisch.

2. Lichtgeschwindigkeit ist gleich in allen IS und unabhéngig von der Geschwindigkeit der
Quelle.

5.2 Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Bezugssysteme, die sich mit einer relativen Geschwindigkeit ¢ zueinander
bewegen.

Zweil Bezugssysteme bewegen sich relativ zueinander

Wir wollen nun die Koordinaten beider Systeme miteinander verbinden. Wir nehmen an, dass bei
=t =0 gilt #= 0 und 7' = 0. Punkte im vierdimensionalen Raum nennt man Ereignise. Wir
betrachten nun zwei Ereignisse:

e Ereignis 1: vom Punkt 7= 0 wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Signal mit Lichtgeschwindigkeit
abgesendet

e Ereignis 2: das Signal gelangt zur Zeit t zum Punkt ¥ = (z,y, 2)
Die Lichtgeschwindigkeit ist konstant und besitzt den Wert ¢. Daraus folgt fiir den Abstand
2?4 2% = A (5.7)
Im System K’ gilt demnach
:C/2 _,’_y/2 + Z/2 _ Czt/2. (5.8)
Im Allgemienen gilt fiir den Abstand zwischen zwei Ereignissen

5% = 02(t1 - t2)2 — (71 — 902)2 —(y1 — y2)2 — (21 — 22)2- (5.9)

Wenn in einem System s? = 0, dann muss dies auch in einem anderen System gelten: s'2 = 0.
Das Raum-Zeit-Kontinuum ist homogen und isotrop (da egal von wo aus betrachtet die Lichtge-
schwindigkeit konstant ist). Der Zusammenhang zwischen beiden Koordinatensystemen ist linear:
52 = \s’?. Fiir eine inverse Transformation soll auch gelten s’2 = \s?, daher ist A = 1 und s? = s’2.
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Wir betrachten nun die folgende Situation: das IS K’ bewegt sich in x-Richtung mit Geschwin-
digkeit v beziiglich des IS K. Wir suchen nach einer lineare Transformation die die Koordinaten
x und t betrifft:

' = Az + Bct =52 =52 = 2% - P2 =2 - At? (5.10)
Yy =y (5.11)
2=z (5.12)
ct' = Cx + Dct ct =ir,ct’ =ir’ (5.13)

Es gilt also 22 + 72 = 2/2 + 7/2. Eine geeignete Transformation ist Rotation im zweidimensionalen
euklidischen Raum

2’ =cosax +sinaT (5.14)
7' = —sinax + cosa T (5.15)
Wir vergleichen mit
' = Az +iBt (5.16)
7' = ~iCz + Dt (5.17)
Das ergibt
A=D=cosa (5.18)
B=C=—isina (5.19)

Es muss gelten A, B,C, D € R. Damit muss der Drehwinkel « imaginér sein, v = i € R. Das
ergibt

A= D = cosa = coshvy (5.20)
B =(C = —isina= —sinhy (5.21)
Damit folgt
z' = z coshy — ctsinh vy (5.22)
ct’ = —xsinhy + ct coshy (5.23)

Ursprung von K’ bewegt sich in K mit der Geschwinigkeit v:

¥ =0<& z=vt= xcoshy — ctsinhy =0 = tanhy =v/c (5.24)

Damit kénnen wir nun cosh v und sinh v bestimmen:

1 v/c
coshy = —— |, sinhy= ——— 5.25
7 V1—0v2%/c? K V1—0v2/c? (5:25)
Damit kommen wir auf die Endformel:
o x — vt = t—av/c? (5.26)
V1—0v2/c? V1—0v2/c?
Die Riicktransformationen sind dann
/ t/ t/ / 2
x = _r o t = tHalv/c (5.27)
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Zeitdilatation Wir betrachten eine Uhr, die in K’ ruht. Wir betrachten nun zwei Erreignise die

im K’ die folgenden Koordinaten haben z} = 0,t] und x5 = 0,¢,. Dann gilt
ty —t)

V1—02/c?

Dies nennt man Zeitdilatation: At > At’. Die vergangene Zeit im ruhenden System ist grofer.
Eine bewegte Uhr geht langsamer.

ty —t; = (5.28)

Bild beider Systeme mit vergleichendnen Uhren.

Man kann den Uhrenvergleich durch eine dritte Uhr durchfithren. Wir synchronisieren die beiden
Uhren (bzw. alle Uhren in allen Systemen) im System K und lassen das System K’ sich in Rich-
tung von der dritten Uhr bewegen. Der Vorgang ist nicht symmetrisch. Es gibt demnach keinen
Widerspruch. Wenn man nun erlaubt, dass das System K’ eine endliche Beschleunigung erfahren
kann kann man die Uhr auch wieder zur ersten Uhr bringen (was bei normalen Inertialsystemen
nicht moglich ist).

Wir wollen den Begriff Figenzeit definieren: Wir betrachten eine Uhr, die sich mit einer beliebigen
Geschwindigkeit @(t) (i.A. kein Inertialsystem) relativ zum IS K bewegt. Zu jedem Zeitpunkt gibt
es ein Inertialsystem K’ in dem sich die Uhr momentan in Ruhe befindet.

dr=dt’ =dt\/1 -2/ | v=0o(t)=]t). (5.29)
Dabei ist 7 die Eigenzeit. Es gilt
(2
72—7'1:/ dt /1 —v2/c? <ty —t;. (5.30)
1)

Die Uhr wird, wenn sie eine geschlossene Bewegung ausfiihrt geht im verlgiech zur ruhenden Uhr
nach.

Bilder von Weltlinien.

Liangenkontraktion: Wir betrachten einen Mafistab, der in K’ ruht und in der Richtung der
Bewegung (K’ relativ zu K) ausgedehnt ist. Wir messen die Lénge im K sodass t; = to. Dann
erhalten wir

Az’ =ab—2) Arx=x9—x1 =24 —12) = ~2TT Az =AY —v2/c? (5.31)

N

Die Entfernungen senkrecht zur Bewegungsrichtung bleiben unveréndert.

5.2.1 Raum- und zeitartige Abstidnde

Wir nehmen ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢ = 0 und 7 = 0 und kénnen nun alle anderen Ereignise
klassifizieren.

X, t Diagramm... mit zwei Geraden, die durch das Schaubild gehen.
Man nennt

2=t -7 >0 (5.32)

zeitartige Absténde. Es existiert ein System K’ in dem die beiden Ereignisse am selben Ort stattfin-
den. In diesem System wird 7/ = 0 und c*t'> = s2. Dieser Ereignisse kann manin absolute Zukunft
und absolute Vergangenheit einteilen, wir wir immer sagen konnen, welches Ereignis frither /spater
war (in allen Systemen). Man nennt
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2=t -7 <0 (5.33)

raumartiger Abstand. Es existiert ein System K’ an dem beide Ereignisse gleichzeitig sind. Man
nennt

s2=0 (5.34)

Lichtartiger Abstand. Beide Ereignisse sind mit Lichtausbreitung verbunden. Zwei Ereignisse kon-
nen nur dann Kausal verbunden sein, wenn der Abstand ein zeitartiger Abstand ist.

5.2.2 Transformation der Geschwindigkeit

Wir nehmen an K’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung relativ zu K. Sei @ die
Geschwindigkeit eines Teilchens in K. Die entsprechende Geschwindigkeit des Teilchens in K’ ist
@’. Wir betrachten eine infinitisimale Verschiebung des Teilchens

d / dt/ dt/ 2d /
dx:&,dy:dy/,ddezl,dtz M (5.35)
V122 V1-v2/c2
Es folgt
dz dz’ + vdt/ ul, + v
oo I el 5.36
“ dt At/ +v/cAde’ 1+ L (5.36)
dy dy JI— 022 ul\/T— o2&
v = Y- i Ll 2 (5.37)
dt dt’ 4+ v/c?dx 1+ %

Die Transformation fiir u, verlduft analog zu u,. Im Grenzwert von kleinen Geschwindigkeiten
folgt die ,jiibliche* Addition der Geschwindigkeiten. Fiir den speziellen Fall @’|| x-Achse folgt

u +v
u;:u’,u;:u’z:():&um:u:m. (5.38)
c2

Zudem folgt |@'] < ¢,|v] < ¢ = |i| < cund |@’| = ¢, || beliebig = |i| = ¢

5.3 Viervektoren, Tensoren und Lorentz-Gruppe

Wir definieren

("), =0,1,2,3 = (z) = (ct, T), (5.39)

dabei ist wichtig, dass das p oben steht. Solche Vektoren, nennen wir kontravariante Vierervekto-
ren, dabei sind

D =ctxt =x,2t =y, 23 =2 (5.40)
die kontravarianten Komponenten des 4-Vektor. Nun definieren wir
(xp) 1o =ct,x1 = —2, 09 = —Y, T3 = —2. (5.41)

Solche Vierervektoren nennen wir kovariante Vierervektoren. Es gilt nun

3
s2=c*? —7? = Z z at =z ot (5.42)
pn=0
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Ab jetzt nutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention (Summation iiber doppelt auftretende
Indizes, einer kontravariant, der andere kovariant). Dariiber ist nun

s? =z ot ds? = dx,dat. (5.43)

Nun machen wir eine weitere Definition

ing

(5.44)

9 =G9uw =

OO =

0
-1 0 0
0 -1 0
0o 0 0 -1

Dies nennt man den metrischen Tensor. Mithilfe von g*” kann man den Index "hoch ziehen™

at =g, (5.45)

Analog kann man den Index "nach unten ziehen"

T, = g’ (5.46)
Es gilt
§2 = ruat = gpata” = g"x,z, (5.47)
und dariiber
ds? = g, datda”. (5.48)

Dies nennt man Minkowski-Raum.

Lorentz-Gruppe Allgemein gilt fiir eine Gruppe G, g € G
e Multiplikation/lineare Operation: G x G — G : (g1,92) — ¢192 € G

o Assoziativitit: g1(g293) = (9192)93 = 919293

e Es gibt ein neutrales Element e: eg = ge =g

1

e Es gibt ein inverses Element: g — g~ 1,997t =g lg=¢

Die Lotentz-Transformation fiir die kontravarianten Komponenten bezeichnen wir durch

2* = A" 2" und . (5.49)
Es gilt
§* =gt =57 =2 (5.50)
daraus folgt
g™ = g Az N gz” < guvzha”. (5.51)
Durch den Vergleich erhalten wir
G (5.52)

Damit ergibt sich (mit (A*,) = A und (gag) = 9)

ATgA =g = det A = +1 (5.53)

Wir wollen nun zeigen, dass dies Gruppeneigenschaften besitzt:
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e Ay, A5 sind Lorentztransformationen, AqAs ist eine L-Tra.
o (AiAg)TgAi Ay = ATATgA Ay = ATgAy =4

Man kann dies fiir alle Eigenschaften zeigen. Lorentz-Gruppe wird auch als O(3, 1) bezeichnet. Dies
in Analogie zu, z.B., O(N)-Gruppe der linearen Transformationen, die die Lange eines beliebigen
Vektors in einem N-dimensionalen euklidischen Raum erhalten lassen. In diesem Fall der metrischer
Tensor ist eine Einheitsmatrix und R € O(N) ist dquivalent zu RTR = 1. Das O steht dabei fiir
orthogonal.

Die Lorentz-Gruppe ist 6-parametrisch (3 Rotationen, 3 Lorentz-Boosts). Fiir Rotationen gilt

1 0 0 0
0 cosa sina, 0
noo_ z z
AR, = 0 —sina, cosa, 0 (5.54)
0 0 0 1
fir die Rotation um die z-Achse
1 0 0 0
0 cosa 0 sina
[ Yy Yy
AF, = 0 0 1 0 (5.55)
0 —sinay 0 cosay
fiir eine Rotation um die y-Achse und
1 0 0 0
0 1 0 0
—
A%, 0 0 cosa, sina, (5.56)
0 0 —sina, cosay

fiir eine Rotation um die z-Achse. Fir die Boosts schreiben wir

coshv, —sinh~, 0 O
—sinhvy, coshy, 0 0
A* = 0 K 07 Lo (5.57)
0 0 0 1
in x-Richtung,
coshy, 0 —sinhvy, 0
0 1 0 0
[
M= _ sinhy, 0 coshvy, O (5.58)
0 0 0 1
in y-Richtung und
coshy, 0 0 —sinh~,
0 10 0
AF, = 0 0 1 0 (5.59)
—sinhy, 0 0 cosh~,

in z-Richtung. Die 6 Parameter sind o, ay, o, und 7,7y, v-. Die oben gegebenen Transformatio-
nen gehdren der so genannten éigentlichen L-Gruppe", denn die mit der Identitét stetig zusam-
menhéngen. Mann kann, z.B., den Limes v, — 0 betrachten in dem A*, — 1.

Die Volle Lorentzgruppe besteht aus 4 Zusammenhéngenden Komponenten

1. eigentliche L-Gruppe, beinhaltet 1.
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2. beinhaltet zeitliche Spiegelung:

-1 0 0 O
0 1 0 0
Az = 0 0 1 0 (5.60)
0 0 0 1
3. beinhaltet rdumliche Spiegelung;:
1 0 00
0 -1 0 0
Arp = 0 0 1 0 (5.61)
0 0 01
4. beinhaltet rdumliche und zeitliche Spiegelung:
-1 0 0 0
0 -1 0 0
Azr =AzAR = 0 0 1 0 (5.62)
0 0 01

Fiir die Elementen der eigentlichen L-G gilt ATgA = g, det(A) = 1, A% > 0.

Tensordefinition Wir wollen die Objekte mit mehreren Idizes definieren. Tensor N-ter Stufe ist
eine Grofe mit mehreren Indizes.
TN kontravarianter Tensor, (5.63)

wenn T such bei Lorentz-Transformationen wie folgt transformiert

TN = A AN g TP (5.64)

B BN
Eine &hnliche definition finden wir auch fiir kovariante Komponenten von Tensoren

TOtl,Oé2 = gal,,@lgazﬁzTﬁlﬁQ' (565)

Man kann ko- und kontravariante Komponenten mischen

T,,* = ga1,ﬁ1Tﬂ17a2‘ (5.66)

[e3%

Jetzt wollen wir herausfinden, was g#,, ist.

9", =9"%Gap =1=0,=g," (5.67)
Damit kénnen wir auch die Lorentzmatricen transformieren
AP = gapg® AM,,. (5.68)
Die Matrix A" ergibt die Lorentz-Tranformation fiir die kovarianten Komponenenten:
xL =A,"z, . (5.69)

Beachten Sie, dass A" # A", Wir benennen A*,, = A, wobei A" = A.
Es gilt also

T/ anN = AOqu R AaNﬁNTﬁl...ﬁN' (570)

Q1,020

Wir betrachten jetzt die Relation ATgA = g:
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NG A g = gap- (5.71)
Damit ergibt sich

AN =08, ATA =1, (5.72)

4-Gradient

Wir untersuchen nun den 4er-Gradient 82,, . Ist das ein kontravariantes oder ein kovariantes Objekt.

Um das entscheiden zu kénnen wechseln wir die Variablen:

0 oz 0 , 0
ox'm — dx'm dzv Ay oxv’ (5.73)
Es folgt
o _ / v
D 0. 0=0, (5.74)
und
9 _ , v
— =0 = 0" =A¥,0". (5.75)
Oz,

Besonders wichtig ist die Darstellung des D’Alembert-Operator

—D:ia—Z—vta“a = 0,0 (5.76)
T 2ot e e '

Dies ist ein Lorentzskalar. Das bedeutet, dass die Wellengleichung Lorentz-Invaiant ist. Es gilt

0 190

aﬂ - oV - (Cat’ v) (577)
0 10

Ho— S
0 oz, (C ETh V) (5.78)
Vierergeschwindigkeit: Es gilt
. . dr
zH(t) = (ct,7(t), T= e (5.79)

Damit definieren wir die 4-Geschwindigkeit als

dz¥ dz¥ dt 1
v_ _ = = (e D). 5.80
dr — dt dr /T oZj (e, ) (5.80)
Hier ist 7 die Eigenzeit. Wir sehen, dass u* wie dz* ein 4er-Vektor ist mit u* = A*, u”
dztdz,  ds? 9
UHUIL = 4.2 = @ =C . (581)

Operationen mit Tensoren:
e Addition: aS*t 4N TN igt ein Tensor der Stufe N
e Multiplikation: St -+*NT51--BN ist ein Tensor der Stufe N+M
e Kontraktion: ga[;T”l“'o‘"'ﬁ'“”’N Tensor der Stufe N-2

e Tensorgleichungen: z.B. S* = U“ﬂTg
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5.4 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

~Kovarianz“ bedeutet hier ,Forminvarianz‘. Nun wollen wir alle Gréfen der Maxwellgleichung, als
Lorentztensoren definieren um diese dann umzuschreiben:

Ladungs- und Stromdichte als Vierervektor: Wir betrachten die Kontinuitatsgleichung

op

Vji+ = =0. 5.82
It (5.82)
Wir definieren zunéchst nur
3" = (cp. ). (5.83)
Jetzt wollen wir zeigen, dass dies ein Vierervektor ist. Aus der Kontinuitétsgleichung folgt
" =0. (5.84)
Dies ist ein Hinweis auf die 4-Vektor-Eigenschaft
it = (ep,tp) = ple, V) = py/1 —v2/c?u”. (5.85)
Nun betrachten wir die Ladungsdichte
d 1 d
4 a (5.86)

P=av ~ \/1—1}2/62?‘/0.

Diese muss daher ein Lorentzskalar sein (dabei wurde die Invarianz der Ladung angenommen,
Experimentel bestétigt).

4er-Potential: Wir definieren wieder zuerst im vorraus

AP = (p, A). (5.87)
Wir wollen wieder zeigen, dass A* ein Vierervektor ist. Wir wollen Lorenz-Eichung annehmen

- 10¢p
B — . .
VAJrC " 0=0,4 0 (5.88)

Nun wollen wir die Maxwellgleichungen umschreiben.

1 92
102 - 4r -
2 1O __Aam-
(V = 8t2> A il (5.90)
Daraus folgt
4
—9,0" Al = —%j“ (5.91)
bzw.
04k = 2 jn (5.92)
c

Dies sind die Maxwellgleichungen kovarianter Form.
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5.5 El/mag. Feldtensor, Maxwell-Gl fiir E- und B-Feld in
kov. Form

Es gilt

E=-Vo—-=—= | B=VxA (5.93)

und dariiber den antisymmetrischen Feldstéarketensor

FHY =AY — 0¥ AX. (5.94)
Fiir ihn gilt
0 -E, —-E, —-E,]
E 0 -B, B
v T z Yy
i = E, B. 0 -B, (5.95)
E. -B, B, 0 |
und _
0 E, E, E,
| =B 0 B, By
E,, “E, B. 0 -B (5.96)
-E. -B, B, 0 |
und
FrY = —fprv, (5.97)
Nun gilt
v 471— -V v v 471— -V
0,0"'A” = ~J — 0, (OHAY — 0" A*) = I (5.98)
Daraus folgt
4
0, P = %g (5.99)

Dies sind de inhomogenen Maxwellgleichungen fiir E und B in kovarianter Form.

e v=0= VE = 47p

=

° y:1,273év><§—%8 :47'”5

s
S

Die homogenen Gleichungen folgen automatisch aus F¥# = 9 A¥ — 0¥ A*. Somit folgt der duale
Feldstarketensor (Pseudotensor), der vollig antisymmetrisch ist:

FvH = %eﬂ”aﬁFaﬁ. (5.100)
Wir wollen uns das an einem Beispiel ndher klar machen:
F = % (9123 Fag + €132 Fyy) = Foog, (5.101)
fiir F* folgt
0 -B, -B, —-B,
FvH = gz —?E’z EOZ *EExy (5.102)
B, E, -E, 0
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Wegen
- 1
8MFIW — ielwaﬁau (5a145 _ aﬂAa) =0 (5103)
folgt
D F" = 0. (5.104)
Dies entspricht fiir v =0
VB =0 (5.105)
und fir v =1,2,3
. 10B
Er-22 o 5.106
VX E+ - (5.106)
Es gilt
QM FB 4 g pBr 4 gf pan — (. (5.107)

Falls es magnetische Monopole gidbe miisste

O = —jv (5.108)
(&

gelten.

5.6 Lorentz-Transformationen der elektromagnetischen

Felder
Wir betrachten einen bewegung in x-Richtung:
F'M = NF N g PP (5.109)
mit
coshy —sinhy 0 0
u _ | —sinhy coshy 0 0
AF, = 0 0 10 (5.110)
0 0 0 1
und
0 —-E, —-E;, —FEj
poo— | B2 0 =By By (5.111)

Es —By B 0

Beispielsweise wiirde jetzt gelten

Ey=F?0 = N2 A FP = A2, A0, F?F = A0, F?P = A0 F?0 + A°, F?' = coshyE; — sinhyBs.
(5.112)
Die dhnliche Analyse zeigt, dass die parallelen zur ¢ Komponenten bleiben dabei erhalten: Ej = E}
und B} = B bzw. E'” f= E||,§|| "= é“. Fiir die transversalen Komponenten erhalten wir
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E} = coshyE, — sinhyB3 ( )
E!, = coshyFE3 + sinhyBs ( )
B, = cosh By + sinhyE3 (5.115)
Bj = coshyBs — sinh yFs. ( )

Wir konnen dies in der Vektor-Form ausdriicken

= 1 = ﬁxél = 1 = ﬁXE)L
! _ [ _
E,'= 71_1}2/62 (EJ_"— p ) , B '= 1_02/02 (BJ_ > (5.117)

Dabei gilt Ef = Ey, Bj = By.

5.7 Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

Wir nehmen an im System K bewegt sich eine Ladung mit der Geschwindigkeit ¢ parallel zur
x-Achse. Im System K’ ruht diese Ladung (E' = ¢’ /r'3, B’ = 0).
Die Lorentz-Transformation lautet

— vt t— 2
J— _r-u t = L/C (5.118)

Vi—vZ/e V1—0v2/c?

Es gilt fiir die parallelen Komponente des E-Feldes

3/2
T qx’ o q(x — vt) <13 (z — Ut)Q 2 2
fiir die beiden anderen Komponenten gilt
E! / E’ /
B, = v ____ % - I -~ (5.120)
Y ‘/]_—'1)2/02 T/31/... ,/1—1)2/02 7’/3,/...
Damit gilt insgesamt
E= e q (x —vt,y, 2). (5.121)

Fiir das B-Feld gilt nun mit B, = B!, = 0 (die Formeln (5.117) miissen wir mit ¢ — —¥ verwenden):

v quz’ v quy’
By:_EE,/z:_CT/?, — BZ:EE;:cr’3 — (5.122)
und damit insgesamt
— q’U
B = CTT(O, —2,Y)- (5.123)
Fiir v < ¢ folgt
nl qF'/m' Uz —/
E == 3 + O 072 ,'I“nr = (J) - Uta Y, Z) (5124)
und
. 7% 7! 3
B=1%Tw 0 (”3) . (5.125)
c T?LT’ C

Es gilt also |B|/|E| x v/c.
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5.8 Beschleunigte Ladungen, Liénard-Wichert-Potential,
Strahlung

Wir werden die Rechnung hier nicht durchfiihren. Sie ist nachzulesen im Kapitel 23 vom Fliefbach
II.

5.9 Dopplereffekt

5.9.1 Nichtrelativistischer Fall (Schallwellen)

Wir betrachten zuerst den nichtrelativistischen Fall (beispielsweise Schall). In diesem Fall gibt es
ein ausgezeichnetes Bezugsystem in dem die Substanz ruht. In diesem System gilt

§p=6poe ', = wt — kit (5.126)

mit w = c|k|. Hier ist ¢ die Schallgeschwindigkeit.

1. Fall: Der Sender ist in Ruhe im System K (wo auch die Substanz ruht) und der Beobachter
bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¥ in K und ruht entsprechend im K.

Im K gilt ¢ = wt — k7 mit w = c|k|. Dariiber hinaus

7' =7— ot (5.127)
Es gilt
© = wt — k(7' +0t) = 't — ki’ (5.128)
mit
w’:w—EU:w(l—%cosG)). (5.129)

Hier ist © der Winkel zwischen k und 7.

2. Fall: der Beobachter ruht im K’ (wo auch die Substanz ruht) und der Sender bewegt sich mit
Geschwindigkeit ¥ in K’ und ruht entsprechend im K. Jetzt gilt im K’ (wo die Substanz ruht)
¢ =w't — k' mit o’ = ¢|k|. Dariiber hinaus ¥ = 7/ — #t. Damit gilt

w=w —kt=d (1 — %cos @) : (5.130)

und w
= 5.131
w 1—Zcos® ( )

In beiden Féllen ist w die eigene Frequenz des Senders.

5.9.2 Relativistischer Fall, E.M. Wellen
Nun fithren wir die Betrachtung fiir die El/mag-Welle durch (Licht). In diesem Fall gibt es kein
ausgezeichnetes System, denn es gibt keine Substanz. In jedem System gilt

E = Ege™'¢, 0= wt— ki = kot kM = (ﬂ, E) (5.132)

c
Die Phase ist ein Lorentz-Skalar. Damit ist k, ein 4-Vektor. Eine Argumentation warum dies gilt
ist, dass bei der Fouriertransformtaion &k, < —id,. Es gilt
2

= _k2=0. 5.133
Kk, = 55 — K2
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Es gebe eine relative Geschwindigkeit ¢’ des Senders relativ zum Beobachter. K sei das Ruhesystem
des Senders und K’ das Ruhesystem des Beobachters. Wir erwarten, dass w = C|E\ die Frequenz
der Quelle ist und w’ = c|k’| die Frequenz, die der Beobachter misst ist. Nun transformieren wir
die Groflen wie 4-Vektoren mithilfe der Lorentz-Transformation:

po W ok (5.134)
xX = T = ? W= —F— N
V1—v?/c? V1—v%/c?
Fiir die restlichen gilt: k, = kj, k. =k, und
!
vkl = vk’ cos© = % coso. (5.135)
c

Es gilt damit fiir die Frequenz

"1-2 (C]
Lo WA geosB) (5.136)

NI

Dies kann nach w’ umgestellt werden:

(1—%cosO)’
Dies ist der Dopplereffekt fiir elektromagnetische Wellen.

/ wi\/l_w (5.137)
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