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1. Nichtwechselwirkende Spins:

(a) Wir wihlen die z-Achse ldngs der Richtung des Feldes. Dann, die Energie des
Systems ist

Elfoi}] = —n > 0.

Jeder Spin hat zwei mogliche Zusténde, 02 = 2sZ = +1. Die Zahl von Spins mit
0. = £1 bezeichnen wir ny. Dann

E{oi}] = —p(ny —n_)H.

(b) Dany +n_ = N, die Zahl der Zusténde, die die Energie F haben ist

Nln,!
NE)=Cy = ——"—.
( ) N (N o n+)|
(c) Die Entropie des Systems ist
S=Inl'(E).

Die Magnetisierung ist
M =Me,, M=pny—n_)=pul2n, —N).
Deswegen
ny = (M + uN)/(2p).
Jetzt konnen wir die Entropie als eine Funktion von M bestimmen:

Nln,!
M) = In —"*
S =y =)

Die Entropie als eine Funktion der Energie findet man mithilfe des Zusammenhangs
zwischen M und E:
E=—-MH.

(d) Die Temperatur ist durch die folgende Ableitung definiert:

L_ (95 __195
T \90E), HOM

Jetzt leiten wir die Entropie ab. Das Ergebnis ist

N + M/u} -

T =2uH |In =1
g {DN—M/M

= N1n2N—%(N—I—M/,u) 1n(N+M/u)—%(N—M/u) In(N—M/p).



(e) Jetzt kombiniern wir der obigen Ergebnisse:

H HN H
S:N1n<2coshu )_,u tanh'u ,

T T T

H
E = —uHN tanh MT

und letztendlich "
F=E—-TS=—NTl (QCoshMT) .

2. Dichtematrix fiir den Spin-1/2:

(a) Wenn das System nur aus einem reinen Zustand besteht, dann gilt fiir die Dichte-

matrix

2

p-=p-

Fiir einen Spin-1/2
21 S 4 S A 1 2 S A .1 2
=1 (1+P0'> (1+Pa> =1 (1+|P| —|—2P0') - +1(|P’ —1).
Es folgt dass wenn der Spin in einem reinen Zustand ist, dann |P| = 1.

Weiterhin, kann man die Dichtematrix eines reinen Zustandes durch die Wellen-
funktion des gleichen Zustandes ausdriicken

po—o-/ - \IIO'\I[Z-/'

Die allgemeine Wellenfunktion des Spins-1/2 ist

[ cosf)/2
V= <ei¢sin6/2) '

Es erfolgt
. [ cosf/2 i o
NAVANE (e"‘ﬁ <in 9/2> (cosf/2 e sind/2)
B cos? & e " sin g cos ¢
~ \e”sin g cos é sin” 2
1 1+ cosé sin 0(cos ¢ — i sin @)
~ 2 \sinf(cos ¢ + isin ¢) 1 —cosf

1 1 .
= 5[1—1—0039 0, +sinfcos¢ o, +sinfsing 6, = 3 (1+Pé‘> :

wobel

P = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosf); |P| = 1.



(b) Laut definition

() gor = Trap = D Wi 5:(0,02) Uy . (07, 72).

02

Hier Ugg-(0,02) ist die Wellenfunktion des Systems im Zustand |S,S?), die in
dem Basis ausdriicken wird, das aus Eigenvectoren von s; und s besteht. Diese

Wellenfunktionen sind

(0 2 ,0),
ews510),0),20,0]

Nach der einfachen Matrizenmultiplikation bekommen wir

N » 1 0 1 .
p(S=1,8 :1):(0 0)25(14—02),

. . 0 0 1 .
pl(S:LS :_1):(0 1)25(1_02)7
1
2

In den ersten zwei Zustdnde (S = 1, S* = 1) befindet sich das Teilchen 1 in
einem reinen Zustand, weil es aus Gl. (1) und Gl (2) folgt, dass P =

(0,0, +1).

Im Gegenteil, werden die Zustédnde mit S* = 0 sich durch P = 0 ausgezeichnet.

(¢) Benutzen wir die Gleichungen (1), (2), und (3).
Es erfolgt fiir die Entropie

S[p1(S =1(0),57 = 0)] =In2,  S[p(5=1,5=

3. Maxwell-Verteilung:

Die Gesamtenergie

H{pn}, {zn}] =

2m'

Die 1-Teilchen-Verteilungsfunktion

2
xlapl CD/Hdgpnden ( 27;; E)

n=1

N
n=2

Es bezeichne
p1 ~ Pn
QO =L - y  Pn = 5
Zm \/ QO

+1)] = 0.



und dann finden wir

N—1 3(N-1) _ 4 N - N ]52
pi(z1,p1) = CoV7' @ * /Hd n 0 2_n_1 :
n=2 n=2 m
Letztendlich
p2 3N2—5
,01(3717101)214(/5_%) 5
wobei A eine Normierungskonstante ist.
Die 1-Teilchen-Impulsverteilung ist dann
9 31\12—5
b1
—A(EB- 2L
f(p1) ( 2m>
Benutzen wir jetzt die Energie pro Teilchen € = E/N
9 3]\7275
P1
=A"[1-
f(p1) ( Ome N)

Im Limes N > 1

2 5 2
Y2 3p1
B(1l- B —— .
fpr) = ( 2meN) —oexp ( 4me)

Das ist die Maxwell-Verteilung;:

2

f(p) = Bexp (— > >

kaBT

wo wir die Relation € = 3kgT'/2 benutzt haben. Die Normierungskonstante ist

[l
4mme [27ka:BT]3/2.



