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1. Adsorption von Gas an einer Oberflache (34 745+ 8 = 23 Punkte)

Eine Oberflache ist in Kontakt mit einem Gas. Temperatur 7" und chemisches Potential
i des Gases seien bekannt. An N Stellen der Oberflache kénnen Gasmolekiile adsorbiert
werden. Durch die Adsorption verringert sich die Energie eines Gasmolekiils um den
Wert A.

(a) Wie grof§ ist die Fugazitiat der adsorbierten Molekiile im Vergleich zu den freien
Gasmolekiilen (im Gleichgewicht)?

(b) Wir betrachten das System der adsorbierten Molekiile. Berechnen Sie das grofika-
nonische Potential 2. Dabei soll erkennbar sein, dass ) proportional zu N ist.

(c) Welcher Anteil der Oberflache ist im Gleichgewicht durch das Adsorbat bedeckt,
d.h. welcher Anteil der N Stellen ist durch ein Molekiil besetzt? Geben Sie das
Ergebnis in Abhéngigkeit von T, A und p an.

(d) Nehmen Sie nun an, dass es sich um ein ideales Gas handelt (Teilchenmasse m) und

nicht p sondern der Druck P bekannt ist. Bestimmen Sie die Fugazitét des idealen
Gases und geben Sie dann das Ergebnis aus (c¢) in Abhéngigkeit von 7', A und P
an.
Hinweis: In der Vorlesung wurde das ideale Gas im kanonischen Ensemble behandelt.
Dies ldsst sich leicht auf das grofkanonische Ensemble erweitern. Setzen Sie die
Teilchenzahl, die Sie aus dem groflkanonischen Potential erhalten, in die thermische
Zustandsgleichung des idealen Gases ein.

Lo6sung:

(a) Im Gleichgewicht muss natiirlich fiaqsorbiert = fhtrei UNd Tagsorbiert = Tirei gelten. Damit
sind auch beide Fugazitdten gleich.
(b) Wir bezeichnen die Anzahl adsorbierter Molekiile mit n. Fiir ein gegebenes n exis-

tieren (]X) Moéglichkeiten, die Molekiile auf die N Andock-Stellen der Oberfliche

zu verteilen. Die grofflkanonische Zustandssumme lautet

N
Zo = Ze—ﬁ(Ej—nju) - Z (‘]X) PPr(Atp) (1 + eﬁ(A—w))N ’
J

n=0

wobei j tiber alle méglichen Zusténde lduft und E; = —nA. Wir erhalten damit das
Potential
Q= —kpTInZg = —kgTNIn(1 + /B) |

wobei offensichtlich 2 oc N.



(c) Die Teilchenzahl im Gleichgewicht folgt aus Zg (oder 2):

) NeB(At+w)
<n> = k'BT@lDZG = m
Der gesuchte Anteil der Oberfliche ist also
(n) 1 1

N~ 1+eB@tm 14z lepa’
wobei z die Fugazitit bezeichnet.

(d) Im speziellen Fall eines idealen Gases kann z folgendermafien durch Druck und Tem-
peratur ausgedriickt werden. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass im kanonischen
Potential fiir das ideale Gas

N
1 [V
Z =— | .
=3 (5)
Dabei ist Ay die thermische de-Broglie-Wellenldnge (nur von m und 7" abhéngig).
Die Teilchenzahl ist N (nicht mit N zu verwechseln). Auflerdem wissen wir, wie die

grofkanonische Zustandssumme {iiber die Fugazitit mit der kanonischen Zustands-
summe zusammenhéngt:

N 1 Vz N Vz/)\3
ZG:ZZ Z(N):Zm()\—g) =e T
N N OTTTNTT

Nun folgt die Teilchenzahl

9, V
N = kJBTaanG = EZ .

Andererseits gilt die Zustandsgleichung PV = NkgT, also folgt fiir die Fugazitit
des idealen Gases z = (BA3.P. Dies setzen wir in das Ergebnis aus (c) ein und

erhalten: ,
(n) e PN\
(1
N Bz\E}P

2. Elektronengas im Magnetfeld (44 7+ 4 = 15 Punkte)

Wir betrachten Elektronen, deren Bewegung auf die xy-Ebene beschréinkt ist, in einem
auferen Magnetfeld B in z-Richtung. Aus der Quantenmechanik kennen Sie bereits die
Landau-Niveaus mit den Energien

1
en = 2upB <n+ 5) .

Dabei ist jedes Niveau g-fach entartet mit

eBA

whe

g:

wenn das System den Fliacheninhalt A hat.

Bemerkung: Wir betrachten in dieser Aufgabe nur den Beitrag der Bahnbewegung der
Elektronen und vernachléssigen den Beitrag des Spins (Zeeman-Aufspaltung) zu e,.
Dafiir haben wir im Wert von g zweifache Spinentartung berticksichtigt.



(a) Berechnen Sie das groflkanonische Potential €. Beachten Sie dabei, dass Elektronen
Fermionen sind.

(b) Nihern Sie Q fiir kleine Felder mithilfe der Euler-Maclaurin-Formel (bis zur ersten
Ordnung) fiir eine Funktion F'(x):

ZO%F <n+ %) ~ i {dif)L_o + /OoodxF(x).

2

Hinweis: / deIn(l+e®) = .
; 12

(c) Berechnen Sie aus Q (in der Ndherung aus (b)) die magnetische Suszeptibilitét
X = OM/0B. Entscheiden Sie, ob Paramagnetismus oder Diamagnetismus vorliegt.

Losung:
(a) Wie in der Vorlesung besprochen gilt fiir Fermionen
© g
A n=0k=1

Damit erhalt man das Potential

Q = —]fBT IHZG = —k’BTgZhl (1 + e—ﬁ(en—p))

n=0
(b) Mit F(z) = In(1 + e~ #@reBr=n)) gi]t
Q = —kgT iF n—l—1
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Dabei haben wir up = eh/2m.c verwendet (in GaufB-Einheiten). Der erste Term
beschreibt die Abhéngigkeit vom Feld, wihrend Q(B = 0) eine B-unabhéngige
Konstante ist.

Hier ist es leider in der Aufgabenstellung zu einer Ungenauigkeit gekommen. Das
angegebene Integral ist nur im Fall ;i = 0 hilfreich, was im Hinweis nicht erwédhnt
wurde. Der vom Feld unabhédngige Term lautet dann:

Tm.A

Fiir die folgende Aufgabe (c) ist dieser Term aber bedeutungslos.



oM 9’ 1uBmeA 1
XT9B T 0BT T3 ah? 1+
Da x < 0, fiithrt die Bahnbewegung der Elektronen im Magnetfeld also zu diamag-
netischem Verhalten, dem sogenannten Landau-Diamagnetismus. Der Beitrag des
Spins der Elektronen (den wir hier vernachléssigt haben) zum magnetischen Ver-
halten wird spéater noch in der Vorlesung behandelt.

. Verdiinnte Losung: chemisches Potential (7 + 5 = 12 Punkte, 14 Bonuspunkte)

Eine Substanz B sei in einem Losungsmittel A gelost.

(a)

Der Hamilton-Operator H=H A+ H B+ WA p enthilt die Energie des Losungs-
mittels, des gelosten Stoffes und einen Wechselwirkungsterm. Notieren Sie damit in
allgemeiner Form die groffkanonische Zustandssumme fiir das Gesamtsystem. In ei-
ner verdiinnten Losung kann man nun fiir das chemische Potential annehmen, dass
|Bup| > 1 wobei up < 0. Daher kann man Zg nach der Fugazitit zp entwickeln:

Za =2+ Zizp + Zo2% +

Welche physikalische Bedeutung haben 7, und Z;7 Notieren Sie das grof3kanonische
Potenzial bis zur ersten Ordnung in zp in Abhéngigkeit von Z; und Z;.
Bemerkung: Die Entwicklung nach Potenzen der Fugazitéit im groBkanonischen En-
semble bezeichnet man als Virialentwicklung.

Wir betrachten die Entwicklung nach zp bis zur ersten Ordnung. Wie héngt pp von
der Konzentration ¢ = Ng/N4 ab?
Hinweis: Berechnen Sie zuerst (Ng) aus ).

(7 Bonuspunkte) Bestimmen Sie nun die Abhéngigkeit von 4 von c.
Hinweis: Es existiert eine Maxwell-Relation zwischen 4 und pug. Begriinden Sie
auBerdem, dass Zy/Zy < Na.

(7 Bonuspunkte) Wir betrachten nun eine semipermeable Membran zwischen zwei
Losungen (aus den gleichen Stoffen), d.h. eine Membran, die nur von Teilchen des
Losungsmittels durchdrungen werden kann. Zeigen Sie, dass sich bei einem festen
Konzentrationsunterschied Ac zwischen den beiden Losungen ein Druckunterschied
einstellt, der (in fithrender Ordnung) proportional zu Ac ist. Dies ist der sogenannte
osmotische Druck.

Lo6sung:

(a)

Wir bezeichnen die moglichen Zusténde des Systems mit {|¥)}.

Zo = Z (U] o BH-paNs—ppNp) W)
o)
— Z e PIE(Y) —paNa(1¥))—upNp(|¥))]

— E E E BlEA(NAi)+ER(Np,i)+Eap(Na,Np,i)| NAng

Na Np 1(NA,NB)



Dabei indiziert ¢ alle weiteren Freiheitsgrade bei fester Teilchenzahl. In verdiinnter
Losung (zp < 1) konnen in der Potenzreihe

ZG = Z ZNBng
Np
mit

Y

Z Z *ﬁ[EA (Na,i)+EB(NB,i)+Eap(Na,Np Z)] Na (1)
A

Na i(Na,Np)

Terme hoherer Ordnung vernachléssigt werden. Die ersten zwei Koeffizienten sind

ZO — Z Z efﬁ[EA(NA,i)+EB(NBZO,i)+EAB(NA,NB=U,i)]ZgA
Na i(Na)
— Ze—ﬂ A(Nasi)—paNa]
Na,i
=z
7, = Z Z e_B[EA(NA7i)+EB(NB:17i)+EAB(NA7NB:11'£)}Z:]XA‘

Na i(Na,Ng=1)

Zy ist die groBkanonische Zustandssumme des reinen Losungsmittels. Z; ist die
groffkanonische Zustandssumme des Losungsmittels in Anwesenheit von genau ei-
nem Teilchen des gelosten Stoffes. Das Potenzial lautet

1 1 7 1w 1 7,
QA = ——InZg=—In |2, |1+ = =——In/Zy' ——= In(14+ —
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Da wir bereits in Zg nur bis zur ersten Ordnung in zp entwickelt haben, ver-
nachléssigen wir Terme hoherer Ordnung konsequenterweise auch in €.

(b) Mittlere Teilchenzahl:
o0 69,4 1Zy 0 4,

Z
N = — = — + —¢ B — _eﬁﬂB
b Oup B Zo O Zy
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Das chemische Potenzial des gelosten Stoffes skaliert also mit dem Logarithmus der
Konzentration (der erste Term ist die freie Enthalpie pro Teilchen).

(¢) Aus dem Differenzial der freien Energie, dF" = —SdT — pdV + padN4 + pupdNp,
folgt die Maxwell-Relation:

Opa OPF  OPF  Oup

ONg  ONgON, ON ONg ONy4




In pp aus (b) tragt nur der (Inc)-Term zur Ableitung nach N4 bei, nicht aber
der erste Term, denn eine intensive Grofle kann nicht explizit von der Systemgrofie
abhéngig sein. Man kann sich auch iiberlegen, wie die Zustandssumme von der Sy-
stemgrofe abhéangt: in Z; gibt es genau ein Teilchen des gelosten Stoffes. Die Anzahl
der moglichen Zusténde (d.h., wo kann sich das Teilchen im System befinden) muss
dann proportional zur Systemgrofie sein (27 /Zy o< N4) und somit Ny Zy/Z; = konst.
Das chemische Potenzial des Losungsmittels ergibt sich nun durch Integration:

N

fra = pa(c=0) + aTdNB:MA(O)——— = pa(0) — -

0 A

Im Gegensatz zu up skaliert p4 also linear und nicht logarithmisch mit der Kon-
zentration.

Wir betrachten das chemische Potenzial j14 als Funktion des Drucks und der Kon-
zentration (die Temperatur ist konstant), (P, ¢), und entwickeln in erster Ordnung
fiir kleine Konzentrationen und kleine Abweichungen vom Atmosphérendruck:

Ol a Opia
Pc) = P = PFy,c= - P_P)+ 4
:uA( 70) MA( 0,C 0) + OP P:PO( 0) + e o
© uA(P:PO,c:O)+% (P — Py) — kTc
OP |p_p,

Es stellt sich ein Gleichgewicht zwischen den beiden Seiten (Index 1,2) der Membran
ein:

p(Prc) = pa(Pe, e+ Ac)

9 9
pa(Po,0) + EAL (P =Py —kTer = pa(Po,0)+ LA (Py— Py) — kT(c, + Ac)
OP | p_p, P |p_p,
Opea
gra (P, — P,) = kTAc
OP |p_p,

Folglich ist

und damit AP o Ac.



