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1. Bloch-Oszillationen:

Betrachten Sie die semiklassische Dynamik von Elektronen in einem ein-dimensionalen
Gitter in der tight-binding Nahrung.

(a) Finden Sie das Energiespektrum €y,.

€, — —2tcosk.

(b) Betrachten Sie jetzt die Wirkung eines homogenen elektrischen Feldes E. Losen Sie
die Bloch’sche Bewegungsgleichungen und zeigen Sie, dass der Aufenthaltsort eines
Elektrons oszilliert. Finden Sie die Periode und die Amplitude der Oszillationen.

In der Vorlesung wurde folgende quasi-klassische Bewegungsgleichung hergeleitet:

d
Zk=-S(vxB)-¢E

dt c

1D, Ohne Magnetfeld:

d

k= —¢E

dt "
davon

k= —ekt.
Die Koordinate:

d aEk

dt ok’

davon

2t
r=z cos(eFEt).

Dieses Verhalten ist allgemein bekannt als die Bloch-Oszillationen.

2. Heisenberg-Bewegungsgleichungen im Graphen:

Der effektive Hamilton-Operator eines Elektrons in der Nihe von einem der zwei Dirac-
Punkte (K -Punkt) im Graphen lautet

H = v(py0, + pyoy).



Wir betrachten jetzt das Elektron im dufleren elektromagnetischen Feld (¢(r,t), A(r,t)).
Verwenden Sie die minimale Kopplung

P DPpn=p—(e/c)A , H— H+ed,

und stellen Sie die Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren p, Dy, T,
0,0y,0, her. Untersuchen Sie die Analogie mit den in der Vorlesung besprochenen
quasi-klassischen Bewegungsgleichungen. Uberlegen Sie qualitativ (ohne Rechnung) un-
ter welcher Bedingung man konnte die quasi-klassischen Bewegungsgleichungen mat der
Dispersionsrelation €, = hv|k| und ohne o-Operatoren benutzen.

Der Hamilton-Operator lautet
H = v ([ps = (e/c)As] 0 + [py — (e/c)Ay] 0y) + €.

Die Felder A,(r,t), Ay(r,t) und ¢(r,t) sind r- und t-abhéngig. Fiir die Koordinaten
erhalten wir:
Vo = To = (i/R)[H,1o] = (i/R)v04[pa, ra] = v0a,
wobei a =z, y.
Fiir die Impulse:

B = (i/R)[H, pa] = (—iev/ch) Y o5[As, pa] + (ie/h)[, pal
5

= (ev/c) Z 030, Ap — €0, @
B
= (e/c) Y v5(0adp — OpAa + 05Aa) — €0at)
B

= (¢/e) Y05 (9aAp — 0pAa) + (¢/€) Y 050540 — cOat .
E E

Um (d/dt)py,;, zu berechnen, brauchen wir A,:

Ao = (i/D)[H, As) + 0 Ao = (iv/h) > 0plps, Aa] + 1 Aa
B

=0 0p05Aa + 0 Aa =Y v50sAq + O A (1)
B B

Wir erhalten

Prina = (€/€) Y 05 (0aAp — 95 Aa) — (¢/c)0Aq — €Dath .
B

In der Vektor-Form erhalten wir

d
apk'm = (G/C)’U x B + 6E7

wobei B nur die z-Komponente hat. Analogie mit den quasi-klassischen Bewegungs-
gleichungen ist offensichtlich.



Schlielich, fiir die Beschleunigung erhalten wir

(iv?/h) [py, — (e/c)Ay] [0y, 0u]
= (20% /) Priny0- -

Uy = 06, = (iv/h)[H, 0]

by = voy = (iv/h)[H, 0]

(iv* /1) [pa = (e/0)As] (00, 0
= —(2U2/h)pkin,xaz :

Und

o, = (i/h)[H, 0] = (i/h) [ps — (e/c)As] 02, 2] + (i/ ) [p, — (e/c)Ay] [0y, 0]
= (2/h)(Prin o0y — Priny0s) -

. k- p-Methode:

In der Vorlesung haben wir die folgende Schridinger-Gleichung hergeleitet

(Ek - M) () = Ulr)ug(r).

2m

Hier ug(r) ist der periodische Teil der Bloch-Wellenfunktion (es gilt 1y (r) = ug(r)e™*™ ),
U(r) = U(r+R) ist das periodische Kristall-Potential, m ist die Masse eines Elektrons,
und k ist der Quasi-Impuls (Wellenvektor) aus der 1. Brillowin-Zone. Nehmen Sie
an, dass diese Gleichung fiir einen bestimmten Quasi-Impuls ko gelost wurde, d.h.,

alle Figenzustinde wy, g, (r) und alle Eigenenergien E, p, bekannt sind (damit ist n der
Band-Indez).

Wir wollen jetzt die Eigenenergien und die Eigenzustinde fir einen Quasi-Impuls k =
ko + 0k untersuchen, wobei 0k klein ist. Verwenden Sie die Storungstheorie und berech-
nen Sie damait

a) die Gruppengeschwindigkeit im Band n bei dem Quasi-Impuls ko,
b) den effektiven Massentensor im Band n bei dem Quasi-Impuls k.
Warum heifst die Methode "k - p -Methode”?

Wir stellen dis Schrédinger-Gleichung wie folgt vor:
H U = Ekuk,

H = Hy+Vi+ Vs,

(p — ko)

Ho —
0 2m

+U(r),
wobei p = —ihV. Fiir die Storung bekommen wir

ok - k
V, = (p+ 0),
m

2
vy = O
2m




und dk = k — ko. Denn V; ist nur eine Zahl (proportional zu Einheitsoperator), die-
se Storung kann genau beriicksichtigt werden. Wir kiilmmern uns um V;. Fiir k, alle
Eigenfunktionen und Eigenenergien sind bekannt. D.h.,

HOun,ko = En,koun,ko .

Wir miissen die Normierung besprechen. In der Vorlesung haben wir die Blochfunktio-
nen wie folgt normiert

/dsr ﬁl,kl <T)¢n2,k2 (T> - V(Skl,ka 5”1,7127

wobei V' das Volumen des gesamten Kristall ist. Das bedeutet fiir die u-Funktionen

/d3T Ufn,kl <r>un2,k2 ('r) = V6k1>k2 (57117”2,

oder
/ d37' uzl,kl (r)uTLQJCz (’l") = v(skl,k’Q 5711,7127
E.Z.

wobei v das Volumen einer Elementarzelle (E.Z.) ist. Jetzt miissen wir neu normieren,
sodass

/ dST u;hkl (r)unz,kz (T) = <un1,k1 |un2,/€2> = 5k1,k2 5”1,“27
E.Z.

Die Energiekorrektur erster Ordnung lautet

ok
5ET(L1) = (Un ko V1 [Un ko) = el (Un o [P + Foltn,ky) -

Also, die fiir die Gruppengeschwindigkeit erhalten wir

1
vy = [(Un ko | P Un ko) + Ko] -

Das ist interessant, dass der Erwartungswert des p-Operators die Gruppengeschwindig-
keit ergibt.

Die gesamte Energiekorrektur zweiter Ordnung lautet

1 Z 5ka5kﬂ<un,ko |pa + kmunl,ko)(um,ko‘pﬁ + k(€|un7ko> + (5k>2
En,ko — En 2m ’

ni#n 1,k0

Fiir den Massentensor erhalten wir

(m*_l) = 1 Z (W oo [P™ + K6 [t o) (1o [P + k(€|un7ko> + l(ga 5.

a,B m2 . En,ko — Enl,ko m
Das war der Fall ohne Entartung. Ein interessanter und héufig relevanter Fall ist wenn
fiir k = ky einige Béander entartet sind. Dann, in der ersten Ordnung, bekommen wir
den folgenden effektiven Hamilton-Operator (Matrix)

ni,mn2

1
Her) — 5514: . <um,k0‘p + k(]’unz,]m)‘



