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1. Einleitung

Die technische Nutzbarmachung der fundamentalen Gesetze der Quantenmechanik, aber
auch das bessere Verstehen derselben, dies alles vereinigt sich in dem lebendigen For-
schungsfeld der Quantenbits.

Ein Quantenbit (Qubit) ist dabei ein quantenmechanisches Bit. Im Gegensatz zu einem
herkémmlichen Bit, welches die klassische Informationseinheit mit den beiden Zustinden
0 und 1 darstellt, kann ein solches Qubit nach den Gesetzen der Quantenmechanik auch
einen Uberlagerungszustand der Zusténde 1 und 0 einnehmen. Einen solchen Uberlage-
rungszustand |¥g) kann man sich als einen Zustandsvektor im Hilbertraum aufgespannt
durch die beiden Basisvektoren |0) und |1) vorstellen,

Vo) = al0) +5[1) la” +8=1. (1.1)

Schaltet man mehrere Qubits aneinander, so konnte man analog zu den herkémmlichen
Gattern der digitalen Elektronik, einfache Gatter aus Qubits konstruieren. Diese Gatter
aneinander geschaltet wiirden komplexe Rechensysteme erlauben, man hétte einen auf sei-
nen Bausteinen basierenden Quantencomputer realisiert [IJ.

Ist so ein Quantencomputer nun schneller wie ein herkémmlicher Computer, der den Ge-
setzen der klassischen Physik folgt?

Tatsdchlich kann man theoretische Uberlegungen dahingehend anstellen. Es stellt sich
heraus, dass ein Quantencomputer Stéirken wie auch Schwéchen in bestimmten Rechenope-
rationen gegeniiber dem klassischen Computer aufweist. Fiir gewisse Operationen wiirde
keine Beschleunigung der Rechengeschwindigkeit erreicht werden, manche hingegen wiir-
den exponentiell erhoht. Ein Beispiel fiir die Beschleunigung stellt die Faktorisierung grofier
Zahlen auf der Basis des “Shor’s Algorithmuses” dar [2], 3].

Viele verschiedene Realisierungen fiir Qubits wurden bislang vorgeschlagen, darunter Ato-
me in optischen Fallen [4], nukleare Spins [5], Photonische Kristalle [6] sowie supraleitende
Qubits aus Josephson Kontakten [7, [§, 9].

Abgesehen von der Herausforderung Qubits herzustellen, miissen allgemein die folgenden
sogenannten “DiVincenzo-Kriterien” erfiillt sein [2]:

1. Reproduzierbar- und Skalierbarkeit

2. Qubitzustand muss initialisierbar sein

3. Hinreichend lange Qubitkohérenzzeiten fiir die Rechenoperationen
4. Interkonnektivitéit der Qubits

5. Auslese des Qubitszustandes muss moglich sein

Gerade die supraleitenden Qubits aus Josephon Kontakten stellen hier wegen ihrer relativ
leichten Reproduzierbar- und Skalierbarkeit, erfolgsversprechende Kandidaten dar [10].



1. Einleitung

Zu den supraleitenden Qubits gehort auch das hier behandelte Phasenqubit. Ein solches
setzt sich aus einem supraleitendem Ring mit einem Josephon Kontakt und zusétzlicher
Induktivitdt zusammen. Der Ring wird von einem magnetischen Fluss ¢.,; durchsetzt.

Der die Dynamik des Phasenqubits charakterisierende Hamiltonoperator Hg schreibt sich
wie folgt,

Hg = Ec(p—na)® + EL(¢ — deat)® — By cos(¢), (1.2)
_2¢? I Ze 1 (o 2 %0
Ec = ?7 ng = Te’ Ep = 2L<27r > E; = Ic%a (1-3)

mit E¢ der Ladungsenergie, ng der reduzierten Gatespannung, Ey, der induktiven Energie
und Fy der Josephson Energie. Ferner ist 1. der kritische Strom und ¢g das magnetische
Flussquant. p und qg werden als Impulsoperator und Ortsoperator interpretiert, welche die
kanonische Vertauschungsrelation erfiillen,

[, 9] = i. (1.4)

Ein Prinzipschaltbild des Phasenqubits mit einem typischen Potentialverlauf zeigt Abbil-
dung

Energie [eV]

I l 0.0091

|
|
((; C 0.0090 ENL—€12 ~ 1%
€01
i Qg 1 00089
Ve @ L E; C - Anharmonic potential

0.0088 -

0.0087

| 0.0086

Abbildung 1.1.: links Prinzipschaltbild: In blau Ankopplung der Mikrowelle iiber Kapazi-
tdt Cg, ¢ert bezeichnet den externen Fluss. In griin Josephson Kontakt
E;, intrinsische Kapagzitdt C' und zusétzliche Induktivitdt L; rechts Po-
tential als Funktion der supraleitenden Phase ¢ zusétzlich sind die ersten
vier Energieeigenzustiande eingezeichnet.

Der rechte Teil der Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus dem Potential des Hamiltonope-
rators . Wir erkennen eine Potentialmulde, welche eine endliche Anzahl von Energie-
levels aufweist. Als Qubit werden dabei die ersten beiden Energiezusténde beniitzt. Die
Bevolkerung des erst angeregten Zustandes wird durch Einstrahlung einer Mikrowelle, re-
sonant mit dem Energieunterschied zwischen Grundzustand und erst angeregten Zustand,
realisiert. Hierbei dient die Anharmonizitit zur Unterscheidung zwischen den dariiberlie-
genden Ubergingen. Diese Nichtiquidistanz der Energieunterschiede im Potential kommt
aufgrund der Nichtlinearitdt der intrinsischen Induktivitit des Josephson Kontaktes zu-
stande. Die Auslese des Qubitzustandes erfolgt herkbmmlicherweise durch einen kurzen
Flussimpuls welcher die Mulde soweit verringert, dass alle Zustéinde oberhalb des Grund-
zustandes die Mulde ins Kontinuum verlassen kénnen. Dies fithrt zu einer Anderung der



supraleitenden Phase iiber dem Josephon Kontakt, welche wiederum zu einer Flusséinde-
rung durch den Ring fiihrt. Diese Flusséinderung kann mit hochprizisen DC-SQUIDS (in
engl. “Direct Current Superconducting Quantum Interference Devices*) nachgewiesen wer-
den, und somit letztlich der Zustand des Qubits [11].

Ein Nachteil der Phasenqubits sowie allgemein der supraleitenden Qubits gegeniiber an-
deren Qubits stellen ihre relativ kurzen Relaxations- 77 und Kohérenzzeiten T5 dar. Unter
der Relaxationszeit T versteht man die charakteristische Zeit bei der die Diagonalelemen-
te der Dichtematrix des Zustandes |¥q) in ihren Gleichgewichtswert zerfallen. Hingegen
ist die Kohérenzzeit Ts die typische Zeit bei der die Nebendiagonalelemente zerfallen.
Fiir ein allgemeines Zwei-Niveau-System welches durch folgenden Hamiltonoperator be-
schrieben wird,

H = Hg+ Hgsrp+ Hp (1.5a)
1 1
H = —Zeo.—[sin(n)o, + cos(n)o:]V(X) + Hr, (1.5b)

mit Hg dem Hamiltonian des Zwei-Niveau-Systems, Hr dem Hamiltonian der Umgebung
und Hgr deren Wechselwirkung untereinander, erhélt man fiir die Relaxations- 77 21NS und

Dephasierungsrate T, . 21NS folgende Ausdriicke,

_ 1 .

Tions = 3 sin?(n) Sy (w = e), (1.6a)
1

-1 1

Tigns = 501+ Tods: (1.6b)
Dabei ist,
_ 1
T¢,21Ns =3 cos?(n) Sy (w = 0), (1.7)

die "reine Dephasierungsrate® aufgrund der longitudinalen Kopplung zum Bad x o,V (X).
Die Relaxations- 77 INS und Dephasierungsrate T2_21NS werden mit der symmetrisierten
Gleichgewichtskorrelationsfunktion Sy (w) verkniipft,

1
Sy (w) = 5(C’V(w) + Cy (—w)). (1.8)
Diese stellt eine spezifische Gréfle der Umgebung dar.

Die Effekte der Relaxation und Dekohérenz beruhen auf der endlichen Kopplung des Sys-
tems zu seiner Umwelt. Bei supraleitenden Qubits sind die genauen Quellen der Relaxation
und Dekohérenz noch nicht entgiiltig gekléart, das Studium derer ist aktuelles Forschungs-
gebiet. Bei Phasenqubits wurde jedoch eine Verbesserung der Abschirmung zur Umgebung
bereits durch die Verwendung von induzierten Stromen durch Magnetfelder erreicht.

Wie kann man Dissipation und Dekohérenz theoretisch beschreiben?

Um die wesentlichen Eigenschaften von Dissipation in der klassischen Mechanik richtig
wiederzugeben, fiihrt man den Bewegungsgleichungen ad hoc einen Reibungsterm hinzu,
welcher proportional zur Geschwindigkeit des Teilchens ist. Im Falle des harmonischen Os-
zillators erhélt man dadurch einen Abfall der Amplitude, der Geschwindigkeit sowie der
Energie, die dissipativen Eigenschaften werden also richtig wiedergegeben.



1. Einleitung

In der Tat wurden fiir die in der Zeitordnung reversible Schrodingergleichung schon &hnli-
che Erweiterungen vorgenommen, befriedigend scheinen diese jedoch nicht zu sein, den die
Frage nach dem zugrundeliegenden Mechanismus bleibt dadurch weiterhin unbeantwortet
12).

Ein weiterer wichtiger Punkt in dieser Hinsicht ist das von dem Mathematiker und Phy-
siker Henri Poincaré aufgestellte Wiederkehr-Theorem. Das Theorem besagt, dass ein ab-
geschlossenes, konservatives System fiir hinreichend lange Zeiten seinem Anfangszustand
beliebig nahe kommt [13]. Beide Punkte, die scheinbare Unméglichkeit der Existenz von zei-
tunumkehrbaren Gleichungen aus in der Zeitordnung vollig reversiblen zugrundliegenden
Grundgleichungen sowie das streng mathematisch bewiesene Wiederkehr-Theorem, wurden
historisch zum ersten Mal als Einwand fiir die nach seinem Begriinder Ludwig Boltzmann
in der Zeitordnung irreversible Boltzmann-Gleichung herangezogen. Beide Punkte wurden
jedoch frithzeitig von Boltzmann selbst entkréftigt [14].

Der Schliissel zum Verstandnis fiir Dissipation physikalischer Systeme liegt in der Vor-
stellung, dass das zu betrachtenden dissipative System mit seiner Umgebung eine nicht-
verschwindende Wechselwirkung besitzt. Die Umgebung besitzt ihrerseits eine sehr grofie
Anzahl an Freiheitsgraden. Einmal vom System in die Umgebung transferierte Energie
wird somit fiir physikalisch sinnvolle Zeiten nicht mehr in das System zuriickkehren. Wir
erhalten genau den Effekt der Dissipation.

Quellen der Relaxation und Dekohérenz konnen verschiedene Systeme sein, so z.B. Pho-
nonen in Festkorpern, Photonen aber auch Ensemble von Zwei-Niveau-Systemen.
Einzelne Zwei-Niveau-Systeme mit einer Eigenfrequenz in der Gréflenordnung der Eigen-
frequenz des Qubits erdffnen dabei zusitzliche Kanéle der Relaxation und Dekohérenz
[15], 16]. Solche hochfrequenten Zwei-Niveau-Systeme wurden in Phasenqubits zum ersten
Mal in spektroskopischen Daten ("Qubitspektroskopie”) in der Gruppe von John M. Mar-
tinis im Jahre 2003 entdeckt [17].

Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus diesem Experiment.

0 Occupation Probability of “1” 0.3

—
1)
~

Excitation Frequency w/2n [GHZ]

8.6

Abbildung 1.2.: Gemessene Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Zustandes |1) als Funktion
der eingestrahlten Mikrowellenfrequenz und externem Fluss ¢e.:; Leve-
laufspaltungen an den Resonanzstellen aufgrund der Wechselwirkung mit
einem weiteren 2-Niveau-System; Quelle: [I7].



Bei diesem Experiment wird die Wahrscheinlichkeit den angeregten Zustand |1) im Qubit
vorzufinden als Funktion der eingestrahlten Mikrowellenfrequenz und des externen magne-
tischen Flusses ¢¢,: gemessen. Mit zunehmendem Fluss wird die Potentialmulde kleiner was
eine Erniedrigung des Energieunterschiedes wg; zwischen den Qubitzustéinden zur Folge
hat. Vollig in Ubereinstimmung mit der Erwartung zeigt das Experiment, dass mit zuneh-
mendem Fluss das resonante Treiben bei immer kleiner werdender Frequenz der Mikrowelle
stattfindet. Wir erkennen dies an dem hellen Streifen in der Abbildung. Zusétzlich sehen
wir aber auch, dass an bestimmten externen magnetischen Fliissen ¢z ; eine Aufspaltung
der Anregungsfrequenz stattfindet. Man kann sich diese Aufspaltungen dadurch erkléren,
dass ein weiteres 2-Niveau-System in Wechselwirkung mit dem Qubit steht.

Die Erkldrung des Befundes findet man im Hamiltonoperator gekoppelten Systems,

Hs = Hq+ Hp + HYY,, (1.9a)
1 1 1
Hg = —iwgloz — iwaZ + ivaTa:' (1.9b)

Abbildung zeigt die Eigenzustéinde des vorliegenden Hamiltonoperators fiir den Reso-
nanzfall wo; = wy:

v=0 v>0
A
oy =2

[1-+) = (L) +ot)
I R

=Y = 510 - ot

i
—_—

Abbildung 1.3.: Eigenzustéinde des gekoppelten Systems aus Qubit und 2-Niveau-System
fiir den Resonanzfall wg; = wy. links: verschwindende Kopplung v = 0;
rechts: endliche Kopplung v > 0.

Anregungen in Form von Ein-Photoneniibergéingen finden bei endlicher Kopplung v > 0
zwischen dem Grundzustand und den hybridisierten Zusténden statt,

o [1+) = 5 (1) +[ot)),

o 1) = (L) — (o).

Diese weisen im Resonanzfall eine Energieaufspaltung wi4+ — wi— in der Gréfle der Kopp-
lungskonstante v auf, dies erklért die Aufspaltung in Abbildung an Stellen ¢eypy ;.

Hohe Intensitdten erlauben zudem Zwei-Photoneniibergénge zwischen dem Grundzustand
|0J) und dem hochstangeregten Zustand |171), was sich in einer zusétzlichen jedoch schwé-
cheren Linie zwischen den Energieaufspaltungen dufilern wiirde (in nicht zu sehen)



1. Einleitung

[18, 19, 20].

Tatséchlich wurden Kollektive von Zwei-Niveau-Systemen bereits in den 1970 Jahren er-
folgreich zur Deutung der Anomalie der thermischen Leitfdhigkeit und der spezifischen
Wiérme in amorphen Systemen herangezogen [21], 22, 23].

Zwei-Niveau-Systeme sind heute in allen Qubits nachgewiesen, wenngleich sie am haufigs-
ten in Phasenqubits vorgefunden werden. Solche weisen sich durch eine gegeniiber anderen
Qubits verhéltnisméfig groBle Kontaktfliche des Josephson Kontaktes aus. Ihre mikro-
skopische Natur ist dabei noch nicht endgiiltig geklirt. Hinweise deuten jedoch auf die
Existenz von elektrischen Dipolen, welche iiber das elektrische Feld der Tunnelbarriere des
Josephon Kontaktes an das Qubit ankoppeln, oder bistabile Ionen in der Tunnelbarriere
welche zu einer Modulation des kritischen Stromes fiithren, hin [24] 18] 20, 25].

Seit ihrer Entdeckung wurden viele Eigenschaften und Auswirkungen auf das Qubit unter-
sucht. Sie bewirken nicht nur eine Aufspaltung der Energielevels. Sie haben als weiteres dis-
sipatives Element auch Einfluss auf die Rabi-Oszillationen Mikrowellen getriebener Qubits.
So fithrt die Wechselwirkung beispielsweise zu Schwebungen in den Oszillationen [26], 27,
28, [19]. Sie erkléren auch die spektrokopischen Daten mit Mehr-Photoneniibergéingen [20],
[29].

Kollektive von niederfrequenten Zwei-Niveau-Systemen sind Modellgrundlage fiir das Rau-
schen mit einer spektralen Dichte welche eine Frequenzabhéngigkeit in Form eines inversen
Zusammenhang zur Frequenz besitzt, abgekiirzt als %—Rauschen [30]. Tatséchlich kénnen
sie sogar als Speicher des Qubitzustandes aufgrund ihrer meist besseren Kohérenzeigen-
schaften beniitzt werden, was eindrucksvoll in [31] gezeigt wurde.

Motivation

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit stellen die Experimente iiber die Dissipations- und De-
phasierungseigenschaften einzelner hochfrequenter Zwei-Niveau-Systeme in Phasenqubits
der Gruppe A. Ustinov dar [32]. Im Speziellen wurde die Relaxationszeit 77, Dephasie-
rungszeit To und Rabi-Oszillationszerfallszeit T).qp; in Abhéngigkeit von der Verstimmung
dw 1= wy — wo1 sowie deren Temperaturcharakteristika vermessen.

Abbildung [I.4] zeigt einen Ausschnitt aus diesem Experiment.

Links in der Abbildung (a,b,c) sehen wir die Antworten des Zwei-Niveau-Systems bei fester
Verstimmung dw:

e (a) Relaxationszeitverhalten des angeregten Zwei-Niveau-System zur Bestimmung
der Relaxationszeit T}

e (b) Rabi-Osrzillationen in dem Zwei-Niveau-System durch resonantes Treiben mit
einer Mikrowelle zur Bestimmung der Rabi-Zerfallszeit T}.qp;

¢ (c) Ramsey-Oszillationen zur Bestimmung der Dekohéirenzzeit T

Auf der rechten Seite (d,e,f) sind die aus (a,b,c) extrahierten Zerfallszeiten als Funktion
der Verstimmung dw aufgetragen.

Vollig in Erwartung fiir ein Zwei-Niveau-System wechselwirkend mit einem Qubit erhalten
wir in allen drei Experimenten eine Abnahme der Zerfallszeit fiir kleine Verstimmungen
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Abbildung 1.4.: Antwortfunktionen des Zwei-Niveau-Systems auf Standartmikrowellense-
quenzen aus Ref.: [32] (a) Relaxation des Zwei-Niveau-Systems bei fes-
ter Verstimmung dw. (b) Rabi-Oszillationen fiir einen getriebenes Zwei-
Niveau-System bei fester Verstimmung dw. (c) Ramsey-Oszillationen bei
fester Verstimmung dw (d,e,f) Die extrahierde Relaxationszeit: T} , Rabi-

Zerfallszeit: T4, und Dekohéirenzzeit: T als Funktion der Verstimmung
ow.

| 0w |< v [33]. Ungewdhnlich ist jedoch die relativ grofie Resonanzbreite o > v, welche
zudem stark asymmetrisch zu negativen Verstimmungen hin verschoben ist.

Wir werden in dieser Arbeit einen effektiven Hamiltonian fiir den Phasenqubithamiltonian
einfiihren. Dieser effektive Hamiltonian stellt dabei ein stark anharmonisches Mehr-
Niveau-System dar. Wir werden zeigen, dass resonante Wechselwirkung des Zwei-Niveau-
Systems mit dem Phasenqubit an allen Zwischenzustéinden des Phasenqubits stattfinden
kann. Desweiteren erhalten wir aufgrund des abnehmendem Levelabstandes zwischen ho-
heren Levels resonante Wechselwirkung bei zunehmend negativen Verstimmungen dw < 0.
Durch eine Uberlagerung der einzelnen Resonanzen kénnte dann das Bild einer grofien
Resonanz entstehen, welche zudem zu negativen Verstimmungen hin verschoben ist.

Aufbau der Arbeit

Wir beginnen mit einer Einfithrung in den Bloch Redfield Formalismus, einen Ansatz zur
Beschreibung von offenen Systemen [34) [35]. Der Ausgangspunkt des Formalismuses stellt
dabei die in der Zeitordnung reversible Schrédingergleichung fiir das dissipative Fluktuator-
Phasenqubit System. Wichtige Ndherungen zur Losbarkeit der Gleichungen werden auf der
Grundlage, dass die Umgebung des betrachteten Systems sehr viele Freiheitsgrade besitzt,
gemacht. Die Resultate bestéitigen im Nachhinein die gemachten Nédherungen, die wesent-
lichen Aspekte der Dissipation gehen nicht verloren und werden richtig wiedergegeben.
Im anschliefenden Kapitel spezifizieren wir das System und seine Umwelt weiter. Formu-
lieren dabei die einzelnen Hamiltonians des Systems und der Umwelt, insbesondere deren
Wechselwirkungsterme.



1. Einleitung

Die anschlieende Diskussion widmet sich der allgemeinen Struktur der Gleichungen, der
allgemeinen Losungsform, sowie der Berechnung der Relaxations- 77 und Dephasierungs-
zeiten Th.

Im anschliefenden Kapitel analysieren wir dann die Ergebnisse der Berechnungen. Wir stu-
dieren dabei zunéchst den Fall des Zwei-Niveau-Systems gekoppelt an ein 3-Level-System.
Ausgehend von diesem Modell sind wir dann in der Lage Aussagen iiber das Zwei-Niveau-
System unter der Wechselwirkung des Phasenqubits zu treffen.

Die Arbeit schliefit mit einer Diskussion des Quanten-Zeno-Effektes ab, ein der Intuition
widersprechender jedoch grundlegender Effekt der besagt, dass ein System durch stdndige
Beobachtung an seiner Zeitentwicklung gehindert wird.

Notationen, Abkiirzungen und verwendete Programme
e Wir setzen durchwegs, Ausnahme Vergleich Theorie mit Experiment, kg = 1,A = 1.

e Fir die Berechnungen der Relaxations- und Dekohérenzzeiten wurde das Compu-
teralgebrasystem “Mathematica 7.0.1” beniitzt.

e Fiir die Berechnung der Eigenenergien des Phasenqubitpotentials nach (1.2)) wurde
das in “Matlab” geschriebene Skript von Dr. Clemens Miiller verwendet.

e Fiir das “Zwei-Niveau-System” wird der Name “Flukutator”, sowie fiir das “Pha-
senqubit” das Wort “n-Level-Qubit” zwecks grofleren Informationsgehalts synonym
verwendet.



2. Bloch Redfield Formalismus

Der Bloch Redfield Formalismus stellt eine Moglichkeit zur Berechnung der zeitlichen Ent-
wicklung der Dichtematrix eines Systems, im Folgenden reduzierte Dichtematrix genannt,
das an eine Umgebung gekoppelt ist, dar. Wie im Folgenden noch genauer erldutert wird,
gibt der Bloch Redfield Formalismus die wesentlichen Eigenschaften adaquat wieder, sofern
die Kopplung des Systems an die Umgebung hinreichend klein ist und die Korrelationen
der selbigen (Gleichgewichtskorrelationsfunktionen) geniigend schnell in der Zeit zerfal-
len. Im Speziellen erhilt man die Moglichkeit die charakteristischen Zerfallsraten fiir das
Systems, die Relaxationsrate T} ! sowie die Dekohiirenzrate Ty 1 auch Dephasierungsrate
genannt, anzugeben. Fiir die folgende Darstellung des Formalismuses, haben wir die Bii-
cher Ref.: [30], [37] sowie die wissenschaftlichen Abschlussarbeiten Ref.: [38], [L6] beniitzt.
Die urspriinglichen Arbeiten gehen auf die Begriinder F.Bloch und A.G.Redfield zuriick
[34], [35].

2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

Wir betrachten den folgenden Hamiltonoperator,
H = Hg+ Hgr + Hgp, (2.1)
mit,
e Hg: Hamiltonoperator des Systems,
e Hp: Hamiltonoperator der Umgebung,
e Hgp: Wechselwirkungsoperator zwischen System und Umgebung.

Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf einen in den Operatoren linearen Wech-
selwirkungsterm Hgpr der folgenden Form,

HSR = ZSZXZ (22)
7

Dabei sind s; Operatoren des reduzierten Systems und X; Operatoren der Umgebung.
Der Hamiltonian des Systems Hg sowie der Hamiltonian der Umgebung Hp seien vorerst
beliebig.

Sei x(t) die Dichtematrix des zusammengesetzten Systems S X) R, deren Zeitentwicklung
vollstandig durch die fundamentale Liouville Gleichung,

X(t) = —ilH, x(1)]; (2.3)

festgelegt wird. Ausgehend von der Losung konnen wir zumindestens im Prinzip alle Ei-
genschaften des zusammengesetzten Systems berechnen.



2. Bloch Redfield Formalismus

Die Losbarkeit wird allerdings aufgrund der grofien Anzahl der Freiheitsgrade der Um-
gebung und allen Wechselwirkungen innerhalb derer ungemein verkompliziert. Wir sind
jedoch ohnehin nur an den Eigenschaften des Systems interessiert.

Allgemein erhalten wir Erwartungswerte von physikalischen Gréflen indem wir die Spur
der entsprechenden Observable mit der zugrunde liegenden Dichtematrix nehmen. Sei dazu
O eine beliebige Observable des Systems. Ihr Erwartungswert erhalten wir wie folgt,

(0) = TrsgrlOx(t)] = Trs[OTrr[x(t)]]- (2.4)

Wenn wir p(t) := Trgr[x(t)] als die Dichtematrix des reduzierten Systems definieren so
konnen wir das obige Ergebnis in der gewohnten Schreibweise ausdriicken:

(0) = Trs[Op(t)], (2.50)
plt) = Tralx(t). (2.5b)

Offensichtlich beinhaltet die reduzierte Dichtematrix p(t) alle Information iiber das System.
Unseres weiteres Vorgehen besteht nun darin eine Ndherung fiir die Bewegungsgleichung
der reduzierten Dichtematrix p(t) anzugeben, welche alle fiir uns relevanten Informationen
iiber das System beinhaltet.

Wir tranformieren zunéchst ins Wechselwirkungsbild. Dabei fassen wir Hgpr in , den
Kopplungsterm zwischen System und Umgebung, als kleine Storung auf. Die zeitliche
Entwicklung des Zustandes im Wechselwirkungsbild ist alleinig durch diesen Storterm ge-
geben. Da wir ihn als klein annehmen ist dies ein guter Ausgangspunkt fiir notwendige
Néherungen.

Fiir einen beliebigen Zustandsvektor |1 (t)) und beliebigen Operator A(t) im Schrédinger-
bild, ist die Transformation definiert durch,

[Bt)) = SR ey (2.62)
At) = WsHHR) g(p)e{(HsTHR)L (2.6b)

Wir erhalten aus (2.3)) die Liouville Gleichung im Wechselwirkungsbild,

X() = =iy [35()X; (), X(1))- (2.7)

J

Als néchstes integrieren wir diese Gleichung formal ab dem Zeitpunkt des Einschaltens tg
der Wechselwirkung. Wir setzen tg = 0 und erhalten,

2 = X0 -iY / a8 [5;(#) X (#), (1), (2.8a)
0

x(0) = X(0). (2.8b)

Substituieren wir dieses Ergebnis in den urspriinglichen Ausdruck ({2.7)) zuriick, so erhalten
wir,

X() = =iy _[5(6)X5(8), x(0)] = Y /dt’[gz'(t))?z‘(t)v 35 ()X, (), X(t')]] (2.9)
i 7

1,
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2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

Verwenden wir nun noch (2.5b)) um den entsprechenden Ausdruck fiir das reduzierte System
zu erhalten,

pt) = —i S TralE;(0X;(0).x(0)] (2.108)
J

= / a5 (0 (1), [55(8) X5 (), K,
ij
Tra[R(H)] = eHstp(t)e i1t = j(t). (2.10b)

Diese Integrodifferentialgleichung ist noch zu schwer um sie exakt zu losen. Sie stellt aber
einen guten Ausgangspunkt dar, um verniinftige Ndherungen anzusetzen.
Im weiteren Vorgehen werden wir drei Ndherungen vorstellen von denen wir die ersten
zwei durchwegs in dieser Arbeit zur Analyse des Problems, Zwei-Niveau-System wechsel-
wirkend mit dem Phasenqubit, verwenden werden.
Diese Néaherungen lauten:

e Bornsche Ndherung

e Markov Niherung

e Sekulare N#herung (auch: rotating wave approximation (RWA))

Bornsche Néherung

Wir schreiben fiir die Dichtematrix des zusammengesetzten Systems

X(t) = p(t)Ry+ O(Hsg), t >0, (2.11a)
1 _Hp _Hp
Ry = Z¢ T Z =Trrle” 7. (2.11b)

Wir nehmen also an, dass fiir alle Zeiten die Dichtematrix des zusammengesetzten Systems
X (t) sich schreiben lédsst als Direktprodukt aus der Dichtematrix des reduzierten Systems
p(t) mit der Dichtematrix der Umgebung im thermischen Gleichgewicht Ry. Weiterhin
nehmen wir an, dass Abweichungen davon klein und linear in Hgp sind.

Diese Néherung ist verniinftig, da die Umgebung sehr viele Freiheitsgrade im Vergleich zu
dem reduzierten System aufweist, daher sollte der Einfluss des Systems auf die Umgebung
vernachléssigbar klein sein. Jedoch erwarten wir einen Einfluss der Umgebung auf unser
System, natiirlicherweise, da wir ein relaxierendes und dephasierendes System beschreiben
wollen.

Ein Vergleich der Groéflenordnungen der relevanten Energien in unserem System unter-
mauert diese Behauptung nochmals:

Bekanntlich gilt im thermischen Gleichgewicht nach dem Gleichverteilungssatz fiir die mitt-
lere Energie pro Freiheitsgrad,

(E) = =T. (2.12)
Und damit fiir ein Mol N mit ~ 10?® Teilchen,

(B)y = %NT. (2.13)

11



2. Bloch Redfield Formalismus

Damit ergibt sich bei einer fiir supraleitende Qubits typischen Arbeitstemperatur 7' von
35mK und einer Resonanzfrequenz wg;, welche in der Groflienordnung von etwa 10 GHz
liegt, folgendes Verhéltnis fiir die relevanten Energien,

wo1
(E)N

~ 1072, (2.14)

Wie diese Abschitzung also zeigt liegen die Grofienordnungen weit auseinander. Der Ein-
fluss des Qubits auf das Bad sollte demnach fiir seine makroskopischen Eigenschaften vollig
vernachléssigbar sein.

Wir bemerken ferner, dass die Bornsche Néherung dquivalent zu einer Niherung
in 2ter Ordnung in der Storung Hgpg fiir die Bewegungsgleichung des reduzierten Systems
ist. Wir konnen das leicht durch Einsetzen von (2.11af) in (2.10a) {iberpriifen.

Setzen wir also (2.11a)) in (2.10a]) ein, so ergibt sich,

Ft) = =i TralE;(OX;(0), p(0)Ro (2.15)

t
=3 [Tl 0% 0), ) (), 5 Rl

ij
Dabei verschwindet der erste Term, was immer der Fall ist sofern der thermische Mittel-
wert von X; verschwindet. Andernfalls absorbieren wir ) s;Trr[X;Ro] in Hg.

(2

Markov Néherung
Wir haben mit eine in der Zeit nichtlokale Integralgleichung erhalten. In Markov
Néherung machen wir die Gleichung lokal in der Zeit fiir p. Wir formen zun#chst Gleichung
etwas um, um anschlieBend ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit der Ndherung zu
formulieren.
Dazu schreiben wir den Doppelkommutator in aus, und erhalten,

i =-3 / dt [(:svl-(t):vrj (O)A(E) - 5()FE)E () - Oxox, (1, 1)
ij

(2.16)
+ (p(t1)5;(1)5:(t) — 3:(H)p(t")5;(1) - Cx;x, (', 1) |
Cx,x,(t, ") = Trg[RoX;(t)X;(t)], (2.17a)
Cx,x,(t't) = Trg[RoX;(t)X;(t)]. (2.17D)

Mit den Badkorrelationsfunktionen, Cx, x;(t,t'), Cx,x;(t,t'), die im thermischen Gleich-
gewicht, d.h. [Ry, Hr] = 0, nur von der relativen Zeitdifferenz abhéngen, siche Anhang
A.2.2

Cx,x,;(t,t) = Cxx;(t—1t), (2.18a)

Diese Funktionen zerfallen auf einer Zeitskala 7., welche charakteristisch ist fiir das zu
betrachtende Bad. Das bedeutet, dass innerhalb dieser Zeitskala im Mittel der Einfluss

12



2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

einer Wechselwirkung noch im Bad gespeichert bleibt.
In Markov Naherung fithren wir folgende Ersetzung unter dem Integral durch

) = A(t) (2.19)

Wir fordern damit, dass die Entwicklung der Dichtematrix des reduzierten Systems nicht
von seiner Vorgeschichte abhéingt, insbesondere wird die Gleichung dadurch lokal in der
Zeit fiir p(t). Die Losung der Bewegungsgleichung wird dadurch wesentlich vereinfacht.
Fiithren wir diese Ersetzung in durch, beniitzen die Zeittranslationsinvarianz der
Badkorrelationsfunktionen und dehnen die obere Integralgrenze nach unendlich aus.
Schliefllich verschwinden alle Beitrdge oberhalb 7, so erhalten wir,

p(t) = ZJ: O/ dt [(§i(t)§j(t —1")p(t) —55(t —t )W)gi(t)) O, ) (2.20)

; (ﬁ(t)gj (t = t")53(8) — (R, (¢ — t")) - cxjxx—t”)} |

Die Markov Néherung behilt also dann ihre Giiltigkeit, falls die Dichtematrix des redu-
zierten Systems p(t) sehr langsam auf der Zeitskala 7. variiert. Da wir jedoch an dem
makroskopischen Verhalten unseres Systems interessiert sind, welches mit den Zeitskalen
T1 und T5 verkniipft ist, muss im speziellen

Te K T1,Th (2.21)

erfiillt sein.

Wir fassen damit die Ableitung unserer Dichtematrix als ”grobe” Ableitung auf mit,

5 Ap(t) _ plt+ At) — p(t)
t = . 2.22
®) At At (2:22)
Dabei beschrinken wir uns auf Zeitskalen At die viel groBer als 7. sind, der Einfachheit
halber schreiben wir dennoch p(t) fiir die Ableitung, interessieren uns jedoch nicht fiir

Zeitskalen sehr viel kleiner als ..

Sekulare Nédherung

Gleichung ([2.20)) beinhaltet iiber die Operatoren s;(t) implizit die Zeitentwicklung des
ungestorten Systems Hg. Dies gibt uns Anlass fiir eine weitere Niherung. Dabei werden
wir im Integral die Zeitskalen fiir die Entwicklung der Operatoren s;(¢) mit den fiir uns
relevanten Zeitskalen 77, T des reduzierten Systems p(t) vergleichen. In der Konsequenz
haben wir die Berechtigung schnell oszillierende Terme fiir hinreichend lange Zeiten zu
vernachléssigen.

Um die Sekulare Ndherung anzuwenden und das Erlduterte zu quantifizieren, projizieren
wir zunéchst die Gleichung auf die Eigenzustéinde des ungestorten Systems,

Hg|n) = E, |n), (2.23)

und erhalten nach einigen algebraischen Umformungen,

(| () [m) =Y (| Bt) ) Ryt - €=, (2.24)
n'n

13



2. Bloch Redfield Formalismus

Dabei ist Ry/mnn der Bloch Redfield Tensor, ein Tensor 4 Stufe, der gegeben ist durch,

Ryvmnn = Anmm’n’ + AZ 'm!mn Z(A ’kkn’émn =+ Amkkn(sm 'n! ) (225&)
Agped = Z (al 5; |b) {c| 55 |d) - / dt" e~ et Oy x,; ("), (2.25b)
iyj 0
mit,
Wry 1= Wy — Wy, (2.26)

den sogenannten Bohrfrequenzen.

Verwenden wir noch die Beziehung zwischen dem Realteil der Laplacetransformierten und
der Fouriertransformierten der Badkorrelationsfunktion,

Re[ / de Tt Oy . (t”)} 5 / dt"e~ e Cx (1), c—0y, (227
0

—0o
so erhalten wir unter Vernachlissigung des Imaginérteils der Laplacetransformierten,
1
Agbed = Z (al si |b) (c| s;|d) - QCXin (W = Weq)- (2.28)
i3

Wir bemerken, dass der Bloch Redfield Tensor zeitunabhéngig ist. Die einzige
Zeitabhéngigkeit in rithrt von den Exponentialfaktoren mit den Bohrfrequenzen her.
Sind wir an den Relaxations- und Dephasierungseigenschaften, welche mit den Zeitskalen
11,15 verkniipft sind, interessiert. So kénnen wir flir

Wij > T1_17 T2_17 (229)
anndhern durch,
) sekular
([0 ) =3 (|0 1) Rt (2.30)
n',n

Dabei nehmen wir nur Terme mit, die folgende Gleichung erfiillen,

Wintm — Woin = 0. (2.31)

Alle anderen Eintréige des Tensors verschwinden fiir hinreichend grofie Zeiten. Wir kénnen
vier Fille unterscheiden die (2.31]) erfiillen,

! _ /
1.m'=n", m=n, m'#m,

I __ ! _ / !/
2.m'=m, n’=n, m'#n,

3. m=m=n"=n,

14



2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

4. im Fall einer Entartung zwischen Energieabstinden wy,,, = wy, ("Liouvilleentar-
tung”), nicht notwendigerweise 1.,2.,3..
Ein Beispiel stellt hier der harmonische Oszillator mit seinen dqudistanten Energie-
absténden zwischen den benachbarten Energieeigenzustéinden dar.

Formen wir Gleichung (12.30)) noch etwas um, um die anschlielende Interpretation zu ver-
einfachen,

<m/| ﬁ(t) |m> = dm/m Z Winn <n| ﬁ(t) |n>_’7m’m <m,‘ ﬁ(t) ‘m>+ Z Riimnin <n,’ ﬁ(t) |TL> )

nFm wm/mfwn/nzo
(2.32)
mit,

Tm'm = Z(Am’kkm/ + A:nkkm) - Ammm’m’ - :n’m/mm’ (233b)

k

1

Aaea =Y (al si[b) {c| s;|d) - 5 Oxix; (W = wea). (2.33¢)

2%

Riicktransformation ins Schrodingerbild und Interpretation der Bloch Redfield Gleichungen
Transformieren wir (2.32) zunéchst ins Schrédingerbild zuriick. Wir erhalten dabei einen
zusétzlichen Term, welcher die Eigendynamik des ungestoérten Systems beschreibt,

(| (1) m) = — i (| [Hs. p(0)] 1m) + S S W (1] p(2) In) — o (] p(1) )
n#m

+ Z Rm’mn’n <n/‘ ,O(t) ’TL> .

Wl — Wyt =0

(2.34)

Schauen wir uns die einzelnen Terme in (2.34) etwas genauer an (dabei schlieflen wir
zunéchst eine mogliche "Liouvilleentartung” aus):

o —i(m'|[Hs, p(t)] |m) = —i(wms — wpm) (m'] p(t) |m)

Diesen Term erhilt man bei Riicktransformation vom Wechselwirkungsbild ins Schré-
dingerbild. Er beschreibt die zuvor im Wechselwirkungsbild unterdriickte Eigendy-
namik des ungestorten Systems

° 5m’m Z Wmn <n’p(t) ’n>

n#m

— Nach Definition sind alle W,,,,, reell und stets positiv (Bochner Theorem
[39]), weiterhin verkniipfen sie nur Diagonalelemente miteinander.
Schauen wir uns die Definition etwas genauer an so erhalten wir im Fall von
verschiedenen und unabhingigen Bidern (verschwindende Kreuzkorrelationen
unterhalb der Béder),
Winn 0 5 22 [ml s [n)*Cx,x, (0 = winn)-

7
Wie wir im Anhang zeigen sind dies genau die Ubergangsraten von den Zu-
stdnden n nach m welche man auch in Stérungstheorie, Goldener Regel erhilt.
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2. Bloch Redfield Formalismus

— Wie wir ebenfalls im Anhang[A-2.2]zeigen, kénnen wir im thermischen Gleichge-
wicht eine wichtige Beziehung fiir Korrelationsfunktionen im Fourierraum her-
leiten. Diese besagt, dass Anregungen im Vergleich zu Abregungen induziert
durch das Bad exponentiell unterdriickt sind,

C(-w) = C(w) - e 7.

o —Ymm (M| p(t) [m)

— Nach Definition (2.33b)) gilt vp/m = 75> und sind sie im Allgemeinen komplex.

— Thr Realteil Re[v,m] gibt die jeweilige Dephasierungsrate TQ_;rln’m des Subsys-
tems m'm (m’ # m) an, falls zum Zeitpunkt tg = 0 eine Kohérenz schon vorlag.
Dynamisch kénnen hingegen keine Kohérenzen erzeugt werden, da in Sekular
Naherung alle Diagonalelemente von allen Nichtdiagonalelementen entkoppelt
sind. Der Imaginérteil von v,,/,, kann als "Lambshift” der Eigenfrequenzen w,,/.,,
aufgefasst werden. Um konsistent mit der Sekularen Néherung zu bleiben sollte
T [V ]| K Wi | s€IDL

L4 Z Rm’mn’n <n/| p(t) |Tl>

Wyl —Wh ! =0

Der Beitrag dieses Termes ergibt sich nur im Fall der Liouvilleentartung, dabei wer-
den Nebendiagonalelemente entarteter Subsysteme miteinander verkniipft.

Betrachten wir die Gleichungen fiir die Diagonalelemente in (2.34) noch etwas genauer.
Wir konnen leicht zeigen, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten bleibt. Denn dafiir
muss gelten,

>~ ml p(t) [m) = 3 (D" Rowmnn) (0l p(t) ) = 0. (2.35)

m n

Und da i.A. (n|p(t) |n) # 0 ist,
>" R = 0. (2.36)

Schauen wir uns die entsprechenden Bloch Redfield Tensoreintrige (2.33a)), (2.33b|) dazu
an, so konnen wir (2.36|) leicht verifizieren,

m m#n

Da die W,,, Transmissionswahrscheinlichkeiten darstellen, weiterhin die Gesamtwahr-
scheinlichkeit einen Zustand in irgendeinem Level vorzufinden erhalten bleibt, erhalten
wir in Bloch Redfield Ndherung Mastergleichungen fiir die Diagonalelemente.

Machen wir abschlielend ein Beispiel fiir den Fall eines drei-dimensionalen Systems dim(Hg) =
3 um die Struktur der Bloch Redfield Gleichungen eindriicklich zu sehen:

Dazu schreiben wir zunéchst die Bloch Redfield Gleichungen als Matrixgleichung
um. Dabei sortieren wir zur besseren Ubersicht alle Diagonalelemente der Dichtematrix in
die ersten Zeilen gefolgt von allen Nichtdiagonalelementen. Die Bloch Redfield Gleichungen
lassen sich damit wie folgt darstellen,

D) =L20 . PL), (2.38)
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2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

mit der dim(Hg)? = 9 - dimensionalen Liouville Matrix,

£ e i (| [H, p(8)] 1) S rm + B2 (2.39)

m/'m,n'n m/'m,n’'n’

Wir sehen die 9-dimensionalen Liouville Matrix in Abbildung 2.1 mit den entsprechenden
Eintrégen aus (2.33).

(W + W) Wiy Wis 0 0 0 0 0 0
W cWatWe)> W3 0 0 0 0 0 0
Wiy W (Wi + W) 0 0 0 0 0 0
0 0 0 =M= 'f.(w‘] - .‘.«.'2} 0 0 Ruz; 0 0
0 0 0 0 = ilw —ws) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 S = twa —wy) 0 0 Roi32
0 0 0 Raz12 0 0 A= ifwz — w3) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 gp=i(wy — wy) 0
0 0 0 0 0 BR300 0 0 S = i{wy — )

Abbildung 2.1.: Liouville Matrix fiir dim(Hg) = 3 in Sekularer Ndherung: linke obere
Blockmatrix enthilt die Ubergangsraten aus und formt damit die
Mastergleichung; rechts unten die Diagonalmatrix fiir die Nebendiagonal-
elemente aus und den jeweiligen Phasen aus der Zeitentwicklung
des ungestijrten Systems HS ; die Eintréige R1223,R2132,R2312 und
Rs3901 ergeben sich nur im Fall der “Liouvilleentartung®.

Die Eintrage Rj203,R2132,R2312 und R3991 sind nur im Falle einer Entartung der Energien
w39 = w1 mit einzubeziehen (“Liouvilleentartung®).

Fassen wir kurz zusammen was wir im Wesentlichen nun erreicht haben. Zu allererst haben
wir die Bornsche Néherung verwendet. Dabei nehmen wir an, dass der Einfluss der Um-
gebung auf das System sehr klein ist (schwaches Rauschen) und die Umgebung eine sehr
grofle Anzahl an Freiheitsgraden besitzt. In der Konsequenz faktorisieren die Dichtema-
trizen. Dies driickt den Umstand der Irreversibilitdt in der Entwicklung der Dichtematrix
des reduzierten System aus. Ferner haben wir erreicht, dass der gesamte Einfluss der Um-
gebung auf das reduzierte System sich in den Gleichgewichtsbadkorrelationsfunktionen
manifestiert. In Markov Naherung nehmen wir zusétzlich ein kurz korreliertes Rauschen
an, was uns die Losung der Gleichungen wesentlich vereinfacht, da wir nun Differentialglei-
chungen 1-Ordnung mit konstanten Koeffizienten erhalten haben. In Sekularer Ndherung
vernachléssigen wir dann alle auf der Zeitskala der Relaxations- 77 und Dephasierungszeit
T5 schnell oszillierenden Terme. Dadurch erreichen wir eine Entkopplung aller Diagonalele-
mente von allen Nichtdiagonalelementen der Dichtematrix des reduzierten Systems. Dies
fithrte uns zu den Mastergleichungen fiir die Diagonalelemente und Losungen der Neben-
diagonalelemente in Form von abfallenden Exponentialfunktionen. Deren charakteristische
Abklingzeit ist durch die Dephasierungszeit T> des jeweiligen Subsysteme gegeben. Fiir die
Giiltigkeit der genannten Niherungen haben wir ein schwaches, kurz korreliertes Rauschen
vorausgesetzt, so dass gelten muss: 7 L Ty < wm, T—lc
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3. Das Modell

In diesem Kapitel stellen wir das grundsétzliche Modell: Dissipatives Zwei-Niveau-System
(Fluktutator) wechselwirkend mit einem dissipativen Phasenqubit (im Folgenden abge-
kiirzt als “n-Level-Qubit“) vor. Dabei stellen wir zunéchst die die Dynamik des Systems
charakterisierenden Hamiltonians vor. Als Beschreibungsgrundlage dient uns der in Kapitel
eingefiithrte Bloch Redfield Formalismus, in dem wir unser System und Bad insbesonde-
re deren Wechselwirkungsterme untereinander weiter spezifizieren. Das hier beschriebene
Modell ist die Grundlage fiir alle in dieser Arbeit betrachteten Eigenschaften und Aspekte
des Systems.

3.1. Gesamthamiltonian

Wie bereits aus dem Kapitel Bloch Redfield Formalismus [2| bekannt, sollten wir, da wir
uns fiir Relaxationsprozesse in unserem System interessieren, in geeigneter Weise eine
Kopplung des Systems an seine Umwelt in Betracht ziehen. Der erste Schritt dazu stellt
die Aufteilung des Gesamthamiltonoperators in drei Teile dar,

H =Hg+ Hr + Hgg, (3.1)
e Hg: Hamiltonoperator des Systems,
e Hp: Hamiltonoperator der Umgebung,
o Hgpr: Wechselwirkungsoperator zwischen System und Umgebung.

Im weiteren Vorgehen spezifizieren wir die einzelnen Hamiltonians fiir das uns vorliegende
Problem eines n-level-Qubits wechselwirkend mit einen Fluktuator.

3.1.1. Hamiltonoperator des Systems

Unser System besteht aus zwei kohdrent aneinander gekoppelten Subsystemen, zum einen
das n-Level-Qubit zum anderen der Fluktuator.

Wir teilen damit unseren Systemhamiltonian Hg in drei Teile auf:
Hs = Ho + Hp + Hiy (3.2)
e Hg: Hamiltonoperator des n-Level-Qubits

e Hp: Hamiltonoperator des Fluktuators

. H%;, Wechselwirkungsoperator zwischen n-Level-Qubit und Fluktuator
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3. Das Modell

Im Folgenden gehen wir auf die einzelnen Hamiltonians Hg, Hp und HgVI;V ndher ein,
wobei wir die einzelnen Hamiltonians in ihrer jeweiligen Eigenbasis darstellen.

Hamiltonoperator des n-Level-Qubits

Wir fiihren einen effektiven Modell-Hamiltonian H¢ zur Beschreibung des Phasenqubits
ein. Dieser stellt, wie wir in Kapitel zeigen werden, fiir kleine Potentialmulden eine
gute Nidherung fiir das Potential aus dar.

Dieser wird sich in Kapitel [5] als niitzlich fiir die Analyse des allgemeinen Relaxationszeit-
verhaltens des Fluktuators erweisen.

Der effektive Hamiltonian Hg schreibt sich wie folgt,
n—1
Ho = ws) |s) (s
s=0

nfs(cum -5 1A> ) (5] (3.3)

s=0

Dabei stellt wp; den Energieunterschied zwischen dem 1-ten und O-ten Level dar. A > 0
nennen wir den Asymmetrieparameter, seine Bedeutung wird im Weiteren néher erldu-
tert. Wie Eingangs (1| bereits erwihnt wurde, ist die Asymmetrie benachbarter Zustédnde
notwendig fiir die Reduktion eines allgemeinen Mehr-Niveau-Systems auf ein Qubit (2-
Niveau-System) [10].

Machen wir ein Beispiel fiir den Fall n=5 um die obige Struktur besser zu verstehen,

He = 010) (0] +wor [1) (1] + (2001 — A) [2) (2] + (31 — 3A) [3) (3] + (dwior — 6A) [4) (4]

(3.4)
Der Energieabstand benachbarter Levels betrégt nach
Wg — Ws—1 = Wo1 —(8—1)A, s € {1,..,n—1}. (35)
Damit berechnen wir den Energieunterschied benachbarter Levelpaare,
(Wst1 — ws) — (ws — ws—1) = —A, se{l,..,n—1}. (3.6)

Der Energieunterschied benachbarter Levelpaare nimmt also stetig um den Betrag A ab.

Bemerken wir ferner, dass
(s—1)A >0, se{l,.,n—1}. (3.7)

So erhalten wir aus (3.5)) fiir gegebenes wp; und A, falls wir die energetische Reihenfolge
mit steigendem s garantieren wollen, eine Einschrinkung fiir die Wahl von n,,44,

!

wo1 — A(’I’Lmam — 2) > 07 (38&)
|

% +2 = Mmnaz- (38b)
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3.1. Gesamthamiltonian

Machen wir dazu eine Abschéitzung:

Ein realistischer Wert fiir das Verhéltnis im Phasenqubitmuldenpotential liegt bei etwa
R = 102. Mit diesem Wert erhalten wir aus fir den "maximalen Levelwert®
Nomaz = 102.

Dieser Wert liegt jedoch weit iiberhalb dem der fiir die Anwendung des Phasenqubits als
2-Niveau-System sinnvoll ist [IT]. Der Wert fiir typische Anwendungen liegt meist in der
GroBenordnung von n ~ 5 [29], die Nidherung muss folglich ohnehin nicht auf solch hohe
Qubitlevels zutreffen.

Hamiltonoperator des Fluktuators

In der Eigenbasis des Fluktuators lautet der Hamiltonian,

1 1
Hp = _§wf7—z + §Wf1. (3.9)

Dabei ist 7, die diagonale Paulimatrix. wy entspricht dem Energieabstand der zwei Eigen-
energien des Fluktuators. Wie wir Eingangs [1| bemerkt haben kann diese Konstante aus
spektroskopischen Daten (“Qubitspektroskopie”) gewonnen werden [17]. O.B.d.A. messen
wir, wie schon im Falle des n-Level-Qubits, die Energien vom Grundzustand aus, daher
noch der zusétzliche Term %w 71

Der Grund dafiir liegt in der einfacheren Sortierung der Eigenenergien des Systems in Be-
zug auf die Groéfle mit dem von uns verwendeten Computeralgebrasystem “Mathematica
7.0.1”. Dadurch erreichen wir, dass alle Eigenenergien positiv sind und eine Sortierung
nach Absolutwerten der Eigenenergien dessen energetische Reihenfolge richtig wiedergibt.

Wechselwirkungsoperator zwischen n-Level-Qubit und Fluktuator

Wir schreiben folgenden Wechselwirkungshamiltonian,

1
H‘?Vﬁ, = U P Ta (3.10a)

p = il —a). (3.10b)

Dabei ist 7, die nichtdiagonale Paulimatrix in x-Richtung. Sie stellt einen transversalen
Operator des Fluktuators dar. p ist hingegen der in der Eigenbasis des n-Level-Qubits
vollstandige transversale “Impulsoperator”, dessen Wirkung auf die Auf- und Absteigeope-
ratoren a', a zuriickzufiihren ist.

Sei dazu |s) ein Zustand des n-Level-Qubits, so erhalten wir,

ls) = wsls), (3.11a)
ls) = Vs+1|s+1), (3.11b)
|s) = s|s—1). (3.11c)

Q ®~0~ 5
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3. Das Modell

Die Kopplung zwischen den beiden Subsysteme n-Level-Qubit und Fluktuator ist also
rein transversal o i(a! — a) - 7,. Allgemein kénnten wir jede beliebige Kombination von
longitudinalen und transversalen Operatoren des n-Level-Qubits bzw. Fluktuators anset-
zen. Eine endliche tranversale Kopplung steht jedoch in sehr guter Ubereinstimmung mit
den Experimenten, da eine solche Kopplung genau das resonante Wechselwirkungsverhal-
ten wiedergibt [I8]. So insbesondere die Energieaufspaltung in der Qubitspektroskopie [17].
Wir bemerken ferner, dass ein rein longitudinaler Wechselwirkungsoperator o afa - 7, le-
diglich eine Energieverschiebung der Eigenwerte bewirken wiirde. Als Konsequenz erhilt
man im Falle eines Qubits kohérent gekoppelt an einen Fluktuator eine Verschiebung der
mittleren Linie (Zwei-Photoneniibergang) in den spektroskopischen Daten, welche experi-
mentell fiir das Phasenqubit als sehr klein befunden wird [20].

Des Weiteren wird eine solche Kopplung fiir eine elektrische Dipolkopplung in Phasen-
und Flussqubits ausgeschlossen, da eine solche Kopplung zwangsweise zu einem mittleren
elektrischen Feld (Spannung) iiber der Josephson Tunnelbarriere fithren wiirde [19], [25].

3.1.2. Diagonalisierung des Systemhamiltonians

Fassen wir zunéchst alle Teilhamiltonians des Systems zusammen,

Hs = Ho+ Hp + H3Y, (3.12)

mit,

n—1
s—1
Hy = Zs(wm— 5 A) |s) (s], (3.13a)
s=0
1

1
1
HEY, = U DT (3.13¢c)

Wie wir im Folgenden sehen werden, reduziert sich das Problem auf eine Diagonalisierung
von n —1 2 x 2-Untermatrizen, deren zwei Eigenvektoren wir durch einen Winkel 6; fiir
jedes Untersystem parametrisieren konnen. Dieser Winkel stellt gleichzeitig ein Maf fiir
die Stérke der Hybridisierung in den Unterrdumen dar.

Fir verschwindende Wechselwirkung v = 0 sind die Eigenzusténde des Systemhamilto-
nians Hg die Direktprodukte der Eigenzustinde der Subsysteme,

|5’T> = |S> ® |T>’ (314)
mit,

Hqls) = wsls), (3.15a)

Hp|t) = well), (3.15h)

Hpll) = 0[). (3.15¢)

Betrachten wir nun eine endliche Kopplung v > 0. Die einzigen nichtverschwindenden
Matrixelemente des Wechselwirkungshamiltonian HI?,I;V in der Basis Direktprodukte Gl.:
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3.1. Gesamthamiltonian

(3.14) sind die Folgenden,

(s — LA HEE |5, 1) se{l,..,n—1}, (3.16a)
(s, 1| HRL s — 1,1), se{l,..,n—1}. (3.16b)

Das heist wir erwarten eine direkte Kopplung zwischen,

|8715T> O |87\L>’ s € {]-a"'an*]-}v (317&)
[s, ) O |s—=1,]), se{l,..,n—1}. (3.17b)

Wir werden im Folgenden durch Transformation in das Wechselwirkungsbild zeigen, dass
die Kopplungsterme welche miteinander mischen, etwa mit der doppelten Fre-
quenz ~ (wf +wo1) + O(—A) oszillieren. Selbst fiir hoch energetische Zusténde des Qubits
s> 1 bleibt diese Aussage giiltig, sofern wir A < wp; voraussetzen und die Verstimmung
dw = wy¢ —wo1 klein gegeniiber (ws +wp1) halten. Diese schnell oszillierenden Terme setzen
wir zu Null (“Rotating Wave Approximation (RWA)”), d.h. wir interessieren uns nur fiir
Zeitspannen, die sehr grofl gegeniiber Zeitspannen sind, welche durch die inversen Bohr-
frequenzen gegeben sind.

Wir beschréinken uns somit auf Kopplungen welche mischen, und vernachlassigen

solche aus (3.17b]).

Wir hatten in Kapitel [2| schon einmal diese Néherung (Sekulare Nidherung) in einem an-
deren Zusammenhang verwendet. Da wir aber auch dort alle oszillierenden Terme mit
Frequenzen in der Groflenordnung der Bohrfrequenzen vernachléssigt haben, produzieren
wir mit dieser hier gemachten Néherung keinen weiteren Fehler.

Machen wir ein Beispiel fiir den Fall n = 3 um den Sachverhalt besser zu verdeutlichen:

In der Produktzustandsbasis aus den Eigenbasen des Qubits sowie des Fluktuators stellt
sich der Wechselwirkungshamiltonian HEQVJ{:V wie folgt dar,

Hoh =1

cor~rooo
[
oo%ooo
)
[
oooSoo
)

0 -1
-1 0
0 0
0 0
0 V2
V2 0

O o o= OO

Transformieren wir Gl.: ins Wechselwirkungsbild,

ﬁ%@v :ei(HQ+HF)tH§[2/1;Ve—i(HQ+HF)t’

so erhalten wir,

~or
Hyy
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3. Das Modell

0 0 0 —eTilwortwy)t 0 0
0 0 — 0wt 0 0 0
1 0 efi&ut 0 0 0 _\/iefi(wolquwa)t
57) v eZ(UJ01+UJf)t 0 0 0 _\/iei(&u-i-A)t 0
0 0 0 \/ie—i((Sw-i-A)t 0 0
0 0 \/iei(w()lfA%*wf)t 0 0 0
(3.19)

In “Rotating Wave Approximation* vernachléissigen wir alle schnell oszillierenden Terme,
d.h. wir schreiben,

0 0 0 0 0 0
0 0 _eiéwt O 0 0
—i0wt
~rpewA _ 1 [0 e 0 0 0 0
HWW = 2U 7 0 0 0 0 _\/iei((sw_;'_A)t ol (320)
0 0 0 \/iefi(éahLA)t 0 0
0 0 0 0 0 0
Transformieren wir wieder zuriick, so erhalten wir,
00 0 O 0 0
00 -1 0 0 O
1 01 0 O 0 0
QF,rwA _ 1 .
Hyjryy =5""1o 0 o o - V2 0 (3.21)
00 0 v2 0 0
00 0 O 0 0

Als Resultat bekommen wir zwei voneinander getrennte zwei-dimensionale Unterrdume
deren Diagonalisierung wir durch zwei Parametrisierungswinkel 6; und 65 beschreiben
konnen. Im Folgenden lassen wir das Kiirzel "RWA“ an der Kopplung wieder weg.

Abbildung illustriert das Gesagte am Beispiel des 3-Level-Qubit gekoppelt an einen
Fluktuator.

Wir sehen links die Energieeigenzusténde fiir verschwindende Wechselwirkung v = 0, sowie

fiir endliche Wechselwirkung v > 0 rechts. Die Zustédnde |2,]) und |1, 1), respektive |1, /)
und |0, 1), hybridisieren fiir v > 0 und bilden die neuen Eigenzusténde:

14) = —icos (921) 10,1) + sin (921> 1,4), (3.22a)
1-) := dsin (%) 10,1) + cos <921> 1,1), (3.22b)

mit,
o = g (3.23)
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3.1. Gesamthamiltonian
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Abbildung 3.1.: Levelstruktur des gekoppelten Systems 3-Level-Qubit-Fluktuator fiir dw =
0. links: Eigenzusténde fiir v = 0; rechts: Eigenzusténde fiir v > 0. Kopp-
lung zwischen den Zusténden |2,]) und [1,1) respektive |1,]) und |0, 1)
fiihrt zu einer Energieaufspaltung, siehe Text.

und einer Energieaufspaltung von,

Bzw.:

mit,

und einer Energieaufspaltung von,

E1+ - El_ = 0. (324)
—4CoS <022> |1,71) + sin <922> 12,]), (3.25a)
isin <922) |1,1) + cos (922> 12,1), (3.25b)

2

tan(fz) = \Qv (3.26)

E2+ —FEy_ =/ vZ2 + A2, (327)

Der Grundzustand |0,]) sowie der energetisch héchste Zustand |2,71) bleiben in "RWA”
auch fiir endliche Kopplung v > 0 Eigenzustinde von Hg.

Das System ldsst sich leicht auf den allgemeinen Fall des n-Level-Qubits gekoppelt an
den Fluktuator verallgemeinern.

Der hochste sowie der niedrigste Energiezustand bleiben durch die Kopplung unbeinflusst,

HS ’07~l/> = 0 ‘07\L> )
HS |7’L - 17T>

(3.28a)

(Wn—1+wyg)|n—1,1). (3.28Db)
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3. Das Modell

Fiir alle n — 1 zwei-dimensionalen Unterrdume, wir indizieren sie mit s € (1,...,n — 1),
erhalten wir folgende Eigenzustéinde,

|s+) = —icos <925> |s —1,1) +sin <925> Is,4), (3.29a)
s—) = isin <92> s — 1,1) + cos <92> 15,49 (3.29b)

mit den Parametrisierungswinkeln,

2 |Hsit1]
tan(6 = = , 3.30
( S) Hgii— Hsit1,i+1 ( )
V/sv

SR, Ao < .
dw+ (s —1)A’ 00 <m

Hierbei bezeichnet Hg j; das Matrixelement der jeweiligen Unterrdume in der Produkt-
zustandsbasis. Fiir die Eigenenergien erhalten wir,

1 1

By = S(Hsii+ Hsivii41) + 5\/(Hs,z',i = Hgit1i41)* + 4 [Hsii |, (3.31a)
1 1

Es_ = §(Hs,z',i + Hgit1,i+1) — 5\/(HS,i,i — Hgiv1i41)* +4 [Hgiiv1]?. (3.31b)

Die Parametrisierungswinkel 65 in Gleichung stellen, wie zuvor erwdhnt, ein Mafl
fir den Grad der Hybridisierung der Zustéinde in dar. Wir entnehmen ihr, dass
die Hybridisierung proportional dem Verhiltnis aus der Kopplungstéirke zur jeweiligen
Verstimmung ist. Dieser Sachverhalt wird noch eine grofie Rolle in der weiteren Analyse
unseres Problems spielen.

3.1.3. Hamiltonoperator der Umgebung/ Wechselwirkungsoperator zwischen
System und Umgebung

Wir beschréinken uns in Bloch Redfield Naherung auf eine in den Operatoren lineare Kopp-
lung zwischen System und Umgebung. Weiterhin sind wir in dieser Arbeit an den Relaxati-
onseigenschaften unseres Systems interessiert. Um die wesentlichen Eigenschaften des Re-
laxationszeitverhaltens in Abhéngigkeit von der Verstimmung dw zwischen n-Level-Qubit
und Fluktuator zu erhalten geniigt es jeweils eine transversale Kopplung des n-Level-
Qubits, sowie des Fluktuators an die Umgebungen anzunehmen. Wir werden im néchsten
Abschnitt den Einfluss einer longitudinalen Kopplung kurz diskutieren.

Wir beschrénken uns im Folgenden auf den Fall von verschiedenen und unabhéngigen Um-
gebungen, d.h. alle Kreuzkorrelationen zwischen den Umgebungen seien verschwindend,

CX1X2 (w) = CX1X2 (w) =0. (3'32)

Die Kopplungsterme zu den Umgebungen lauten damit,
1 . 1
Hsp = §5l,th1,t + §5z,t7'mX2,t- (3.33)
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3.1. Gesamthamiltonian

Dabei sind 3;; die Kopplungstérken der Subsysteme an die jeweilige Umgebung. p und 7,
sind die uns schon bekannten transversalen Operatoren der Subsysteme, X; ; sind hingegen
Operatoren der Umgebung.

Wie bereits erwahnt, werden die Umgebungen in Bloch Redfield Ndherung hinreichend
iiber deren Gleichgewichtskorrelationsfunktionen und deren Kopplungsstérke 3;; an das
System beschrieben.

Fiir die weitere Diskussion definieren wir die symmetrisierte Sy, ,x,,(w) und die anti-
symmetrisierte Korrelationsfunktion Ax,,x,,(w) durch,

SXi,tXi,t (w) = (CXi,tXi,t (w) + CXi,tXi,t<_w))7 (3‘343)

AXi,tXi,t(w) = (CXi,tXi,t (w) - CXi,tXi,t<_w>)' (3'34b)

N =N =

Im Anhang leiten wir folgende wichtige Beziehung zwischen der symmetrisierten und
antisymmetrisierten Korrelationsfunktion her,

w
SXi,tXi,t (w) = AXi,tXi,t (W>C0th<2T) : (3.35)

Diese ist auch unter dem Begriff Fluktuations-Dissipations-Theorem bekannt.
Mit Hilfe dieser Beziehung und Gl.: (3.34]) erhalten wir,

Cx,.x;,(w) = Ax,,x., [1 + coth(%)], w >0, (3.36a)
CXi,tXi,t(_w) = AXi,tXi,t |: -1+ COth<2L;_1>:| , w > 0. (336b)

Fiir eine Umgebung aus harmonischen Oszillatoren kénnen wir die antisymmetrisierte
Korrelationsfunktion angeben durch, [38, [40]

A%T&m =ay,, W, ax,, > 0. (3.37)
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft von A’}g "%, , konnen wir die Gleichungen (3.36) auch
kompakt angeben durch, o

w
C’}‘f’;’}}zt (W) =ax;, -w [1 + COth<2T>:| , Vw. (3.38)
Um konsistent in Bloch Redfield Ndherung zu sein, miissen wir fiir die dimensionslose
Grole ax,,, welche ein Mafi fiir die Stirke der Dissipation darstellt, noch ax,, < 1
vorausetzen [38]. Gleichung beinhaltet die ganze Information iiber das Bad welche
wir in Bloch Redfield Naherung benétigen. So beinhaltet sie insbesondere den spezifischen

Temperaturzusammenhang der Ubergangsraten Wintmsi o< C%’;@}Z , mit der Temperatur 7'.

Abbildungzeigt die durch die Umgebungen induzierten Ubergangsraten fiir das Beispiel
eines 3-Level-Qubits gekoppelt an einen Fluktuator bei T = 0.
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3. Das Modell

v=0 v>0
bw |21) |21) 2z
Tz P
== " E“:;v T3 v a2
$ *' P
)3 < of) =
) e
D
l0])= |11 1

Abbildung 3.2.: Levelstruktur des gekoppelten Systems 3-Level-Qubit-Fluktuator fiir dw =
0 mit eingezeichneten Ubergéngen induziert durch die transversalen An-
kopplungen an die Umgebungen bei T' = 0. links: FKigenzusténde fiir v = 0;
rechts: Eigenzustéinde fiir v > 0. Rote Pfeile verdeutlichen die Ubergangs-
raten aufgrund der Ankopplung des 3-Level-Qubits an die Umgebung,
respektive griine Pfeile die Ubergangsraten aufgrund der Ankopplung des
Fluktuators an die Umgebung.

Die roten Pfeile zeigen die Uberginge aufgrund der Ankopplung des 3-Level-Qubits an
die Umgebung, die Griinen hingegen die aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an
die Umgebung. Fiir endliche Temperaturen T > 0 erhalten wir zusétzlich Anregungsraten
zwischen den gleichen Zustédnden, jedoch in ihrer Stérke mit dem thermischen Exponenti-
alfaktor unterdriickt, sieche Anhang

3.2. Einfluss einer longitudinalen Kopplung an die Umgebung

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass eine rein longitudinale Kopplung zu den Béidern die
Relaxationseigenschaften des Fluktuators nicht beschreiben kann.

Der Wechselwirkungshamiltonian Hgp zwischen den Subsytemen und ihren jeweiligen Um-
gebungen schreibt sich wie folgt,

1 1
Hgsg = iﬁuaTaXu + iﬁQ,szXQ,l- (3.39)

Die Operatoren afa und 7, sind dabei longitudinale Operatoren in den jeweiligen Eigen-
zusténden des n-Level-Qubits sowie des Fluktuators,

alals) = sls), (3.40a)
=1 = +1[1), (3.40D)
=) = —1l). (3.40¢)
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3.2. Einfluss einer longitudinalen Kopplung an die Umgebung

Thre Matrixelemente sind also nur zwischen gleichen Eigenzustéinden von Null verschieden.
Folglich sind auch ihre Matrixelemente in der aus den Zustdnden gebildeten Pro-
duktzustandsbasis nur zwischen gleichen Produktzustinden von Null verschieden
sind. In der Eigenbasis von Hg bedeutet dies, dass Ubergiinge, induziert durch , nur
zwischen den hybridisierten Zusténden: (3.29a)) und (3.29bj), stattfinden koénnen.

Eine longitudinale Kopplung an die Bidder kann deswegen nicht zu einer Relaxation des
Fluktuators beitragen. Eine rein longitudinale Kopplung an die Umgebungen ist deswegen
fiir die Beschreibung der Relaxationseigenschaften des Fluktutators ungeeignet.

Ein Ma8 fiir die Stérke dieser Uberginge stellt der entsprechende Parametrisierungswin-
kel 05 (3.30]) dar, wie folgende Rechnung am Beispiel eines Ubergangs induziert durch die
Ankopplung des Fluktuators an die Umgebung zeigt:

s+ 7= [s=)]?
Cicon (%) e 11 () 6 Yo i (%) 2.1 con (%) )
= 4sin? (925> cos? (925) (3.41)

Dieses Matrixelement hat sein Maximum genau bei 05 = 7, also bei maximaler Hybridi-
sierung der Zustéinde. Analoge Uberginge in den Eigenzustéinden des Systemhamiltonians
Hg erhalten wir auch im Falle des in den Eigenzustéinden des n-Level-Qubits longitudina-
len Operators a'a.

2

Abbildung 33| zeigt das Eigenenergiezustandsdiagramm fiir ein 3-Level-Qubit gekoppelt an
einen Fluktuator; Beide mit einer rein longitudinalen Kopplung an die Umgebungen (3.39)).

Wir erhalten hier, im Gegensatz zu einer rein transversalen Kopplung an die Umgebungen,
Ubergénge zwischen den Eigenzusténden |24) und |2—), respektive |1+) und |1—). Solche
Ubergénge tragen jedoch nicht zu einer Abregung des Fluktuators bei.

Schauen wir uns noch die Dephas1erungsraten T, ”ﬁfg fiir die jeweiligen Nebendiago-
nalelemente m/m mit m’ # m in Sekular Néherung an. So erkennen wir eine
weitere Besonderheit im Falle von longltudmaler Kopplung an die Béder, wir schlieflen
eine mogliche "Liouvilleentartung® aus [3§],

Ty = Re[ymm] (3.42)
hybrid hybrid
= 3 [ 3 Wawat 3 W]
1=1,2 x£m’ TF#EM

1
+ 5( <m/‘ i ‘m,> - <m| Si |m> )2SXi,in4,z (W = O)

reine Dephasierung

= T, blong., (3.43)

2;mm

Der erste Term beinhaltet den Beitrag zur Dephasierung aufgrund der durch die Um-
gebung induzierten Ubergénge zwischen den hybridisierten Zustdnden. Der zweite Term,
welchen man auch "reine Dephasierung® nennt, beschreibt hingegen Prozesse bei denen nur
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Abbildung 3.3.: Levelstruktur des gekoppelten Systems 3-Level-Qubit-Fluktuator fiir dw =
0 mit eingezeichneten Ubergingen zwischen den hybridisierten Zustéinden
induziert durch die longitudinalen Ankopplungen an die Umgebungen bei
T = 0. Lila Pfeile die Ubergangsraten aufgrund der Ankopplung des 3-
Level-Qubits an die Umgebung, respektive blaue Pfeile die Ubergangsra-
ten aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an die Umgebung. Uber-
génge zwischen den Eigenzustinden bei v = 0, den Produktzustédnden
finden hier, im Gegensatz zu transversaler Kopplung nicht statt.

die Umgebung ihren Zustand wechselt. Da hier keine Energie zwischen dem System und
der Umgebung ausgetauscht wird, ist hier die symmetrisierte Gleichgewichtskorrelations-
funktion fiir w = 0: S, x,,(w = 0) einzusetzen [3§].

Weitere interessante Figenschaften aufgrund longitudinaler Ankopplung an die Umgebun-
gen, auf die wir hier nicht naher eingehen wollen, beispielsweise eine Doppelpeak-Struktur
in der Relaxationsrate des Fluktuators gekoppelt an ein Zwei-Niveau-System fiir den Re-
sonanzfall dw = 0, sei der Leser auf Ref.: [33] verwiesen.
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Der erste Abschnitt dieses Kapitel beinhaltet Aussagen iiber die allgemeine Struktur der
Losung. Der folgende Abschnitt beinhaltet eine Diskussion iiber die Relaxation- T} ! und
Dephasierungsrate T, 1 allgemeiner Mehr-Niveau-Systeme, wie das hier behandelte n-
Level-Qubit-Fluktuator System. Der Fokus liegt jedoch in der Angabe der Relaxationsrate
des Fluktuators Ty }

4.1. Losungsstruktur der Bloch Redfield Gleichungen

Wie in Kapitel [2] erwéihnt wurde, verwenden wir in dieser Arbeit grundsétzlich die beiden
Néherungen: Bornsche Néherung und Markov Ndherung. Dadurch haben wir ein System
linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten als Bewegungs-
gleichung fiir unsere reduzierte Dichtematrix p(¢) erhalten. Ihre Losung kénnen wir fiir
den Fall, dass der Bloch Redfield Tensor diagonaldhnlich ist leicht angeben.

Die dritte oft verwendete Niherung, die Sekulare Naherung, fiihrt zu einer vollstéindigen
Entkopplung der Diagonalelemente von allen Nichtdiagonalelementen der Dichtematrix
des reduzierten Systems p(t). Zudem zu einer vollstdndigen Entkopplung aller Nichtdiago-
nalelemente untereinander (Aufinahme: "Liouvilleentartung”). Wir erhalten dadurch Mas-
tergleichungen fiir die Diagonalelemente, sowie einfach anzugebende Dephasierungsraten
fiir die Nebendiagonalelemente.

Die Bloch Redfield Gleichungen seien hier nochmals zusammengefasst,

p(t)m/m = Z p(t)n/nﬁin’mn’n (41&)
n',n

‘C}n’mn’n = _iwn’ném’m,n’n + Rm’mn/na (4.1b)

‘Cm’mn’n = _iwn’ném’m,n’n + Rm’mn’ném’m,n’n, de

mit den Eintrégen des Bloch Redfield Tensors (2.25)),

Ryvmnm = Anmm’n’ + A;/m’mn - Z(Am’k:kn’ 5mn + A:nkkném’n')v (423)
k
1
Aaved = 5D (alsi[b) {c] 55 d) - Cx.x, (w = wea), (4.2b)
i?j
und £}, dem "Liouville Tensor* ohne Sekulare Néiherung, bzw. £2,, , dem "Liouville

Tensor” in Sekularer Ndherung. Diese setzen sich aus dem ungestorten Teil des Systemha-
miltonians und dem dissipativen Anteil in Form des Redfield Tensors zusammen.

Da wir verschiedene und unabhéngige Umgebungen verwenden, verschwinden alle Kreuz-

korrelationen in (4.2b)),
Cx,x,(w) = Cx, x,(w) = 0. (4.3)
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Damit zerféllt der Redfield Tensor R,,/.nny, in eine Summe aus dem Redfield Tensor
Ro.m'mn'n aufgrund der Ankopplung des n-Level-Qubits an das Umgebung, sowie des
Redfield Tensor Rp.p/mn/m aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an seine Umgebung,

Rm’mn’n = RQ;m’mn’n + RF;m’mn’n- (44)

Im Folgenden erweist es sich als niitzlich die Gleichungen als Matrixgleichungen
darzustellen. Dazu ordnen wir die Elemente der reduzierten Dichtematrix py,m,(t) in ei-
nem Vektor 7(t) an, und fassen den Liouville Tensor ,C:jmn, ,, als Liouville Matrix ‘Cirfm,n/n
mit dem Zeilenindex m’m sowie dem Spaltenindex n/n auf.

Aufgrund der Zeitunabhéngigkeit des Liouville Tensors, und damit auch der entsprechen-

den Liouville Matrix, erhalten wir in sekularer wie auch ohne sekulare Naherung ein Sys-

tem linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir kénnen

diese durch Diagonalisierung der Liouville Matrix entkoppeln, sofern wir vorausetzen kon-

nen, dass die Liouville Matrix diagonaldhnlich ist, d.h. es existiert eine Matrix S mit
. —1p1,2

diag[pa, .., pany2] = ST°L S

m'm,n/n"~ "

Die Losung lasst sich dann wie folgt darstellen,

v = ZQ‘?ie’”t, (4.5a)

£1,2 7 = Miﬁi, (45b)

m/mmn/n 7 ?

mit 7/; den Eigenvektoren und p; den Eigenwerten der Liouvillematrix E;ﬁm nin:

Die Anfangsbedingung fiithrt auf folgendes lineares inhomogenes Gleichungssystem,

7(0) = Zcm (4.6)

fir die Koeffizienten ¢;. Da die Eigenvektoren i nach Voraussetzung eine Basis bilden,
ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar.

Wir behandeln ein System aus einem n-Level-Qubit wechselwirkend mit einem Fluktuator.

1,2

Dieses System besitzt die Dimension 2n. Daraus folgt, dass die Liouville Matrix £ >

eine (2n)%x(2n)? groBe Matrix ist.
4.2. Berechnung der Relaxations- und Dephasierungsraten

Wir zeigen in diesem Abschnitt wie wir ausgehend von der Losung (4.5a]) Relaxations- und
Dephasierungsraten allgemeiner Mehr-Niveau-Systeme angeben koénnen. Der Fokus liegt
dann aber in der Angabe der Relaxationsrate des Fluktuators T} }

4.2.1. Relaxationsrate 7T}

Fiir ein Mehr-Niveau-Systeme haben wir mehrere Méglichkeiten sinnvolle Relaxationsraten
T1_1 zu definieren, so z.B:
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4.2. Berechnung der Relaxations- und Dephasierungsraten

e Die charakteristische Zerfallsrate des am langsamsten zerfallenden Diagonalelements
der reduzierten Dichtematrix p(t)mm.

e Die charakteristische Zerfallsrate mit der der Erwartungswert der Energie des Sys-
tems in den Gleichgewichtswert strebt.

Um die Relaxationsrate des Fluktuators gekoppelt an das n-Level-Qubit zu berechnen,
transformieren wir zunéchst in die Basis der ungekoppelten Zusténde.
Anschlieflend Spuren wir die Freiheitsgrade des n-Level-Qubits aus und erhalten die Dich-
tematrix des Fluktuators pp(t) in der Eigenbasis des Fluktuators.

Die Dichtematrix des Fluktuators pp(t) beinhaltet alle Information {iber den Fluktuator.
Insbesondere kénnen wir Erwartungswerte von Observablen des Flukutators berechnen.
So unter anderem auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(t) den Fluktuator im ange-
regten Zustand |1) vorzufinden. Diese Aufenthaltswahrscheinlichkeit Py(t) wird durch das
entsprechende Diagonalelement der Dichtematrix des Fluktuators pg 4 +(t) reprasentiert.
Formal kénnen wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit Py (t) damit wie folgt berechnen,

mo=n( (3 ) (il i) | =m0

Fithren wir diese Schritte an durch, so erkennen wir, dass sich an der Struktur
der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsfunktion Pj(t) nichts geéndert hat. Das heifit wir er-
halten fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsfunktion Pj;(¢) immer noch eine Summe aus
abfallenden Exponentialfunktionen,

(2n)?
Pit) =) diet, (4.8)
=1

mit lediglich verianderten Koeffizienten d;, im Gegensatz zu ci7,~, die sich aus den einzelnen
Transformationen ergeben. Der Index ¢ hat die Michtigkeit der Dimension der Liouville
Matrix E}jmm,n.
Fiir alle Berechnungen nehmen wir im Folgenden einen Anfangszustand bei der der Fluk-
tuator vollstandig angeregt ist: Pp(0) = 1.

Der Gleichgewichtswert Pp(oo) ist fiir den Fall, dass wir Sekulare Néherung anwenden,
gegeben durch den Koeffizienten d; dessen zugehoriger Eigenwert p; in gleich Null
ist: p3 = 0.

Wir zeigen im Anhang dass ein solcher Eigenwert pq = 0 aufgrund der Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit immer existiert.

Wir erhalten damit aus (4.8)),
(2n)?
Pr(t) =di+ Y diet. (4.9)
=2

Wir bemerken ferner, dass alle d;(T") sowie alle Eigenwerte p;(7") eine Funktion der Tem-
peratur sein werden; da bekanntermaflen die Eintréige des Redfield Tensors iiber die Bad-
korrelationsfunktionen C, x,(w) temperaturabhéngig sind, (4.2b]).
Der Gleichgewichtswert d; ist dabei durch seine thermische Besetzung gegeben,

e_wa

AGEES Z=1+4e 7, (4.10)
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mit Z der Zustandssumme.

Im weiteren Vorgehen beschrinken wir uns auf die Anwendung der Sekularen Néherung,
zudem soll eine mogliche "Liouvilleentartung” ausgeschlossen werden.

In Sekularer Naherung konnen wir (4.9)) wie folgt schreiben,

2n

Pr(t)=di+ Y die™ + > goum cos(Im[ Ay Jt)eRePmml, (4.11)
=2 m/m
’ m’>m

Dabei haben wir die Entkopplung aller Diagonalelemente von allen Nebendiagonalelemen-
ten, sowie aller Nebendiagonalelemente untereinander beniitzt.

Die erste Summe in lauft dabei iiber alle Eigenwerte \; der Mastergleichung. Diese
Eigenwerte sind alle reell und kleiner Null: Re[);] < 0, siche Anhang[A.2.5] Man bezeichnet
sie auch als “Relaxationsraten”.

Alle anderen Eigenwerte A, sind genau die Diagonalelemente der Liouville Matrix
E%l,mm,n mit m’ = n/, m = n und m’ # m, n’ # n ([d.1d), siehe auch Abbildung
und damit gleich,

)\m/m = —Tm'm — iwm’m; (412&)
Re[Amm] = —Re[Ymrml, (4.12b)
ImApm] = —Im[ypan] — Wmims m' # m, (4.12¢)

mit Im [y, ] dem “Lambshift”, welcher um konsistent in Sekularer N&herung zu sein, klein
sein sollte: Tm[y,m] < Wi [38].

Wir sind an einer effektiven Relaxationsrate T }1, des Fluktuators interessiert. Wir de-
finieren allgemein fiir eine Funktion f(t) welche von f(t = 0) = fp nach f(t — 00) = foo
zerfillt, die Zerfallsrate I' wie folgt,

fO_foo )
Ofdt’ [f(t) = fx]

.=

(4.13)

Diese Definition macht jedoch keinen Sinn fiir Funktionen mit oszillierenden Termen wie
in . Vereinbaren wir jedoch Im[A,,/,,,] = 0 zu setzen, so erhalten wir die Einhiillende
iiber die Oszillationen. Eine andere Moglichkeit wére cos(Im[A,,/.,|t) = 0 zu setzen, damit
erhalten wir eine Mittelung tiber die Oszillationen.

Wir erhalten somit aus (4.11)),

Pra(t) = dl+Zde“+ D gume Pl I =0, (4140)
m>m
2n
Pry(t) = di+ Y die, cos(Im[Apym]t) = 0, (4.14b)

mit P 4(t) der Einhiillenden, bzw. Py (t) der Mittelung iiber (4.11]).

34
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Wir bemerken ferner, dass wir, aufgrund der vollstédndigen Entkopplung, jeden oszillieren-
den Term in (4.11)) auf den entsprechenden Anfangszustand mit einer endlichen Besetzung
des Nebendiagonalelements p,,,, zuriickfithren kénnen.

Wir kénnen damit die Relaxationsrate des Fluktuators nach (4.13]) berechnen und erhalten
formal das Ergebnis,

2n
222 dl + Z Im'm
o = 'm,m’ >
Tl,;',a — o m'm,m’'>m , Im[)\m/m] = O’ (415&)

d; G m
E /\7] + Z Re[A,,/m]

j=2 J m/m,m’>m

2n

d;

—1 zgz
gy = 5, cos(Im[Ap,]t) = 0. (4.15Db)

d.
2%

Jj=2

Dabei haben wir beniitzt, dass Re[\;] < 0, Re[Apym,] < 0 fiir alle 7 gilt.

Betrachten wir im Folgenden noch die Eigenwerte \; der Mastergleichung (“Relaxations-
raten‘).

Wir unterscheiden hier zwei Falle:

o I'=0:
Aufgrund fehlender Anregungen hat die zu den Mastergleichungen dazugehorige
Koeffizientenmatrix Dreiecksgestalt . Fiir solche Matrizen kann man einfach
zeigen, beispielsweise mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz, dass die Eigenwerte
gleich den Eintrdgen der Hauptdiagonalen sind. Diese sind aber genau die negative
Summe der Ubergangsraten W, die aus dem Zustand n herausfiihren, wir erhalten
damit,

An ==Y Wn. (4.16)

Die Eigenwerte der Mastergleichungen sind bei verschwindender Temperatur 7" = 0
also gleich der Summe der “Rausstreuraten” aus den jeweiligen Zusténden.

o T £0:
Die Mastergleichungen besitzen nun keine Dreiecksform mehr. Die Eigenmoden findet
man allgemein iiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

4.2.2. Dephasierungsraten 7T} "

2;m'm

Die Dephasierungsraten T2__Tln,m sind fiir ein Mehr-Niveau-System allgemein definiert als
die charakteristischen Zerfallsraten mit der die entsprechenden Nichtdiagonalelemente der
Dichtematrix p(t),,/m, zerfallen.

Wir beschrinken uns im Folgenden wieder auf die Anwendung der Sekularen Ndherung,
dies ermdglicht uns eine einfache Angabe der Dephasierungszeiten T, é,m aus (4.5al).

Wir erhalten fiir die Losung der Nebendiagonalelemente p(t),,, in Sekularer Ndherung
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eine abfallende Exponentialfunktion mit der Zerfallsrate TZ_'r}z"nﬁ welche gegeben ist durch
2

den Realteil des entsprechenden Eintrages der Liouville Matrix Em,mm,n mit m’ = n/,

m =mnund m’ # m, n' # n: Re[\pm],
()i o € Rlmrmll, (4.17)

Siehe dazu auch Abbildung

Wir erhalten also fiir die Dephasierungsrate T},

2;m/m?
T2_;7iz’m = Re[vm/m]
1
_ Z 5[ Z Wimte + Z Wima] (4.18)
1=1,2 x£m/! TF#m
= Tyt .
ymm

Dabei ¢ indiziert die beiden ankoppelnden Umgebungen.

Wir bemerken dazu zwei Dinge:

1. Die Dephasierungsraten T, rln, ., sind bis auf einen Faktor % gegeben durch die Summe
der “Reinstreuraten® in die Zustinde m’ und m. Fiir die Relaxationsraten hatten wir

fiir T' = 0 die Summe {iber die jeweiligen "Rausstreuraten“ erhalten.

2. Aus (4.4)), folgt unmittelbar, dass die Dephasierungsrate T, ', die Summe der De-

2;m'm

phasierungsrate T, aufgrund der Ankopplung des n-Level-Qubits und der De-

2;m'm;Q
phasierungsrate Tanll/m,  aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an sein Bad ist,
—1 —1 -1
T2;m’m = T2;m’m;Q + TZ;m’m;F' (419)

Punkt 2 ist im Allgemeinen nicht der Fall fiir die Relaxationsraten A;,

Ai # )\i,Q + )\i’p, LA (4.20)

Notwendig dafiir ist, dass gemeinsame Eigenvektoren existieren,
(Rq + RF)@ = (Aqi + AF,i)E- (4.21)

Eine hinreichende Bedingung dafiir wére, falls beide Matrizen symmetrisch Rg = Rg, Rp =
RY sind und miteinander vertauschen [Rg, Rr] = 0 [41]. Die Struktur der Mastergleichun-
gen ([2.33)) schlieit jedoch fiir endliche Temperaturen schon die erste Voraussetzung aus.

Eine weitere hinreichende Bedingung ergibt sich falls die Koeffizientenmatrizen sich le-
diglich um einen konstanten Faktor « unterscheiden,

Rg = aRp. (4.22)

Hieraus folgt unmittelbar, dass die Eigenvektoren/ Eigenrdume identisch sind, die Eigen-
werte unterscheiden sich jedoch um den Faktor a,

Rpﬁ = )\F’Z”Lﬁ;, (4.23a)
Rov? aApol. (4.23b)
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Wir halten damit fest, dass die Relaxationsraten, im Gegensatz zu den Dephasierungs-
raten, im Allgemeinen keine Summe der Relaxationsraten aufgrund der Ankopplung des
n-Level-Qubits und des Fluktuators an ihre jeweiligen Umgebungen sind.
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5. Ergebnisse

Wir beginnen in diesem Kapitel mit einer Vorstellung der Experimente aus [32] {iber die
Relaxations- und Dephasierungseigenschaften eines einzelnen hochfrequenten Fluktuators
unter der Wechselwirkung des Phasenqubits.

Wir werden dann in den folgenden Abschnitten das allgemeine Relaxationszeitverhalten ei-
nes Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit studieren. Ausgehend von diesem
System konnen wir dann auch Aussagen iiber das allgemeine System treffen. Wir beginnen
dabei mit einer Diskussion der Relaxationsrate fiir 7" = 0, dabei werden wir insbesondere
das Auftreten der Resonanzen in der Relaxationsratenkurve fiir dw < 0 erkléren.

Der nachfolgende Abschnitt widmet sich dann dem Einfluss der Temperatur T auf das
Relaxationsratenverhalten.

Das Kapitel schlieft mit einem Vergleich der Theorie mit den Experimenten aus [32] ab.
Wir werden zeigen, dass wir durch Einbeziehung hoherer Energielevels des Phasenqubits
die hier gemachten Beobachtungen qualitativ deuten konnen.

5.1. Vorstellung der Experimente und Motivation

In diesem Abschnitt stellen wir die Experimente {iber die Relaxations- und Dephasierungs-
eigenschaften eines einzelnen hochfrequenten Fluktuators, der Gruppe Ustinov vor [32].
Die Fluktuator Relaxations- sowie Dephasierungsraten wurden dabei mittels der "Direct
Coherent Control Methode” gewonnen. Dabei wird der Fluktuator, im Gegensatz zu frithe-
ren Methoden, indirekt iiber das Phasenqubit mit einer Mikrowelle mit einer Frequenz w,
gleich der Flukutuatorresonanzfrequenz wy und hoher Intensitét angetrieben. Wie in [19]
gezeigt wurde, existiert eine effektive, durch das Phasenqubit vermittelte, Wechselwirkung
zwischen dem Fluktuator und dem elektromagnetischen Feld.

Die Auslese des Fluktuatorzustandes erfolgt mittels eines “iswap-Pulses”. Hierbei wird
das Phasenqubit in Resonanz mit dem Fluktuator gebracht. Anschliefend wird die halbe
Periodenléinge der gekoppelten Oszillationen zwischen Phasenqubit und Fluktuator abge-
wartet, dabei wird der Fluktuatorzustand bis auf einen Phasenfaktor auf das Phasenqubit
iibertragen. Der Zustand des Fluktuators ist dabei auf das Phasenqubit iibertragen wor-
den. Der Phasenqubitzustand wird anschlieBend mittels der herkémmlichen Methoden
ausgelesen. Die Experimente zeigen die Antwortfunktionen eines Fluktuators zum einen
als Funktion der Verstimmung dw bei fester Temperatur T' zum anderen als Funktion der
Temperatur T aber bei fester Verstimmung dw.

5.1.1. Relaxations- und Dephasierungszeitkurven als Funktion der
Verstimmung fiir feste Temperatur

In Abbildung sehen wir die experimentell bestimmten Relaxations- 77, Dephasierungs-
T sowie Rabi-Oszillationszerfallszeiten T;.qp; als Funktion der Verstimmung dw, die mittels
eines m-Puls- und Ramsey-Experiments gewonnen wurden.

Links in der Abbildung (a,b,c) sehen wir die Antworten des Zwei-Niveau-Systems bei fester
Verstimmung dw:
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Abbildung 5.1.: Antwortfunktionen des Fluktuators auf Standartmikrowellensequenzen
aus Ref.: [32] (a) Relaxation des Zwei-Niveau-Systems bei fester Verstim-
mung dw := wy — wo1. (b) Rabi-Oszillationen fiir einen getriebenes Zwei-
Niveau-System bei fester Verstimmung dw. (c) Ramsey-Oszillationen bei
fester Verstimmung dw (d,e,f) die extrahierden Relaxations-: T , Rabi-
Zerfalls-: T}..p;, und Dekohérenzzeit: To als Funktion der Verstimmung dw

e (a) Relaxationszeitverhalten des Fluktuators zur Bestimmung der Relaxationszeit T}

e (b) Rabi-Oszillationen zwischen den Eigenzustédnden durch resonantes Treiben mit
einer Mikrowelle zur Bestimmung der Rabi-Zerfallszeit T;.qp;

e (c) Ramsey-Oszillationen zur Bestimmung der Dekohérenzzeit T

Auf der rechten Seite (d,e,f) sehen wir die aus (a,b,c) extrahierten Zerfallszeiten als Funk-
tion der Verstimmung dw aufgetragen.

Wie in Erwartung fiir ein Zwei-Niveau-System (Fluktuator) wechselwirkend mit einem
weiteren Zwei-Niveau-System (Qubit) erhalten wir in allen drei Experimenten eine Ab-
nahme der Zerfallszeit fiir kleine Verstimmungen |dw|< L [33]. Ungewdhnlich ist jedoch
die relativ grofle Resonanzbreite ¢ in der Gréflenordnung von wenigen v ~ 4 — 5. Zudem
ist Resonanz stark asymmetrisch zu negativen Verstimmungen hin verschoben.

Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Relaxationszeitkurve aus (d) mit
der erwarteten Relaxationszeitkurve fiir einen Fluktuator wechselwirkend mit einem Zwei-
Niveau-System fiir einen Anfangszustand mit vollstéindiger Anregung des Flukutators bei
vollsténdiger Abregung des Zwei-Niveau-Systems, beide transversal an die Umgebungen
gekoppelt.

Wir sehen die experimentell ermittelte Relaxationszeitkurve aus Abbildung [5.1| (d), blaue
Kurve. Die Rote zeigt hingegen die theoretische Erwartung fiir die Relaxationszeitkurve
des Fluktuators wechselwirkend mit einem Zwei-Niveau-System, mit der Relaxationszeit
Tl,theo [B:)l-ﬂv

2[v? + 6w?|[v?(Tg + T'r) + 4T gow?]
0?2 + 0w?|[(Tg + T'p)?v? 4+ 46wT QT k|’

Tl,theo = [ (51)

mit,
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Abbildung 5.2.: Relaxationszeitkurven des Fluktuators als Funktion der Verstimmung dw.
Blau: Relaxationszeit des Fluktuators unter der Wechselwirkung eines
Phasenqubits; Rot: Relaxationszeit des Fluktuators unter der Wechsel-
wirkung eines Zwei-Niveau-Systems, aus Ref.: [33].

v: 23MHz, der Kopplungskonstante,

wy: 7.735GHz, der Eigenfrequenz des Fluktuators,

I'g: 110ns, der Relaxationsrate des ersten angeregten Zustandes des Phasenqubits in
den Grundzustand,

I'p: 410ns. der Relaxationsrate des Fluktuators ohne Wechselwirkung mit dem Pha-
senqubit,

e 7T 35mK.

Die Abbildung verdeutlicht die grofle Diskrepanz zwischen dem Experiment und der
theoretischen Erwartung auf der Basis der Berechnungen fiir einen Fluktuator wechselwir-
kend mit einem Zwei-Niveau-System.

Wir werden beide Abweichungen,
1. Grofle Breite der Resonanz o > v,
2. Asymmetrische Resonanz mit Gewicht zu negativen Verstimmungen,

durch Einbeziehung hoherer Energielevels im Phasenqubitpotential [T.1] zumindest qualita-
tiv erklaren.

Wir fiihren die als eine Grofie erscheinende Resonanz auf eine Uberlagerung mehrerer Re-
sonanzen zwischen Fluktuator und Phasenqubit an den Resonanzstellen dw, zuriick. Dabei
erweist sich die starke Anharmonizitit des Phasenqubitpotentials als wesentlich fiir das
Auftreten mehrerer Resonanzen in der Relaxationszeitkurve bei negativen Verstimmungen
dws < 0. Dies wiirde folglich auch das Gewicht zu negativen Verstimmungen erklaren.
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5. Ergebnisse

Die Vorausetzung fiir das Auftreten hoherer Resonanzen dwg < 0 ist zum einen die Exis-
tenz hoherer Energielevels in dem Potential des Phasenqubits, zum anderen muss gewéhr-
leistet sein, dass hohere Energielevels anfinglich bevolkert sind. Der erste Punkt ist die
Voraussetzung fiir resonante Wechselwirkung zwischen Fluktuator mit der Eigenfrequenz
wy und den benachbarten Energiezustinden im Phasenqubit mit der Energieaufspaltung
ws —ws—1 = wy. Der Zweite Punkt stellt sich als notwendig fiir tiefe Temperaturen, wie die
im Experiment vorliegende von T' =35mK, heraus. Der Grund sind die vernachldssigbar
kleinen Anregungsraten, welche zu einer Bevolkerung hoherer Levels fithren kénnten, und
damit wiederum resonante Wechselwirkung ermoglichen wiirde. Wir erachten jedoch die
fiir das Antreiben des Fluktuators notwendigen hohen Mikrowellenintensitédten als Mecha-
nismus fiir die Anregung hoherer Energielevels im Phasenqubit.

5.1.2. Relaxations- und Dephasierungszeitkurven als Funktion der
Temperatur fiir feste Verstimmung

Abbildung zeigt die Relaxationszeitkurven T sowie die Dephasierungszeitkurven Tb
als Funktion der Temperatur bei der Verstimmung dw = —0.5GH z.
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Abbildung 5.3.: Antwortfunktionen des Fluktuators als Funktion der Temperatur T bei
fester Verstimmung: dw = —0.5GH z aus Ref.: [32] (a) Fluktuator 1 aus
Abb.: mit Eigenfrequenz: wy: 7.735GHz (b) Fluktuator 2 mit Eigenfre-
quenz: wy: 7.947Ghz; durchgezogene Linien Fits an experimentelle Werte
mit quadratischem Abfall; Strichlinie Fit an T5(7T) kein quadratischer Ab-
fall; gepunkte Linien Funktion 7} (7T') o tanh(5%); kleines Bild links zeigt
die Relaxationszeitkurve des Qubits; kleines Bild rechts zeigt die extra-

hierde reine Dephasierung 75 = %1_1
Ty —3Ty

Wir sehen in (a) die Antwortfunktionen des Fluktuators 1 (Flukutator wie aus Abb.:
mit der Eigenfrequenz: wy: 7.735GHz, in (b) die des Fluktuators 2 mit der Eigenfrequenz:
wy: 7.947Ghz (nicht zu sehen in Abb.: .
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5.2. Parameter des Gesamtsystems

Die einzelnen Kurven sind dabei:
e rote Punkte: Relaxationszeitkurve T (7)),
e blaue Quadrate: Dephasierungszeitkurve T5(T),
e rote Kreise: 2 - T1(7T),
e griine Sterne: Reine Dephasierung 75 (7") aus Hahn-Echo-Experiment

Durchgezogene Linien f(T') = f(0) — aT? und Strichlinie g(T) = g(0) — bT*?* sind Fits
an die experimentellen Werte, gepunkte Linie ist die Funktion T3 (T") o< tanh(54).

Wir machen folgende Feststellungen,

1. Fiir beide Fluktuatoren 1/2 wird ein quadratischer Abfall der Relaxationszeitkurve
T1(T) beobachtet: Ty (T) = T1(0) — aT?, ein Modell mit harmonischen Oszillatoren
als Umgebung sagt hingegen einen Zerfall mit 71 (7") tanh(%) fiir ein Zwei-Niveau-

System voraus,

2. Fit an Dephasierungszeitkurve T»(7") an Fluktuator 2 ist abweichend von Fluktuator
1 nicht durch einen quadratischen Abfall gegeben, sondern nidherungsweise durch:
Ty(T) = T1(0) — bT*21,

3. Fluktuator 1 zeigt keine reine Dephasierung 75 (7)) im Gegensatz zu Fluktuator 2.
Nach (1.7)) bedeutet dies, dass Fluktuator 1 gegeniiber langsamen Rauschens immun
zu sein scheint.

Nach Abbildung [5.1] (d), siche auch Abbildung ist keine Abnahme der Relaxations-
zeit bei dieser Verstimmung zu erkennen. Die Wechselwirkung zwischen dem Fluktuator
ist vernachlassigbar klein. Die Relaxationszeit als Funktion der Temperatur zeigt dennoch
kein Verhalten eines isolierten Zwei-Niveau-Systems in einer Umgebung von harmonischen
Oszillatoren.

Dieses abweichende Verhalten koénnte in einer anderen Umgebung zu suchen sein. Wir
werden jedoch zeigen, dass wir auch hier qualitativ eine Erkldrung fiir das abweichende
Temperaturverhalten im Vergleich zu dem des echten Zwei-Niveau-Systems auf der Basis
thermischer Anregung hoherer Energielevels im Phasenqubit erhalten.

5.2. Parameter des Gesamtsystems

Wir wollen hier zunéchst noch einmal die einzelnen Hamiltonians unseres Systems aus
Kapitel |3 zusammenfassen. Um davon ausgehend die das System charakterisierenden Pa-
rameter anzugeben. In den néchsten Abschnitten diskutieren wir dann deren Einfluss auf
das Relaxationszeitverhalten.

Das dissipative n-Level-Qubit-Fluktuator System wird beschrieben durch,

H=Hg+ Hp + HY,, + Hsp + Hg, (5.2)
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5. Ergebnisse

mit den Systemhamiltonians,

n—1 s—1
Hg = s(wm -3 A) |s) (s] (5.3a)
s=0
1 1
.
H%/Z;V — 5/0 . p . T:Ea (53C)

dem Wechselwirkungsterm zwischen System und Bédern,

1 . 1
Hspr = 551,»:17)(1,15 + 552,tTmX2,t, (5.4)

und den Korrelationsfunktionen der harmonischen Béader

C’%T}}” (W) =ax,, -w [1 + coth(é?jrﬂ , Vw. (5.5)

Wir erhalten damit die folgenden sieben effektiven Parameter zur Charakterisierung un-
seres Systems:

Effektive Parameter

e n: Anzahl der Energielevels des n-Level-Qubits

v: Kopplungskonstante
e A: Asymmetrieparameter

e dw = ws — wpp: Verstimmung

I'g = %B%,taXl,tw()l: Qubit Relaxationsrate des ersten angeregten Zustandes in den
Grundzustand bei T' = 0 und ohne Wechselwirkung

I'p = % 622’,504 X, wyr: Fluktuator Relaxationsrate ohne Wechselwirkung und bei 7' = 0
o T': Temperatur der Bader

Die letzten Beiden ergeben sich da wir zwei verschiedene unabhingige Bédder annehmen
(alle Kreuzkorrelationen verschwinden) und somit in allen Eintrégen des Redfield Tensors
nur Terme auftreten die proportional zu 6&05 X, sind (2.25)).

5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

Um die Relaxationsrate des Fluktutators 7} } unter der Wechselwirkung eines n-Level-
Qubits zu analysieren, studieren wir zunéichst den Spezialfall n = 3. Dabei werden wir

zundchst das Auftreten der Resonanzen in der Relaxationsrate bei den Verstimmungen
dwi und dwsq erkléren.
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

5.3.1. Fluktuator unter der Wechselwirkung eines 3-Level-Qubits

Wir wihlen fiir die folgende Diskussion den energetisch hochsten Zustand |2,71) als An-
fangszustand. Fiir diesen Anfangszustand erhalten wir eine Zunahme der Relaxationsrate
an beiden moglichen Resonanzstellen dw; und dwo.

Wir werden in Unterabschnitt den Einfluss des Anfangszustandes ausfiihrlich disku-
tieren.

Wir wollen das Relaxationsratenverhalten anhand von drei Grenzfillen von Verstimmun-
gen dw studieren.

Die betrachteten Félle seien:
e (a) starke Verstimmung: [dw|> v, A
e (b) Resonanzfall: dwy =0
e (c) Resonanzfall: dwy = —A

Es erweist sich im Folgenden als niitzlich die Diskussion in der Eigenbasis von Hg zu
fithren.

Die Energiezustandsdiagramme fiir die drei Grenzfille, mit Beriicksichtigung der Stérken
der Ubergangsraten, sehen wir in Abbildung

Mit:

links: Fall a die Energiceigenzustinde von Hg mit eingezeichneten Ubergangsraten bei
[ow|> v, A,

mitte: Fall b die Energieeigenzustinde von Hg mit eingezeichneten Ubergangsraten bei
5&)1 = O,

rechts: Fall ¢ die Energieeigenzustinde von Hg mit eingezeichneten Ubergangsraten bei
50)2 = —A.

Der orangefarbene Punkt verdeutlicht dabei den Anfangszustand [2,1).

Die Eigenzusténde seien hier noch einmal aufgelistet:
|H>:—%%G>Mﬁ+m<>ﬂw (5.6a)
|p>:mm@>mﬁ+m<)u@ (5.6D)
|ﬂ>=-ﬂm@)u>+m<>p@ (5.6¢)
|%>=mm@>uymw<>p@ (5.6d)

mit den Hybridisierungswinkeln,

tan(6y) = 5 0<6; <m, (5.7a)
tan(fy) = @?g, 0<6,<m. (5.7b)
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5. Ergebnisse
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Abbildung 5.4.: Eigenzustéinde des 3-Level-Qubit-Fluktuator Systems mit eingezeichneten
Ubergiingen fiir T = 0, Strichstirke der Pfeile stellt ein grobes Maf fiir
die Stirke der Ubergangsraten dar. (a) fiir eine grofie Verstimmung: |
dw|> v, A; (b) an der Resonanzstelle: dw; = 0; (c) an der Resonanzstelle:
dwy = —A. Orangefarbener Punkt verdeutlicht den Anfangszustand |2,1).

Diese stellen ein Maf} fiir die Wechselwirkung zwischen Fluktuator und 3-Level-Qubit dar.
Der Grund- und energetisch héchsten Zustand, blieb in “RWA” durch die Kopplung (|5.3c])
unbeinflusst,
Hg |07\L> = O|07\L> ) (58&)
Hg ’27T> = (w01 t+wy — A) ‘2aT> : (58b)

Wir wollen nun die drei Grenzfille analysieren.

Fall a: |dw[> v, A

In diesem Fall ist die Relaxationsrate des Fluktutators ey al r gegeben durch seine Rela-
xationsrate an sein eigenes Bad I'p. Fiir |dw|[> v, A erhalten wir nidmlich, dass beiden
Hybridisierungswinkel (5.7a) und ([5.7b)) annihernd verschwinden, also alle Zustéinde ent-
koppelt sind. Die Eigenzustédnde sind somit in guter Ndherung gleich den entsprechenden
Eigenzustinde des entkoppelten Systems (v = 0). Wiahlen wir also einen Anfangszustand
|2 1) so z&hlt alleinig die Relaxationsrate von den angeregten Zustidnden des Fluktuators
zu denen in denen er abgeregt ist und da diese unabhéngig von dem Zustand des Qubits
ist erhalten wir als Relaxationsrate des Fluktuators:

Ty g =Tr (5.9)
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

Fall b: dw; =0

In diesem Fall erreichen wir eine vollstdndige Hybridisierung der Zusténde @ und
hingegen aber nur eine leichte Hybridisierung der Zustéinde (5.6¢) und (5.6d)), dies
hat zur Folge, dass im Vergleich zu Fall a zusitzliche Ubergangsraten zu unserem System
hinzukommen. Qualitativ bedeutet dies, dass wir einen weiteren Kanal der Relaxation
geoffnet haben, der zusétzlich zur Relaxation des Fluktuators beitriagt [33]. Dieser zusitz-
liche Kanal trigt umso mehr zur Relaxation des Fluktuators bei umso grofier I'gy ist. Die
Relaxationsrate des Fluktuators ist insgesamt im Vergleich zu der in Fall a erhoht:

T;}}b > le}ﬂ. (5.10)

Fall c: dwy = —A

Dieser Fall gleicht dem Fall b wobei hier die Rollen der hybridisierten Unterrdume ver-
tauscht sind. Wir erwarten also auch fiir diesen Fall eine Zunahme der Relaxationsrate im
Vergleich zu Fall a, im Vergleich zu Fall b aber eine etwas schwéchere Relaxationsrate.
Dies kann man sich anhand der Hybridisierungswinkel zusammengefasst in nachfolgender
Tabelle klar machen:

| Fall b: (5w1 =0 | Fall c: dwp = —A
arctan (%)

01
@5 | arctan ( V2v ) 5

Wir wir der Tabelle entnehmen, haben wir im Fall c eine etwas schwéchere Hybridisierung
der ohnehin schon fast entkoppelten Zustédnde als in Fall b und damit auch eine etwas
schwichere Relaxationsrate als in Fall b. Wir halten damit fest:

- —1
Tiro > Tipe > Tipa (5.11)

Abschliefend méchten wir noch kurz die Annahme I'g 2 I'p dlskutleren Diese Annahme
ist essentiell um eine Zunahme der Relaxation des Fluktuators T} F im Vergleich zur Fluk-
tuatorrelaxationsrate I'r in den Resonanzfillen b und ¢ zu bekommen. Hitten wir den
umgekehrten Fall I'g < I'r angenommen, miissten wir mit einer Abnahme der normier-
ten Relaxationsrate rechnen. Dies kénnen wir uns am einfachsten dadurch klar machen
indem wir den Extremfall I'g = 0 betrachten. Die Kopplungen zwischen Fluktuator und
Qubit sind bekanntlich am effektivsten falls die Verstimmungen dw an den Resonanzstel-
len dwi; = 0 bzw. dws = —A liegen, und damit der Energieiibertrag des Fluktuators an
das Qubit am grofiten ist. Ist nun aber das Qubit nahezu abgeschirmt von der Umwelt,
so leiden diese Zustdnde nicht an Relaxation und somit ist mit einer Verkleinerung der
Relaxationsrate des Fluktuators unter Wechselwirkung mit dem Qubit im Vergleich ohne
Wechselwirkung zu rechnen:

< T~k

1,Fpb | FQZFF’TI Fe | ro>ls’ (5.12)

-1
Ty | FQSFF’TI Fe | To<Tr

Abbildung zeigt die numerisch berechneten Relaxationsraten des Fluktuators 77 }1,

wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit als Funktion der Verstimmung dw fiir die Ver-

hé&ltnisse: %ﬂ =10,1,0.1 in Sekularer Naherung.

Wir sehen:
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““‘7“““““““‘(5(1)/V
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Abbildung 5.5.: Relaxationsrate des Fluktuators Wechselvvlrkend mit einem 3-Level- Qub1t
als Funktion der Verstimmung. blau: T1 fiir FQ = 10; rot: T} } fiir FQ =

1; gelb: TI} fiir F—? = 0.1. Gemeinsame Parameter: n = 3, £ W = 104,

v 1 A Y _ 106 —
Ir =3 Ty Tp 10° und T' = 0.

e blau: Fluktuatorrelaxationsrate 717 } fiir F—Q =10

e rot: Fluktuatorrelaxationsrate 17 } fir F—g =

e gelb: Fluktuatorrelaxationsrate 17 } fiir 11:—? =0.1

Wir erkennen eine Zunahme der Relaxationsrate an den Resonanzstellen dwq und dwsy fiir
11:—? = 10 gegeniiber der Fluktuatorrelaxationsrate ohne Wechselwirkung I'p. Fiir %"3 =0.1
erhalten wir das entgegengesetzte Verhalten, also eine Abnahme der Relaxationsrate an
den Resonanzstellen. Auch das asymptotische Verhalten der Relaxationsrate 7, } hin zu
I'r zeigt die Numerik. 7

Offensichtlich deutet sich ein "Durchgang®, bei der die effektive Relaxationsrate des Fluk-
tuators 17 ! sich ' annihert, bei etwa F— = 1 an. Der genaue Wert fiir das Verhéltnis
von I'g zu I' p unterscheidet sich je nach Resonanzstelle liegt jedoch in der Gréfenordnung

r
von % = 1.
F

5.3.2. Fluktuator unter der Wechselwirkung eines n-Level-Qubits

Haben wir das obige Verhalten des Fluktuators unter dem Einfluss eines 3-Level-Qubits
verstanden so ist die Verallgemeinerung auf ein n-Level-Qubit nicht mehr schwer.

Das n-Level-Qubit-Fluktuator System beinhaltet n — 1 kohérent miteinander wechselwir-
kenden Unterlevelsysteme ([3.17a)),

ls—1,1) O |sd), se{l,..,n—1}. (5.13)

48



5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

Ihr Hybridisierungsgrad ist durch den jeweiligen Hybridisierungswinkel 65 gesteuert, wel-
cher nach (3.30) gegeben ist durch,

e
C dwH+ (s — 1A’

Die grofite Hybridisierung, und damit eine Maximierung der Relaxationskanéle, erhalten
wir fiir,

tan(ds) 0<0,<mse{l,...,n—1}. (5.14)
tan(bs)maez < 0w + (s —1)A =0, se{l,..,n—1}, (5.15)

Wir erwarten deshalb fiir den Anfangszustand |n — 1,71) das Auftreten von weiterer Reso-
nanzen in der Relaxationzeitkurve bei den folgenden Verstimmungen,

dws = —(s—1)A, (5.16a)
0, se{l,..,n—1}.  (5.16b)

IN

dws

Dies ist gleichbedeutend, dass die Eigenfrequenz des Fluktuators w; resonant mit benach-
barten Energielibergdngen des n-Level-Qubits ist, siehe Gl.: (3.5)).
Aus (5.16)) erhalten wir némlich,

dws & wr =wo1 — (s — 1)A, se{l,..,n—1}. (5.17)

In Abbildung sehen wir, die in Sekularer Néherung berechneten Relaxationsraten des
Fluktuators T} } unter der Wechselwirkung eines n = 2, 3, 4, 5-Level-Qubits. Wir wihlen
als Anfangszustand jeweils den energetisch hochsten Zustand |n — 1,1).
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““‘“““‘“‘7“““““““‘6(1)/V
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Abbildung 5.6.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem n-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T} } fir n = 2; rot: T} } fiir n = 3;
gelb: T~ Il, fir n = 4; griin: T} }1; fiir n = 5. Gemeinsame Parameter: % =

4 _1.A w _ 106 e _ _
10,ﬁ—§-ﬁ,ﬁ—10,ﬁ—loundT—O.
Wir sehen:

e blau: Fluktuatorrelaxationsrate T }r fiirn =2
e rot: Fluktuatorrelaxationsrate T} } firn=3
e gelb: Fluktuatorrelaxationsrate 17 } firn=4

e griin: Fluktuatorrelaxationsrate 17 } firn=>5

Die Berechnungen zeigen sehr deutlich das sukzessive Hinzutreten weiterer Resonanzen an
den durch vorhergesagten Stellen mit steigender Levelzahl n.

5.3.3. Zusammenfassung/ Einfluss der Parameter und des Anfangszustandes
auf die Struktur der Relaxationsratenkurve

Wir wollen in diesem Unterabschnitt abschliefend die Rolle der Parameter aus [5.2] sowie
des Anfangszustandes auf die allgemeine Struktur der Relaxationsratenkurve diskutieren.
Wir fassen dabei die Erkenntnisse aus vorangegangen Abschnitten zusammen.

Einfluss von n und des Anfangszustandes
Die Anzahl der Qubitlevels n gibt die Anzahl der méglichen Resonanzen wieder, nach
(5.13)) erhalten wir n — 1 mogliche Resonanzen.

Das Auftreten der einzelnen Resonanzen hingt jedoch, fiir verschwindende Temperatu-
ren T = 0, wesentlich vom Anfangszustand ab.

Nur Anfangszustinde welche energetisch gleich oder iiberhalb der, welche nach eine
kohdrente Wechselwirkung zeigen, fithren zu einer Zunahme der Relaxationsrate bei der
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

entsprechenden Verstimmung dws ([5.16) in der Relaxationsratenkurve.

Eine Demonstration des Einfluss des Einflusses des Anfangszustandes fiir das Auftreten
zeigt die Abbildung Wir berechnen hier die Relaxationsrate des Fluktuators unter der
Wechselwirkung eines 4-Level-Qubits fiir die Anfangszustéinde |0,1),/1,1),/2,1) und |3, 1)
in Sekularer Ndherung.

T E/ Tk

“““7“““““““‘5(1)/V

-15

-10 -5 5 10 15

Abbildung 5.7.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 4-Level-Qubit

als Funktion der Verstimmung fiir verschiedene Anfangszusténde. blau:
T } fir Anfangszustand |0, 1); rot: 77 } fiir Anfangszustand |1,7); gelb:

T, } fir Anfangszustand |2,1); griin: 7} é fiir Anfangszustand |3,1). Ge-

. r
meinsame Parameter: n = 4 FA = 10%, == LA 9 —q06 22 =10
F F F

und 7" = 0.

3 ' Tr ' Tr r

Die Farben bedeuten dabei:

e blau: Fluktuatorrelaxationsrate 17 }, fiir den Anfangszustand |0, 1)

e rot: Fluktuatorrelaxationsrate 717 }r fiir den Anfangszustand |1, 1)

e gelb: Fluktuatorrelaxationsrate T, } fiir den Anfangszustand |2, 1)

e griin: Fluktuatorrelaxationsrate 17 } fiir den Anfangszustand |3, 1)

Wir sehen, dass mit zunehmender Anregung des 4-Level-Qubits die Resonanzen an den
durch gegeben Stellen hinzutreten.

Ferner erhalten wir fiir die Anfangszusténde |3, 1) und |2, 1) dhnliche Relaxationsratenkur-
ven. Der Grund liegt in der in “Rotating Wave Approximation“ vernachlissigten Kopplung
des energetisch hochsten Zustandes |3,71) mit dem Zustand |2, ), siehe Kapitel

Einfluss von v
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Die Kopplungskonstante v steuert iiber die Hybridisierungswinkel,

V/sv
tan(fy) = ——————,
an(f) dw+(s—1)A
die Stirke der Hybridisierungen der Zustédnde aus (5.13)).
Eine zunehmende Hybridisierung erhoht dabei die Relaxationskanéle. Fiir I'g 2 I'r erhal-
ten deswegen eine Zunahme der Fluktuatorrelaxationsrate 17 }1, im Vergleich zu I'p.
Wir bemerken weiter, dass nach ([5.18)) diese Wechselwirkung sensitiv auf die Position der

Verstimmung dw ist. Somit stellt v ein Maf fiir die Breite o der Resonanzen dar. Diese

erhielten wir nach ([5.18) an den Stellen ((5.16)).

0<0;<mse{l,...,n—1}, (5.18)

Die Kopplungsstiarke v hat aber auch einen Einfluss auf das Verhiltnis der Fluktuatorre-
laxationsrate 17 } zu I'r, wie die folgenden Berechnungen zeigen.

Wir sehen in Abbildung die Fluktuatorrelaxationsrate 17 } fiir drei verschiedene Kopp-

lungstérken ﬁ = %104, %1()4, %1()4 und 11:—2 = 10.

T %/ Tk
6
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—-40000 -20000 20000 40000
Abbildung 5.8.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T } fiir ﬁ = %104; rot: T } fiir
L = %104; gelb: Tf} fiir ﬁ = %104. Gemeinsame Parameter: n = 3,
r

T'r
A w
ﬁ:104, ﬁ:loﬁ, re=10und T =0.
Die Farben gehoren dabei zu:
e blaue Kurve: T} } fiir das Verhéltnis ﬁ = %104
=1 e e . _ 214
e rote Kurve: T’ LF fiir das Verhéltnis ﬁ =510
e gelbe Kurve: T ]}ﬂ fiir das Verhéltnis ﬁ = %104

Die Berechnungen zeigen sehr deutlich eine Zunahme der Resonanzbreite mit wachsender
Kopplungsstéirke v, des Weiteren aber auch eine Zunahme der Relaxationsrate fiir wach-
sendes v. Der Gegenlaufige Effekt, also die Abnahme der Relaxationsrate mit wachsendem
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

v erhalten wir fiir 11:—2 < 1, sieche Abbildung

TrE/ Te
1.0r

0.2+
. | . . . | . . . I . . . | . . . | . 6w/ FF
-40000 —-20000 20000 40000
Abbildung 5.9.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T} } fir o= = %104; rot: T} }1; fiir
) F )
ﬁ = %104; gelb: Ty }1; fiir % = %104. Gemeinsame Parameter: n = 3,
A =104 ¥ =105, 12 =0.1 und T = 0.
F F F

Dies lésst sich damit erkldren, dass bei stiarkerer Relaxationsrate des Qubits im Vergleich
zum Fluktuator 11:—2 > 1, die Wechselwirkung o v sich giinstig fiir die Relaxation des Fluk-

tuators auswirkt. Im umgekehrten Fall 11:—2 < 1 die Wechselwirkung die Relaxationsrate
hingegen erniedrigen lésst.

Einfluss von A
A der Asymmetrieparameter regelt iiber die Hybridisierungswinkel 65 die Positionen in
der Verstimmung bei denen es zu Resonanz kommt. Diese lesen wir aus (5.18)) zu,

dws = —(s—=1)A, (5.19a)
dws < 0, se{l,...,n—1}, (5.19Db)
ab.

Einfluss von I'g und I'

Nach |D zerfillt der Redfield Tensor fiir unabhéngige und verschiedene Béder in die
Summe der Redfield Tensoren beziiglich des Fluktuators, respektive des n-Level-Qubits.
Damit lassen sich alle Ubergangsraten W,y,,, wie folgt darstellen ,

Wmn = WQ,mn + WF,mna (520&)
Winn Amn * /BitaXLt + b - Bg,taXz,ta (520b)

mit Wq ymn den Ubergangsraten aufgrund der Ankopplung des n-Level-Qubits an das Bad,
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5. Ergebnisse

respektive Wg,, aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an sein Bad. amn, by hén-
gen vom Energieunterschied iiber die Gleichgewichtskorrelationsfunktionen und den Uber-
gangsmatrixelementen, insbesondere also von der Hybridisierung der Zusténde, ab.

Mit,
L o
Lo = 5/81,1:04X1,tw01 (5.21a)
1
I'p = Qﬁg,taxg,twf (5.21b)

folgt daraus unmittelbar, dass die absolute Relaxationsrate T }17 (ohne Normierung auf
I'r) eines Nichtgleichgewichtszustandes in den Grundzustand im Allgemeinen mit zuneh-
mendem I'g, sowie I'r ansteigt.

Der gegensitzliche Effekt also die Abnahme der Relaxationsrate mit zunehmendem I'g
bzw. ['r ist unter dem Begriff Quanten-Zeno-Effekt bekannt. Wir werden diesen Effekt in
Kapitel [6] ausfiihrlich behandeln. Es sei nur soviel angemerkt das dieser Effekt in Sekularer
N&dherung und ohne Liouvilleentartung grundsétzlich nicht zu sehen ist.

5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

Wir wollen das Temperaturverhalten der Relaxationsrate des Fluktuators wieder fiir den
Fall n = 3 studieren.

Das Studium in diesem Abschnitt soll das allgemeine Relaxationsratenverhalten bei end-
lichen Temperaturen untersuchen. Ein Vergleich der numerisch berechneten Relaxations-
raten, unter Verwendung der experimentell bestimmter Parameter, mit den Experimenten

aus Ref.: [5.1] erfolgt dann im néchsten Abschnitt

Der Einfluss der Temperatur 1" fliefit in Bloch Redfield Niherung iiber die Gleichgewichts-
korrelationen der Béder ein,

h w
X%, (W) =ax,, w [1 + coth <2T>] , Vw. (5.22)

Dabei sind die Anregungsraten Wp,; gegeniiber entsprechenden Abregungsraten Wy expo-
nentiell mit dem Boltzmannfaktor e~ 7 unterdriickt, siche Anhangm

Wi o« C(wik), (5.23a)

Cl-wi) = Clug)e 1. (5.23b)

Diese Aussage gilt immer im Gleichgewicht und ist unabhéngig von der speziellen Wahl
der Bader, wie hier der harmonischen Béder.

Wir bemerken ferner, dass die Dichtematrix des “Endzustandes”,

p(t)ena := p(t — 00), (5.24)

durch das statistische Gemisch iiber die Eigenzustéinde von Hg gegeben ist,

pena = Y 1i) il =, Z=) e T, (5.250)
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5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

Hg i) = w; |i), (5.26)

und Z der Zustandsfunktion.

Den Experimenten angelehnt diskutieren wir das Relaxationszeitverhalten des Fluktuators
zum einen fiir feste Temperatur T als Funktion der Verstimmung dw, sowie als Funktion
der Temperatur T jedoch fester Verstimmung dw.

Ferner verwenden wir die folgenden Anfangszustéinde:

e Thermischer Anfangszustand des 3-Level-Qubits bei vollstéindiger Anregung des Fluk-
tuators:
2 o 2
pt=0) =2 Is) (sl —— @ 1) (1] Z=) T (5.27)

s=0 s=0

e Energetisch hochster Zustand |2,71), mit:

plt = 0) = [2,1) (2,1 (5.28)
e Zur Demonstration der thermischen Aktivierung der Resonanz dwy = —A, den An-

fangszustand [0, 1), mit:
p(t =0)=10,1)(0,1] (5.29)

Als Ausgangspunkt der Diskussion iiber das Relaxationsratenverhalten des Fluktuators
wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit fassen wir kurz das Temperaturverhalten der Re-
laxationsrate 77 21NS eines allgemeinen dissipativen Zwei-Niveau-Systems zusammen.

Nach (|1.6a)) erhalten wir dessen Relaxationsrate T7 . 21NS zu,

L1
Tions = 5 sin*(m)Sv (e), (5.30)

mit n dem “Einstellungswinkel” zwischen longitudinaler und transversaler Ankopplung an
das Bad und Sy (€) der symmetrisierten Gleichgewichtskorrelationsfunktion, in der alle
Information iiber das Temperaturverhalten enthalten ist.

Beniitzen wir noch Gleichgewichtsbeziehung zwischen symmetrisierter und antisymmetri-

sierter Korrelationsfunktion (3.35), so erhalten wir aus (/5.30)),

1
T s = 5 Sin2(n)AV(e)coth<2€T>. (5.31)

Diese von der speziellen Wahl der Umgebung unabhiingige Beziehung reduziert sich fiir
eine Umgebung von harmonischen Oszillatoren mit (3.37)) auf,

1
T£21NS =3 sin?(n)aye - coth <26T> . (5.32)

Gleichung (5.32)) wird uns als Referenz fiir die Fluktuatorrelaxationsrate 7, & in Unterab-
schnitt [5.4.2] dienen.

55



5. Ergebnisse

Wir werden zeigen, dass wir durch Hinzunahme des dritten Energielevels ein von ([5.32])
abweichendes Skalierungsverhalten der Fluktuatorrelaxationsrate T} }1, als Funktion der
Temperatur T an den Resonanzstellen dw; = 0 sowie dws = —A erhalten.

Fiir starke Verstimmungen |[dw|> v, A erhalten wir dann wieder das Skalierungsverhalten
des Zwei-Niveau-Systems: T} e s coth(5£).

Wir beginnen zunéchst mit einer Diskussion des Relaxationsratenverhalten als Funktion
der Verstimmung dw bei fester Temperatur 7'

5.4.1. Relaxationsratenverhalten als Funktion der Verstimmung bei fester
Temperatur

Die Abbildungen und zeigen die in Sekularer Niherung berechnete Fluktuator-
relaxationsrate T’ 1_} als Funktion der Verstimmung dw bei den Temperaturen 7' = wy und
T = 3wy fiir die Anfangszustéinde: |2,1) sowie dem thermischer Anfangszustand des 3-
Level-Qubits bei vollstandiger Anregung des Fluktuators.

T %/ Te

T el TRV AR
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Abbildung 5.10.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung fiir 7' = wy. blau: thermischer Anfangs-
zustand des 3-Level-Qubits bei vollstéindiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2,1) als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, % =104,

v 1. A w196 Po _
rr =3 FF’FF_lo undrF—lo.

Wir sehen die Relaxationsrate des Fluktuators T } normiert auf I'p.

Vergleichen wir die Fluktuatorrelaxationsrate bei starker Verstimmung |dw [> v, A aus
Abb.: und so erkennen wir eine Zunahme mit steigender Temperatur 7'. Diese
Zunahme der Fluktuatorrelaxationsrate bei starker Verstimmung dw > v, A ist durch die
Beziehung mit n = 5, ay = ax,, und € = wy gegeben.

Aufgrund der zunehmend schwécher werdender Wechselwirkung zwischen Fluktuator und
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T F/Te
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Abbildung 5.11.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung fiir 7" = 3w;. blau: thermischer Anfangs-
zustand des 3-Level-Qubits bei vollstéandiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2,1) als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, % = 104,

v 1. A Y _ 196 To _
Ty = 3 FF’FF_lo undFF—IO.

3-Level-Qubit, siehe ([5.7]), verhélt sich hier der Fluktuator effektiv wie ein Zwei-Niveau-
System mit einem Skalierungsverhalten mit der Temperatur 7" wie in ([5.32]).

Ferner erhalten wir analog zu verschwindenden Temperaturen 7" = 0 eine Zunahme der
Relaxationsrate des Fluktuators T1_, }p bei den Verstimmungen dw; = 0 sowie dwo = —A.
Also den Stellen maximaler Hybridisierung der Zustéinde |[1,]), |0,1) bzw. [2,]), |1,1),

siehe ([5.7)).
Desweiteren stellen wir in den Abb.: fest:

o T F(0w = dwg) < Tf};(&w = dwy ) fiir den thermischen Anfangszustand
o T;}(éw = dws) > Tf};(éw = 0wy) fiir den Anfangszustand |2, 1)

Um dieses Verhalten zu verstehen hilft uns die Kenntnis aus Abbildung Wir zeigen
hier die Fluktuatorrelaxationsrate T} } fiir T'= 0, wieder fiir die beiden Anfangszustéande.

Wir erhalten hier nur fiir den Anfangszustand thermischen Anfangszustand keine Zunah-
me der Relaxationsrate T1_, }p gegeniiber I'p an der Resonanzstelle dwy = —A (abgesehen
von dem Ausldufer des Resonanzpeaks an Resonanzstelle dw; = 0).

Dies ldsst sich damit erkliren, dass fiir verschwindene Temperaturen T' = 0 keine Anre-
gungen von energetisch niedrigeren Zusténden zu energetisch hoheren stattfinden, siehe
Unterabschnitt iiber den Einfluss des Anfangszustandes.

Desweiteren entspricht dem thermischen Anfangszustand bei 7' = 0 dem Anfangszustand
|0,1). Folglich konnen die Relaxationskanéle, welche durch die Hybridisierung der Zustén-
de [2,]) |1,1) gedfinet werden, siehe Skizze (c) in Abbildung keinen Einfluss auf den
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Abbildung 5.12.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung fiir 7" = 0. blau: thermischer Anfangszu-
stand des 3-Level-Qubits bei vollstindiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2,1) als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, % =104,

v 1. A W _ 106 To _
Ty = 3 FF,FF—IO undrF—IO.

Zerfall des Zustandes |0, 1) haben.

Nehmen wir noch zur Kenntnis, dass der “Endzustand” p(t)eng durch das statistische Ge-
misch nach gegeben ist ((5.25)). So konnen wir das Verhalten der Resonanzpeaks in den
Abbildungen und fiir die beiden Anfangszustéinde deuten.

Die stérkere Relaxationsrate an der Resonanzstelle dwo = —A gegeniiber Resonanzstelle
dwy = 0 fiir den Anfangszustand |2,1) ldsst sich darauf zuriickfithren, dass die thermische
Energie bereits so grof ist, dass das statistische Gewicht der Besetzung der Figenzustédnde
des "Endzustandes® p(t)enq zunehmend zu den hybridisierten Zusténden [2,]) und |1,7)
wandert. Dadurch konnen diese mehr zur Relaxation des Anfangszustandes |2,7), als diese
aufgrund der Hybridisierung der energetisch darunter Liegenden: |1,|) und |0,7), beitra-
gen. Deswegen erhalten wir bei der Resonanzstelle dwy = —A eine stéirkere Relaxationsrate
als an der Resonanzstelle dw; = 0.

Fiir den thermischen Anfangszustand erhalten wir das entgegengesetzte Verhalten, also
eine stirkere Relaxationsrate an der Resonanzstelle dw; im Vergleich zu der Resonanzstel-
le dwo.

Qualitativ erschlieit sich dieses Ergebnis aus der vorangegangenen Argumentation. Da
der thermische Anfangszustand auch zu einer Bevolkerung der energetisch niedrigeren Zu-
stdnde fithrt, konnen die Relaxationskaniile aus der Hybridisierung der Zusténde |1, ]) und
|0,1) hier, im Gegensatz zu dem Anfangszustand |2,7), mehr zu der Relaxation des An-
fangszustandes beitragen.

Fiir geniigend hohe Temperaturen erhalten wir dann auch wieder eine stéarkere Relaxati-
onsrate an der Resonanzstelle dw; = —A im Vergleich zu dw; = 0 wie die Abbildung
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5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

fiir die Temperatur T = 10w/ zeigt.

T %/ Tk
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Abbildung 5.13.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit

als Funktion der Verstimmung fiir 7" = 10wy. blau: thermischer Anfangs-
zustand des 3-Level-Qubits bei vollstéindiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2,1) als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, % = 104,

v 1, A Y _ 196 Lo _
rr =3 FF,FF—lo undFF—IO.

Thermische Aktivierung von Resonanzen

Im Gegensatz zu T' = 0, konnen Resonanzen an den durch (5.16|) gegebenen Stellen auch
fiir Anfangszustidnde auftreten, die energetisch tiefer als die in ([5.13]) sind.

Abbildung zeigt die in Sekularer Ndherung berechnete Fluktuatorrelaxationsrate T} }
als Funktion der Verstimmung dw fiir die Temperaturen 7' = 0, T' = wy und T = 3wy fiir
den Anfangszustand: |0,1).
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T/ TrL (J6w>>v ,A)
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Abbildung 5.14.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit

als Funktion der Verstimmung mit Anfangszustand |0,1). blau: T = 0;

rot: T' = wy; gelb: T' = 3wy. Gemeinsame Parameter: n = 3, L =104,

I'r
w _ 1. A W 106 To _
e =3 Fp’Fp_lo undFF—lo.

Wir sehen:

e blaue Kurve: 17 } firT =0
e rote Kurve: Tf}; fir T'= wy
e gelbe Kurve: Tl_fl7 fir T' = 3wy

Um die Kurven besser zu vergleichen zu kénnen, wahlen wir hier als Normierung die Fluk-
tuatorrelaxationsrate bei starker Verstimmung: T, #([ow|> v, A).

Wir erkennen das mit zunehmender Temperatur T die zweite Resonanz bei dws = —A
aufgrund der Besetzung der Zusténde |2, ]) und |1,1) immer mehr zum Vorschein kommt.

5.4.2. Relaxationsratenverhalten als Funktion der Temperatur bei fester
Verstimmung

Abbildung zeigt die berechneten Relaxationsratenkurven des Flukutators T }1; wech-
selwirkend mit einem 3-Level-Qubit.

Wir sehen die Fluktuatorrelaxationsraten 717 } als Funktion der Temperatur 7" an den
Resonanzstellen dw; = 0 sowie dwo = —A, je{iveils fiir die beiden Anfangszustédnde: |2, 1)
sowie thermischer Anfangszustand. Zum Vergleich die Fluktuatorrelaxationsraten 7} } bei
grofier Verstimmung |dw|>> v, A. ’

Die einzelnen Kurven sind dabei:

e blaue Kurve: T} (T fiir die Resonanzstelle: dw; = 0 mit dem Anfangszustand: |2,71)
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Abbildung 5.15.: Relaxationsrate des Flukutators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Temperatur fiir feste Verstimmung und verschiedene An-
fangszustéinde. blau: Resonanzstelle dw; = 0 mit Anfangszustand |2, 1);
rot: Resonanzstelle dw; = 0 mit thermischen Anfangszustand des 3-Level-
Qubits bei vollstandiger Anregung des Fluktuators; gelb: Resonanzstelle
dwy = —A mit Anfangszustand |2,1); griin: Resonanzstelle dwy = —A
mit thermischen Anfangszustand.; durchgezogene Linie: |dw[> v, A mit
Anfangszustand |2,1) bzw. thermischer Anfangszustand. Gemeinsame

r
Parameter: n = 3, % =104, = 3 % , % = 10% und % = 10.

e rote Kurve: T} 1(T) fiir die Resonanzstelle: w; = 0 mit dem thermischen Anfangs-

zustand

e gelbe Kurve: T, £(7) fiir die Resonanzstelle: dws = —A mit dem Anfangszustand:
12,7)

e griine Kurve: T, A(T) fiir die Resonanzstelle: ws = —A mit dem thermischen An-
fangszustand

e durchgezogene Linie: T, (T bei groBer Verstimmung |dw|> v, A fiir |2,1), bzw.
thermischen Anfangszustand

Wir wéhlen als Normierung die jeweilige Nulltemperatur Fluktuatorrelaxationsrate 17 ; (T =
0). Damit stellen die Kurven ein Maf fiir das Skalierungsverhalten mit der Temperaéur T
dar.

Die durchgezogene Linie zeigt die Fluktuatorrelaxationsrate T} }(T = 0) bei grofier Ver-
stimmung |[dw|> v, A. Wir erhalten fiir diese das Skalierungsvérhalten des Zwei-Niveau-

Systems wieder ([5.32]),
T T
_f’F# — coth <wf> (5.33)
Tl,F(T = 0) [dw[>v,A 2T

Ferner ist das Skalierungsverhalten unabhéingig von den zwei von uns gewéhlten Anfangs-
zustédnden.
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Fiir die Resonanzstellen dwi, dwsy erhalten wir hingegen ein klar abweichendes Skalierungs-
verhalten mit der Temperatur 7.

Ferner bemerken wir eine stérkere Zunahme der 7' }1; mit steigender Temperatur T fiir den
thermischen Anfangszustand im Gegensatz zu dem Anfangszustand |2, 7).

Wir wollen hier eine qualitative Erkldrung fiir das abweichende Verhalten der Fluktua-
torrelaxationsraten T } an den Resonanzstellen geben.

Wir beginnen dazu mit einer Diskussion des Temperaturverhaltens des Fluktuators wech-
selwirkend mit einem 2-Level-Qubit. Wir zeigen, dass das Skalierungsverhalten der Rela-
xationsrate des Fluktuators T } mit der Temperatur 7" auch unter der Wechselwirkung
des 2-Level-Qubits noch der des Zwei-Niveau-Systems ist, .

Wir wollen dies im Folgenden explizit fiir den Resonanzfall dw = 0 vorfithren, den Fall
stiarkster Wechselwirkung.

Wir berechnen dazu zunéchst die Eigenwerte der Mastergleichung des System Fluktuator
wechselwirkend mit einem 2-Level-Qubit beide wiederum transversal gekoppelt an die ver-
schiedenen und unabhéngigen Béader.

Die Mastergleichung schreibt sich damit wie folgt,

P11 —Wa1 — W3 Wi Wis 0 P11

P2 | _ Wa1 —Wig — Waa 0 Woy P22 (5.34)

£33 W31 0 Wiz — Wys Wy p3z |’

P44 0 Wi Wi —Way — W3y P44

mit den Eigenzusténden des Systemhamiltonians Hg,

1) L1, (5.35)
2) = |14, (5.36)
13) 1-), (5.37)
) = 0,4, (5.33)

Dabei haben wir nur die Ubergangsraten mit endlichen Ubergangsmatrixelement ange-
schrieben.
Wir vernachléssigen alle Energieunterschiede zwischen den verschiedenen Ubergangsraten,

Wm/m —7 Wf. (539)

Diese Néherung ist fiir 0w < wy und kleines ax, , < 1 berechtigt.
Weiterhin addieren sich alle Ubergangsraten in den Subsystemen einfach (5.20a]),

Wm’m(T) = Wm/m7Q(T) + Wm’m,F(T)- (540)
Damit konnen wir (5.34]) wie folgt darstellen,

P11 —2W(T) «(TYW(T) o(T)W(T) 0 p11
p | _ | WIT) —cT)W(T)—-W(T) 0 o(T)W(T) p22
P33 wW(T) 0 —c(T)W(T) =W(T)  (T)W(T) P33
Pas 0 W(T) W(T) —2¢(T)W(T) p4)4
(5.41

62



5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

mit ¢(7) := e~ 7 dem thermischen Expontentialfaktor und

W(T):=D-wy- [1 + coth <°2J7f1>] der “Gesamtiibergangsrate®.

Wir wollen diese Darstellung im Folgenden beweisen.
Dazu berechnen wir die Ubergangsraten mit (2.33a]) und erhalten,

1 w

Wimo(T) = iﬁit ]<m'} oy \m>\2 ax,, Wy [1 + coth <2,—{j)} ) (5.42a)
1 o / 2 wf

Wimp(T) = Zﬁu |<m }Tx |m)|* ax,, -wy |1+ coth o7 )| (5.42Db)

Dabei reduziert sich der “Impulsoperator” p fiir ein zwei-dimensionales System auf die
Paulimatrix o,.

Da wir den Resonanzfall dw = 0 studieren, bei der wir eine vollsténdige Hybridisierung
der Zustdnde |0,1) und |1,]) vorliegen haben, erhalten wir fiir die Betragsquadrate der
Ubergangsmatrixelemente,

1
(/| oy [m) = |(m| 7 [m)[*= 5, (5.43)
Wir somit (5.40|) schreiben als,
W(T) = D-w;- [1 + coth <;"%>] (5.44)
mit,
L( e 2
D = o\ Breaxi, +Frp0xs, |, (5.45a)
D > 0. (5.45b)

Wir berechnen damit die Eigenwerte von ([5.41)) zu,

M= 0, (5.46a)
No = —W(T)—c(T)W(T) = —Dcoth <;‘;> (5.46b)
Az = Ag, (5.46¢)
Moo= 2 (5.46d)

Die Eigenwerte Ag, A3 und A4 zeigen also alle das gleiche Skalenverhalten mit der Tempe-
ratur T'.

Berechnen wir die Relaxationsrate des Fluktuators Tf }r nach ; so skaliert auch die-
se, fiir Anfangszustdnde welche durch die zu A2, A3 zugehorigen Eigenmoden repésentiert
werden, mit coth (;—{1)

Dass das Skalenverhalten der Eigenwerte mit — coth (;‘%) durch Hinzunahme eines weite-

ren Qubitlevels verloren geht, zeigt Abbildung fiir die Resonanzstelle dw; = 0, sowie
Abbildung fiir die Resonanzstelle dws = —A.
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Ai/Ai(T=0)

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | T/w
30 "

-8-
Abbildung 5.16.: Die sechs Eigenwerte der Mastergleichung fiir das 3-Level-Qubit-

Fluktuator System als Funktion der Temperatur an der Resonanzstelle
0wy = 0; durchgezogene Linie: f(T) = — coth (;—%)

Ai/Ai(T=0)

-8
Abbildung 5.17.: Die sechs FEigenwerte der Mastergleichung fiir das 3-Level-Qubit-

Fluktuator System als Funktion der Temperatur an der Resonanzstelle
dwy = —A; durchgezogene Linie: f(T') = — coth (;—{1)
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5.5. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den Experimenten

Wir sehen in den Abbildungen die sechs numerisch berechneten Eigenwerte der Mas-
tergleichung des Systems: Fluktuator wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit mit den
gleichen Ankopplungen an die Béader wie zuvor. Zum Vergleich zeigen wir die Funktion

f(T) = —coth (5£).

Aufgrund der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit erhalten wir wieder einen Eigenwert mit
A1 = 0, siehe Die anderen Eigenwerte zeigen ein klar abweichendes Skalierungsver-
halten zu der Vergleichsfunktion f(T').

Nach (@.15) koénnen wir somit fiir die Relaxationsrate des Fluktuators T} j(T') kein Ska-

lenverhalten mit coth (‘;—7’:) mehr erwarten. Das ist der Grund fiir das abweichende Skalie-
rungsverhalten der Relaxationsrate des Fluktuators 77 }(T), wie wir es in sehen.

Wir vermuten, dass resonante Wechselwirkung des Fluktuators mit hoheren Energiele-
vels des Phaenqubits das Verhalten in (a) erkldren konnte.

Eine solche Wechselwirkung sollte jedoch erst durch eine thermische Anregung der héheren
Energielevels erfolgen, da wir bei der im Experiment (a) gewéhlten Verstimmung von
dw =-0.5GHz keine Wechselwirkung des Fluktuators in beobachten. Wir wollen dies
im néchsten Abschnitt demonstrieren.

5.5. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den
Experimenten

In diesem Abschnitt fithren wir einen Vergleich der experimentell bestimmten Relaxati-
onszeitkurven des Fluktuators aus Ref.: [32], siche Abschnitt mit der Theorie durch.

Die dem Experiment zugrunde liegenden Parameter waren dabei:

Experimentelle Daten

o wy= 7.735GHz
e v: 23MHz~ 10 3w;

o I'p= %BitaXl,thi 110ns~ 10_3wf — Sekulare Néherung giiltig

I'r = %ﬁ%tozxuwf: 410ns~ 10~ *w — Sekulare Niherung giiltig
e T: 35mK~ 10~ twy

Dabei wurde die Kopplungskonstante v mittels Qubitspektroskopie aus dem Levelsplitting
in Resonanz dw = 0 zwischen Fluktuator und Phasenqubit bestimmt. Die Anregungsener-
gie des Fluktuators wy wurde ebenso aus den spektroskopischen Daten ermittelt, siehe
Abbildung

I'g und I'r die Relaxationsraten der isolierten Zwei-Niveau-Systeme bei der Temperatur
T = 0 entsprechen in sehr guter Ndherung den experimentell bestimmten Relaxationsraten
bei T' =35mK, siehe .

Die Eigenenergien des Phasenqubithamiltonoperators , berechnen wir durch Diskre-
tisierung des Potentials Ref.: [42]. Die fiir die Berechnung der Eigenenergien benétigten
Werte des kritischen Stromes I,=984nA, der Kapazitéit C' =850fF und der Induktivitét
L=T720pH entnahmen wir Ref.:[25]. Hier sind alle Werte des in Ref.: [32] verwendeten Chips
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5. Ergebnisse

zusammengetragen.

Wir moéchten an dieser Stelle einen Vergleich Eigenenergien des Phasenqubithamilton-
operators (|1.2) mit denen des von uns eingefiihrten effektiven n-Level-Qubit Hamiltonians
Hg, siehe (3.3)), durchfiihren.

Die nachfolgende Tabelle zeigt einen Vergleich der Ubergangsenergien zwischen benach-
barter Eigenzustédnde: wg1 — ws mit,

n—1
Hg=ws Y |s)(s|. (5.47)
s=0

Wir fithren diesen Vergleich fiir eine Ubergangsenergie von wy — wo=7.735GHz durch.

Phasenqubithamiltonian ‘ n-Level-Qubit ‘ Aw/w

w1 — wo 7.735GHz 7.735GHz 0
wo — Wi 7.642GHz 7.642GHz 0
W3 — Wy 7.546GHz 7.549GHz 1074
Wy — ws 7.445GHz 7.456GHz 1073

Wie dieser Vergleich also aufzeigt scheint der effektive Hamiltonian H¢ zumindest fiir klei-
ne Energielevels n eine gute Naherung zu sein.

Fiir die Berechnung der in diesem Abschnitt vorgestellten Relaxationszeitkurven werden
wir dennoch die Eigenenergien aus der Numerik verwenden. Der n-Level-Qubit Hamilto-
nian Hg diente uns lediglich fiir die qualitative Analyse des Systems aus den vorangegan-
genen Abschnitten.

5.5.1. Relaxationszeitkurven in Abhdngigkeit von der Verstimmung

Wir berechnen im Folgenden die Relaxationzeiten des Flukuators T7 r unter dem Einfluss
eines Phasenqubits mit insgesamt fiinf Energielevels.

Wir erachten die Hinzunahme von fiinf Energielevels als verniinftig um eine Verbreite-
rung der Resonanzbreite o von etwa o ~4-5GHz zu erhalten.

Aufgrund der niedrigen Temperatur von 7" =35mK wéihlen wir den energetisch hochs-
ten Zustand |4, 1) als Anfangszustand. Siehe iiber den Einfluss des Anfangszustandes auf
die Relaxationszeitkurve Unterabschnitt 5.3.3

Wir erwarten fiir diesen Anfangszustand ein Auftreten von Resonanzen an den durch Glei-
chung;: gegebenen Verstimmungen. Durch die Uberlagerung dieser einzelnen Reso-
nanzen konnte dadurch das Bild einer groflen Resonanz entstehen.

Die dabei notwendigen hohen Mikrowellenintensitédten zur Antreibung des Fluktuators
erachten wir als Mechanismus zur Anregung hoherer Phasenqubitlevels auch bei Verstim-

mungen aulerhalb der Resonanzstelle dw = 0.

Abbildung zeigt die in Sekularer Ndherung berechnete Fluktuatorrelaxationszeit 11 r
als Funktion der Verstimmung dw fiir die zugrundeliegenden experimentellen Daten.

Wir stellen fest, dass die Breite o5 der einzelnen Resonanzen zu gering zu sein scheint um
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T1 g[ns]

— L 5w[GHZ]
-05 0.5

Abbildung 5.18.: Relaxationszeit T7 r des Fluktuators unter der Wechselwirkung eines
Phasenqubits mit insgesamt fiinf Energielevels als Funktion der Ver-
stimmung dw fiir den Anfangszustand |4,1). Parameter: w; =7.735Ghz,
v =23MHz, I'g =110ns, I'r =410ns und 7" =35mK.

durch eine Uberlagerung das Bild einer einzigen grofen Resonanz wie in Abbildung 5.1
(d) erscheinen zu lassen.

Wie in Abschnitt Gleichung: gezeigt wurde triagt zur einer Verbreiterung der
Resonanzen mafigeblich die Kopplungskonstante v bei.

Wir wollen dazu das Ausmaf} einer grofieren Kopplungskonstante v, als der im Experiment
ermittelten Kopplungskonstante veyp, abschétzen.

Dazu berechnen wir die Relaxationszeiten fiir die folgenden Kopplungskonstanten v =
Vexps 2Vexp, BVexp: 4Vexp- Das Ergebnis sehen wir in Abbildung [5.19}

Die einzelnen Farben gehoren dabei zu folgenden Kurven,
e blau: 71 p mit v = Vexp,
e rot: 11 p mit v = 2Vexyp,
e gelb: T p mit v = 3vexp,
e griin: 77 p mit v = 4veyp,
mit vexp=23MHz der experimentell bestimmten Kopplungskonstante.
Wir erkennen, dass mit zunehmender Kopplungskonstante v sich die einzelnen Resonanzen

zunehmend weniger voneinander unterscheiden lassen. Die gewéhlten Kopplungskonstan-
ten sind jedoch so grofi, dass wir dies nur als eine Demonstration ansehen kénnen.

Wir fassen damit zusammen, dass wir durch die Hinzunahme hoherer Energielevels des

Phasenqubits ein Auftreten weiterer Resonanzen bei dw < 0 erhalten. Das wiirde die star-
ke Asymmetrie der Relaxationszeitkurve zu negativen Verstimmungen hin erkléren. Die
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————— Sw[GHZz]

-05 0.5

Abbildung 5.19.: Relaxationszeit T7 r des Fluktuators unter der Wechselwirkung eines
Phasenqubits mit insgesamt fiinf Energielevels als Funktion der Verstim-
mung dw fiir den Anfangszustand |4, 7). blau: v = vegp; rot: ¥V = 2Vexp;
gelb: v = 3Vexp; griin: v = 4veyp,. Gemeinsame Parameter: wy =7.735Ghz,
I'g =110ns, I'r =410ns und 7" =35mK.

Breite o5 der einzelnen Resonanzen scheint jedoch zu gering zu sein, um das Bild einer
groflen Resonanz erscheinen zu lassen.

5.5.2. Relaxationszeitkurven in Abhangigkeit von der Temperatur

In Abschnitt|5.4.2|hatten wir das Relaxationsratenverhalten des Fluktuators T} }w als Funk-
tion der Temperatur T unter dem Einfluss eines 3-Level-Qubits fiir den Anféngszustand
12,71) studiert.

Wir hatten dabei gezeigt, dass wir an den Resonanzstellen dws eine Abweichung des Rela-

xationsratenverhaltens mit der Temperatur 7" im Vergleich zu der des Zwei-Niveau-Systems
erhalten. Siehe dazu Abbildung [5.15

Fiir die im Experiment vorliegende Verstimmung von dw =-0.5GHz bei einer Temperatur
von T' =35mK sehen wir jedoch keine Zunahme der Relaxationsrate, d.h. keine Wechselwir-
kung, siche Abbildung (d). Dennoch beobachten wir keinen fiir ein Zwei-Niveau-System
typischen Verlauf der Relaxationsrate mit der Temperatur T, siche Abbildung (a).
Der Grund konnte in der mikroskopischen Umgebung des Fluktuators zu suchen sein (kein
harmonisches Bad).

Wir vermuten jedoch, dass durch ansteigende Temperaturen 7' es zu einer resonanten
Wechselwirkung des Fluktuators mit héheren Energielevels des Phasenqubit kommt, siehe
Unterabschnitt iiber die thermische Aktivierung hoherer Resonanzen.

Diese Wechselwirkung sollte dann analog zu einer Verdnderung der Relaxationszeit als
Funktion der Temperatur T fithren. Insbesondere sollte diese Wechselwirkung zu einer Zu-
nahme der Relaxationsrate mit steigender Temperatur T fithren, da die Relaxationsrate
des Phasenqubits mit I'g =110ns grofler als die des Fluktuators ist: I'r =410ns. Siehe da-
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zu auch iiber den Einfluss der Verhéltnisse zwischen I'g und I'r auf die Relaxationsrate,

Abbildung

Wir wollen diesen Effekt im Folgenden fiir die zugrundeliegenden experimentellen Da-
ten iiberpriifen.

Dazu berechnen wir zunichst die Eigenenergien ws, respektive die Ubergangsenergien
wst1—ws zwischen den benachbarten Energiezustdnden des Phasenqubithamiltonians (|1.2))
fiir die im Experiment gew&hlte Verstimmung dw =-0.5GHz.

e w) —wp=8.235GHz
e wy — w1=8.156GHz
e w3 —wy=8.081GHz
e w4 — w3=7.919GHz
o w; —wy=7.833GHz
e wg — w5="7.745GHz
e w; —we=7.766GHz

Fiir eine resonante Wechselwirkung bei der Verstimmung ow =-0.5GHz zwischen dem Pha-
senqubit und dem Fluktuator mit der Eigenfrequenz wy =7.735GHz sollten wir demnach
die Ubergangsenergie wg — ws=7.745GHz in Betracht ziehen.

Fiir die Ubergangsenergie wg — ws="7.745GHz miissen wir also mindestens sieben Energie-
levels des Phasenqubits einbeziehen.

Da wir keine Zunahme der Relaxationsrate an der Verstimmung éw =-0.5GHz fiir die sehr
tiefe Temperatur von T' =35mK~ 10_1wf erhielten, sieche Abbildung |5.1| (d), sollte das
Phasenqubit bei Initialisierung des Fluktuators nicht iiber das fiinfte Energielevel hinaus
angeregt worden sein.

Den Anfangszustand des Phasenqubits kennen wir jedoch nicht. Die folgenden Rechnungen
stellen demnach Demonstrationen dar. Wir wéhlen die Anfangszusténde |4, 1), |3,1) sowie

0,1).

Der Anfangszustand |4, 1) stellt den energetisch hochsten Zustand dar, fiir den wir gerade
noch keine resonante Wechselwirkung zwischen Flukutator und Phasenqubit bei der Tem-
peratur 7" =35mK erwarten, siehe dazu Skizze

Alle energetisch dariiber liegenden Anfangszustinde ergeben resonante Wechselwirkung
fiir 6w =-0.5GHz und Temperatur 7' =35mK. Die anderen beiden Anfangszustéinde |3,7)
sowie |0,71) dienen als Vergleich.

Wir sehen die Ergebnisse in Abbildung

Die einzelnen Kurven sind:
e blaue Kurve: T p fiir den Anfangszustand: |4, 1)
e rote Kurve: T p fiir den Anfangszustand: |3, 1)

e gelbe Kurve: T} p fiir den Anfangszustand: |0, 1)
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Abbildung 5.20.: Levelstrukturen schematisch. links: Fluktuator mit Energieaufspaltung
wy; rechts: 7-Level Phasenqubit. Orangefarbener Punkt verdeutlicht den
Anfangszustand |4,1), den energetisch hoéchsten Zustand bei der noch
keine Wechselwirkung fiir 7' ~ 0 zu erwarten ist. Resonanter Ubergang
zwischen wy und wgs.

e blaue durchgezogene Linie: f(7T') = 410 - tanh (;—%)ns

Der rot schattierte Bereich zeigt das aus dem Experiment angegebene Sigmaintervall mit
g(t) = 410ns—aT™? und a = 4.96us & 0.71us.

Wie erwartet erhalten wir fiir die Anfangszusténde |4,1) und |3,1) aufgrund der thermi-
schen Anregung Abweichungen zu dem Verhalten des Zwei-Niveau-Systems (blaue Linie)
mit zunehmender Temperatur 7'. Hingegen ist die Fluktuatorrelaxationszeit 17 r fiir den
Anfangszustand |0, 1) gleich der Relaxationszeit des Fluktuators ohne Wechselwirkung mit
dem Phasenqubit. Die Temperaturen 7' < 1K sind zu gering um das Phasenqubit genii-
gend hoch anzuregen.

Wie diese Demonstration aufzeigt, erhalten wir qualitativ eine Abweichung der Fluktua-
torrelaxationsrate 71 r von der des Zwei-Niveau-Systems. Das Ausmaf} der Abweichung ist
jedoch zu gering um auch hier das experimentelle Resultat: Abbildung (a) quantitativ
wiederzugeben.
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Abbildung 5.21.: Relaxationszeit T r des Fluktuators unter der Wechselwirkung ei-

nes Phasenqubits mit insgesamt sieben Energielevels als Funktion der
Temperatur 7. blau: Anfangszustand |4, 1); rot: Anfangszustand |3,1);
gelb: Anfangszustand |0,1); blaue durchgezogene Linie: die Funktion
f(T) = 410 - tanh (54 )ns; rot schattierter Bereich: Sigmaintervall mit
g(t) = 410ns—aT? und a = 4.96us & 0.71us. Gemeinsame Parameter:
wy =7.735Ghz, v =23MHz, I'g =110ns und I'r =410ns.
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6. Quanten-Zeno-Effekt

Der Quanten-Zeno-Effekt ist ein rein quantenmechanischer Effekt der besagt, dass ein
quantenmechanisches System, dass stindig beobachtet wird, seinen Ausgangszustand nie
verlasst. Der Ausgangszustand wird sogar beliebig lange beibehalten, sofern das Zeitinter-
vall der Messungen hinreichend klein wird [43]. Tatséchlich wurde dieser Effekt auch schon
experimentell in Hyperfeiniibergingen des “Be™ nachgewiesen [44].

Eine weniger aufwendige Demonstration des Effektes lédsst sich auch mit polarisiertem Licht
realisieren. Dabei ldsst man linear polarisiertes Licht durch ein Medium (z.B. Zuckerwas-
ser) laufen welches seine Polarisationebene um einen bestimmten Wert je durchlaufener
Strecke dreht. Wihlt man die Strecke so, dass sie die Polarisationsebene des Lichts um
insgesamt 90° dreht und setzt dahinter einen Analysator welche nur Licht urspriinglicher
Polarisationsebene durchldsst, so kommt hinter dem Analysator kein Licht mehr an. Set-
zen wir aber nun n Analysatoren gleicher Polarisationsrichtung in den Strahlengang so
kann man zeigen, dass im Grenzfall n — oo, tatséchlich Licht hinter dem letzten Analy-
sator ankommt. Dabei wird bei jedem Durchgang des Lichts durch einen Analysator seine
Polarisationsebene auf die des Analysators projiziert. Im Teilchenbild wiirden wir jeden
Durchgang als Ja-Nein-Entscheidung iiber das Passieren des Analysators interpretieren,
der Analysator spielt hierbei die Rolle des Beobachters [45].

In unserem Modell des n-Level-Qubits gekoppelt an einen Fluktutator kénnen wir den
selben Effekt fiir die Ubergangsrate eines bestimmten Zustandes in einen anderen Zustand
sehen. Dabei tritt das Bad in die Rolle des Beobachters. Wie wir an einem Beispiel sehen
werden, kénnen wir den Effekt jedoch nicht in Sekularer Ndherung sehen. Insbesondere
tritt der Effekt umso stérker hervor umso mehr die Naherungsbedingung fiir die Sekulare
Niherung: AEg > T, 1, Tyt verletzt wird.

6.1. Quanten-Zeno-Effekt am Beispiel eines Spin 1/2 im
Magnetfeld

Betrachten wir einen Spin % in einem Magnetfeld B in z-Richtung dessen Ausgangszustand
soll der in x-Richtung vollsténdig polarisierte Zustand |¥(¢ = 0)) = |+), sein.

Im Folgenden benéstigen wir die Zeitentwicklung des Zustandes |+),,.

Der Hamiltonoperator setzt sich aus der Zeemanenergie der Aufspaltung der entarteten
Energiezustdnde zusammen,

1

Der Ausgangszustand des System schreibt sich in der Basis der Eigenzustédnde des o,
Operators wie folgt,

1
+), = ﬁ[lﬂﬁlﬂz]- (6.2b)

(6.2a)

T
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Wir erhalten damit fiir den Zustand des System zu einem spéteren Zeitpunkt,

1 1 1
U(t)) = —=[e 2Bl |4) 4 e27BE| ) . 6.3
[W(t)) \/5[ +) =) ] (6.3)
Fiihren wir zu einem Zeitpunkt 7 nach Einschalten des Magnetfeldes eine Messung in
x-Richtung durch so erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit den Zustand in seinem Aus-

gangszustand vorzufinden

Wi(r) = [{+], () (6.4a)
= cos2(%’yB7') (6.4b)
= % [1 + COS(QT)] , Q= vB. (6.4C)

Wir erhalten fiir die Wahrscheinlichkeit den Zustand nach n-Messungen im Zeitabstand 7
immernoch im Ausgangszustand |+), vorzufinden,

mcan)__{;[1+-aE(QTﬂ]n. (6.5)

Fiir Messzeitintervalle 7 die sehr klein gegeniiber der inversen Frequenz Q! sind, kénnen
wir den Ausdruck (6.5) noch wie folgt entwickeln

. Or)?
Wﬁmqﬁf$1—n(i). (6.6)

Fiir eine gegebene Zeit T' = nt erhalten wir somit die Wahrscheinlichkeit,
O%rT
4

Wir erkennen an diesem Ausdruck, dass die Wahrscheinlichkeit auch fiir grofie T' beliebig
nahe bei 1 liegt, sofern die Messzeitintervallgréfe 7 hinreichend klein ist. Dies ist der
Quantenmechanische-Zeno-Effekt.

W (T) =1 , Qr < 1. (6.7)

6.2. Quanten-Zeno-Effekt fiir ein dissipatives 2-Level-System

In [46] wurde der Fall eines 2-Level-Systems transversal gekoppelt an ein Bad diskutiert.
Der betrachtete Hamiltonoperator hierbei ist der uns aus schon Bekannte fiir den
“Einstellungswinkel” n = 5, was einer rein transversalen Ankopplung an das Bad ent-
spricht. Wir geben hier die wichtigsten Resulate wieder, da sie wesentlich fiir das Ver-
stdndnis des Quanten-Zeno-Effektes in unserem System sein werden. Wir betrachten also
folgenden Hamiltonoperator,

H = Hg+ Hgr+ Hg, (6.8a)
1 1
H = —§eaz — iazX + Hp. (6.8b)

Der entsprechende Redfield Tensor schreibt sich dabei wie folgt,

p11 ~War Wia 0 0 p11

pr| _ | War —Wi 0 0 P22 (6.9)
P12 0 0 dwor — 712 Via P12 '
D21 0 0 Y12 —iwo1 — Y72/ \pP21
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6.3. Quanten-Zeno-Effekt im n-Level-Qubit-Fluktuator System fiir die drei energetisch niedrigsten Zustian

Dabei verschwinden die Eintrége der Blockmatrizen, welche die Diagonalelemente mit den
Nebendiagonalelementen der Dichtematrix verkniipfen, aufgrund verschwindender Uber-
gangsmatrixelemente. Betrachtet man den Grenzfall wy; < Re[yi2] = Ty 1 g0 ist die
Anwendung der Sekularen N#herung nicht mehr giiltig. Man erhélt in diesem Fall eine
Kopplung der Nebendiagonalelemente untereinander.

Diese Nichtdiagonalelemente haben zur Konsequenz, dass eine Eigenmode existiert wel-
che sehr langsam in der Zeit zerfillt. Man erhélt aus dem charakteristisches Polynom der
unteren Blockmatrix folgende Eigenwerte

Mz = —Relya] £ /@3~ [y12]? (6.10)
mit (:521 = W21 — Im["}/lg].

Fiir den Fall eines reellen 719 erhélt man in den Limites

2
A = — 2k Ag = —2
A = 1 Mz 2 V12 . w21 K 712 (6.11)
Al = =712 F w1 A = —y12 — w1 Wa1 > V12

wir erhalten also fiir we; < 712 einen im Vergleich zum Anderen sehr kleinen Eigenwert,
der sogar mit zunehmender Relaxationsrate des Bades kleiner wird. Offensichtlich konver-
gieren die Eigenwerte im entgegengesetzten Limes zu den Figenwerten welche wir auch in
Sekularer Niherung bei vollstdndiger Entkopplung der Nichtdiagonalelemente bekommen
wiirden.

In gewissen Hinsicht kénnen wir hier also von dem Bad als Beobachter sprechen. Denn auch
hier wird der Zerfall umso stidrker gehemmt, desto stéirker die Relaxationsrate induziert
durch das Bad ist.

6.3. Quanten-Zeno-Effekt im n-Level-Qubit-Fluktuator System
fiir die drei energetisch niedrigsten Zustdande

Wie wir im vorangegangen Abschnitt gesehen haben trat der Effekt am stiarksten her-
vor, falls die Zusténde fast entartet sind. Wir erwarten deshalb, dass wir auch in unserem
System bei nahezu entarteten Zustéinden den Quanten-Zeno-Effekt sehen kénnen.

Wie wir im Folgenden noch sehen werden ist es auflerdem notwendig, dass nur eine der
beiden transversalen Kopplungen an die Bidder mitnehmen. Wir betrachten die drei ener-
getisch niedrigsten Energiezustdnde des n-Level-Qubit-Fluktuator Systems. Da wir zudem
verschwindende Temperaturen vorausetzen: T' = 0, konnen wir uns auf das 2-Level-Qubit-
Fluktuator System beschrinken.

Wir betrachten also folgenden Gesamthamiltonoperator,

H = Hg+ Hgg, (6.12&)
1 1 1
Hg = 0 ’0) <O’ + wo1 ‘1> <1‘ — ECUfTZ + ijvl + 5’1) D Ta, (6.12b)
1 ~
5 X
Hsp %51,#7 1,ts (6.12¢)
§52,thX2,t-

Wie bereits erwiahnt sollte der Effekt umso stérker sein desto grofler die Entartung der
Zusténde ist. Wir wiahlen die Verstimmung deswegen zu Null: dw = 0. Zudem betrachten
wir den Grenzfall FQT’F > 1.
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Die entsprechenden Energiediagramme des 2-Level-Qubit-Fluktuator Systems zeigt Abbil-
dung

1w produktzustandsbasis  Eigenzustandsbasis
1) 11—
1)— —G) [ot) %3="=’"

0})—— j0))—=

bw
— ) 11—
I14); @— —fof) ==
j0})=—— o)) —=

Abbildung 6.1.: Levelstrukturen des Fluktuator-2-Level-Qubit Systems fiir w = 0 und
T = 0. oben: Levelstrukturen mit eingezeichneten Ubergéingen nur mit
Ankopplung des Fluktuators an das Bad, und Anfangszustand |1, ]) oran-
gefarbener Punkt; unten: Levelstrukturen mit eingezeichneten Ubergéingen
nur mit Ankopplung des 2-Level-Qubits an das Bad, und Anfangszustand
|0, 1) orangefarbener Punkt. links: Darstellung in der Produktzustandsba-
sis; rechts: in der Eigenbasis.

Wir sehen in dieser Abbildung die Energiediagramme des 2-Level-Qubit-Fluktuator Sys-
tems fiir die beiden moglichen Realisierungen den Quanten-Zeno-Effekt beobachten zu
konnen.

Wir sehen oben das Energiediagramm bei der nur der Fluktuator eine Ankopplung an das
Bad besitzt, respektive unten bei der nur das 2-Level-Qubit eine Ankopplung aufweist. Der
Anfangszustand wird so gewéhlt, dass die Relaxation des Zustandes nur iiber den ener-
getisch &hnlichen Zwischenzustand in den Grundzustand |0,])) moglich ist. Dieser wird
jeweils vom Bad "beobachtet” und hindert fiir sehr grofie Relaxationsraten I'g r gegen-
iiber v, effektiv den Zerfall des Anfangszustandes.

Im Folgenden wollen wir diese doch recht physikalische Intuition auch mathematisch un-
termauern.
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6.3. Quanten-Zeno-Effekt im n-Level-Qubit-Fluktuator System fiir die drei energetisch niedrigsten Zustian

Wir suchen nach sehr kleinen Eigenwerten der Liouville Matrix. Die Liouville Matrix ist
fiir das 2-Level-Qubit-Fluktuator System eine 16 x 16 grofle Matrix. Wie wir in Abschnitt
gesehen haben, diirfen wir keine Sekulare Naherung verwenden.

Der groe Energieunterschied zwischen dem Grundzustand |0, ), respektive dem energe-
tisch hochsten Zustand |1,7), und den entarteten Zustéinden |1, /), |0,1), ermdglicht jedoch
eine Diagonalisierung von Blockmatrizen dhnlicher Energie im Sinne der Bohrfrequenzen:

Wm/m = Wn/n "

Ein Blick auf die Abbildung lasst folgende Blockmatrizen in Betracht ziehen,

Ut = {Li212, L1313, L2424, L3434}, (6.13a)
Uyt = {Lor21, L3131, Laza2, Laz a3}, (6.13b)
U§X2 = {523723,532732}. (6.130)

Dabei besitzen die beiden Diagonalelemente der 2 x 2 groflien Blockmatrix Us keine Ne-
bendiagonalelemente. Der Grund ist die rein transversale Kopplung , welche keine
Ubergangsmatrixelemente zwischen den hybridisierten Zustéinden besitzt.

Jedoch besteht, im Gegensatz zu den anderen Blockmatrizen Uy, Us, eine Kopplung zu der
Mastergleichung.

Wir erweitern die Blockmatrix Us zu Ué demnach wie folgt,

Ut = {Li212, L1313, L2424, L3434}, (6.14a)
Uyt = {L2121, L3131, Laza2, Laza3}, (6.14b)
U = { Lo Loz, L3333, Laaaa, L2 23, Laogo ). (6.14c)

Wir fassen dabei die Eintrdge der Diagonalelemente in den Mastergleichungen mit den
Bohrfrequenzen w;; = 0 auf. Da die Bohrfrequenzen mit ws3 = v, w3s = —v sehr klein sind
sollte diese Kopplung auch effektiv sein.

Wir berechnen im Folgenden die Eigenwerte der Blockmatrizen (6.14). Wir fithren die-

se Rechnung fiir eine Kopplung des Fluktuators an das Bad durch.
Wir wéhlen also die folgende Kopplung,

1
Hsp = §ﬂz,thX2,t- (6.15)

Die Blockmatrizen schreiben sich fiir diese Kopplung wie folgt,

iTe-iwr -y AT : 0
UAxa —4I'rF —41Tp —i(wy +3) 0 10
1 ST ST TV
(6.16)
Uy = UY, (6.17)
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—Tr 0 0 0 0 0
sTe —3p 0 0  —ip —iTp
1 1 1 1
: T 0 —3fp 0 —4T —iT

6x6" _ oL F 51 F 1+ F i1 F

Us 0 3Tp 3Tp 0  iTp ilp (6.18)
—%FF _iFF _iFF 0 —3Tp—iv 0
—Ilp =T —1irp 0 0 —3LF +iv

Dabei haben wir alle dissipativen Elemente als Funktion der Fluktuatorrate I' » mit der N&-
herung CH%, (wp) = CHRITY, (wia) = CRTY, (wig) = CRT, (war) = O, ()
ausgedriickt. Das ist eine sehr gute Néherung wegen ax,, < 1.

Alle Bohrfrequenzen nehmen wir hingegen exakt. Zum einen da sie nicht durch den Faktor
ax,, unterdriickt sind und zum anderen nétig sind um wichtige Terme in der Taylorrei-
henentwicklung der Eigenwerte nicht wegzunéhern.

Die Eigenwerte EW berechnen wir zu,

3 ~ 1, /Th 9
—qlr—i-wp—g\ o —v Tp—i-wy

3 . 1,/ _1 — .
—*PF—Z'Wf—i-Q TF_"UQ v<I'p 2FF LWy

O i L BT b (619)
—%FF—i'Wf+%\/%—U2 o g 1Z Wf“"o(ri;)
(—il P —i-wp =g\ —v
EWy, = EW,, (6.20)
0 0
—Tp Iy
_,I‘F 1
2 —=T
- 1 v 'R 2+ F
EWy, = _§FF2 — —%FF . (6.21)
1 r _
—3lr =+ -0 2 Tr P
| —30F + % v? —1 +O(g)

Wir erhalten also in jeder Blockmatrix einen gegeniiber den Anderen sehr kleinen Eigen-

wert,
2
v
Iy = —— 6.22
I T’ ( a)
02
r = —— —1- .22b
11 ar, L en (6.22b)
L o= T, (6.22¢)

mit der typischen Eigenschaft umso langsamer zu sein umso stéarker die Relaxationsrate
I'r induziert durch das Bad ist - Quanten-Zeno-Effekt.
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7. Schlusswort

Gegenstand dieser Diplomarbeit war die Untersuchung der Relaxationseigenschaften eines
hochfrequenten Fluktuators unter der Wechselwirkung mit einem Phasenqubit.

Der Ausgangspunkt zur Beschreibung des Problems stellte der in Kapitel [2] eingefiihrte
Bloch Redfield Formalismus dar, ein Formalismus auf der Grundlage der fundamentalen
Schrodingergleichung zur Beschreibung offener Systeme mit schwachem, kurzkorreliertem
Rauschen.

In Kapitel |3| hatten wir dann die das System charakterisierenden Hamiltonians sowie de-
ren Ankopplung an die Bader diskutiert. Wir hatten einen effektiven Hamiltonian Hg
zur Beschreibung des Phasenqubits eingefiihrt, welcher fiir kleine Levelanzahlen in guter
Ubereinstimmung mit den Eigenenergien des Phasenqubithamiltonians ist. Als Kopplung
zwischen Fluktuator und Phasenqubit hatten wir eine rein transversale Wechselwirkung
angenommen. Eine endliche transversale Kopplung ist in experimenteller Hinsicht bereits
mehrfach gut bestéitigt, so beschreibt eine solche Kopplung beispielsweise die Aufspaltung
der Anregungsenergien an den Resonanzstellen zwischen Qubit und Fluktuator.

Ausgehend vom Spezialfall eines Fluktuators unter der Wechselwirkung mit einem 3-Level-
Qubit, hatten wir dann das Relaxationszeitverhalten des Fluktuators in Abhéngigkeit von
der Verstimmung dw fiir das allgemeine Mehr-Niveau-Phasenqubit untersucht. Das Zu-
standekommen der Resonanzen in der Relaxationszeitkurve liel sich dabei auf resonante
Ubergiinge des Fluktuators mit der Eigenfrequenz wy und hoherer Energieiibergéinge im
Phasenqubit ws — ws_1 zuriickfithren. Aufgrund der Anharmonizitit des Potentials treten
diese dann bei negativen Verstimmungen auf.

Ein Vergleich der numerischen Berechnungen der Relaxationsrate des Fluktuators unter
dem Einfluss eines Phasenqubits mit den Experimenten aus Ref.: [32] zeigte, dass qualita-
tiv eine VergroBerung der Resonanzbreite durch eine Uberlagerung einzelner Resonanzen
zustande kommen kénnte. Fiir die zugrundeliegenden experimentellen Parameter war je-
doch noch deutlich der Unterschied einzelner Resonanzen zu sehen, um das Bild einer
groflen Resonanz entstehen zu lassen.

Eine Analyse des Temperaturverhaltens der Relaxationszeitkurven des Fluktuators ergab,
dass wir unter Einbeziehung hoherer Energielevels n > 3 des Phasenqubits eine Abwei-
chung der Relaxationszeit im Vergleich zu der wohlbekannten Beziehung 77" L' coth (%)
des Zwei-Niveau-Systems bekommen. Da im Experiment keine Abnahme der Relaxati-
onszeit bei der Verstimmung dw =-0.5GHz fiir T" =35mK festzustellen ist, erachten wir
eine Anregung hoherer Energielevels des Phasenqubits mit zunehmender Temperatur T
fiir einen moéglichen Mechanismus fiir das abweichende Verhalten der Relaxationsrate als
Funktion der Temperatur.

Die Arbeit schloss mit der Betrachtung des Quanten-Zeno-Effektes fiir die drei energetisch
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niedrigsten Zustédnde in unserem System ab. Wir konnten zeigen, dass fiir den Resonanz-
fall die Relaxationsrate eines der beiden energetisch hoheren Zustdnde mit zunehmender
Ubergangsrate des Bades sogar gehemmt wird. Die Relaxation in den Grundzustand war
dabei nur iiber den energetisch gleichwertigen Zustand moéglich, welcher sténdig durch das
Bad “beobachtet” wird.
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A. Anhang

Fiir die folgenden Darstellungen von Fermis Goldener Regel, den Eigenschaften der Gleich-
gewichtskorrelationsfunktionen, der Linearen Responsetheorie, sowie dem Fluktuations-
Dissipations-Theorem gibt es sicherlich sehr viele und gute Darstellungen, wir haben die
folgenden Literaturen verwendet:

e Statistical Physics, L.E.Reichl [47]
e Electronic noise and fluctuations in solids, Sh.Kogan [4§]

e Quantenmechanik II, F.Schwabl [49]

A.1. Fermis Goldene Regel

Wie in Kapitel 2| bereits erwiihnt wurde erhalten wir im Bloch Redfield Formalismus genau
die gleichen Ubergangsraten wie man sie auch mittels der Goldenen Regel berechnen kann.
Das wollen wir hier zeigen.

Dazu betrachten wir nocheinmal den uns schon bekannten Hamiltonoperator

H=Hg+ Hpr+ Hgsp (A.1)
e Hg: Hamiltonoperator des Systems
o Hp: Hamiltonoperator der Umgebung
e Hgp: Wechselwirkungsoperator zwischen System und Umgebung

Beschrianken wir uns, wie schon im Bloch Redfield Formalismus, auf eine lineare Kopplung
zwischen System und Umgebung, und fassen den Wechselwirkungsterm Hgpr als kleine
Storung auf so kénnen wir ((A.1]) schreiben als

H=Hy+s X (A.2)

Wir fithren die Rechnungen zun#chst im Wechselwirkungsbild durch, die Transformations-
vorschriften fiir beliebige Zustdnde und Operatoren lauten

\{/?(t)> = Uo®)' [ (1)) = Uo(&)TU () [4(0)) (A.3a)
=W (t)
A) = Us®)TA®) U (1) (A.3D)
mit
Up(t) = e iHot (A.4a)
Uty = et (A.4b)
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Wegen der Nichtvertauschbarkeit von Hy und Hrgs = s - X verwenden wir die allgemeine
Bestimmungsgleichung fiir W (t)

iW(t) = Hsr(t)W(t) (A.5a)
wO) = 1 (A.5b)

oder Integralform bis einschliefllich 2ter Ordnung

t t t/

W(t) = W()—i [dt'Hsg(t') — [dt' [dt"Hsp(t)Hsr(t") + O(HZg) (A.6a)
st Joe|
wo) = 1 (A.6Db)

Wir sind an den Ubergangswahrscheinlichkeiten interessiert, um diese zu erhalten be-
rechnen wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Eigenzustand von Hy |a) =
lag) ® |ar) zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einen Eigenzustand |b) = |bg) ® |bgr) zum Zeitpunkt ¢
gestreut wird.

Pu(®) =10 U®) |a) 2B 0 W (1) 02 (A7)

Mit (A.6) erhalten wir fiir das Matrixelement
t t t/
OIW (o)) = b a) ~i [dp] Hsutha) ~ [de [d'0] Hsn(t)Hse(tla)  (A5)
0 0 0

mit

(bl Hsr(ta) = (b5() XA )Na) = " sy, (br| X(¢') |ar) (A.9a)
v = Ey—E, (A.9b)
Sta = (bs|slag) (A.9c)

Wir interessieren uns genauer gesagt fiir spezifische Uberginge in Hg: |ag) — |bs) Wir
summieren deswegen iiber alle Badendzusténde |bg) und nehmen als Ausgangszustand fiir
lar) eine thermische Verteilung an. Nehmen wir weiterhin an, dass die Wechselwirkung zum
Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wird so faktorisiert die Gesamtdichtematrix in Dichtematrix
des Systems und Bads

Ry = %e*HTR Z = Trple 7] (A.10a)
X(0) = p(O)Rs (A.10b)

Wir berechnen damit die Ubergangswahrscheinlichkeit von Zustand |ag) in |bg) mit (A.7)),
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A.1. Fermis Goldene Regel

(A-8), (A.92) in 1 Ordnung zu
t
,E;)_ﬂ,s =>"> {ar|Rolar) ( /t/ “nat’ sy, (bp| X (t )\GR>)
0

br ar
t o aay
-(—z’/dt” it <bRX(t”)aR>>
0

d" ) (ap| X(t") [br) (br| X (t') |ar) >

7 N\
QU
A
o\“

(A.12)

t

t
P00 = X Canl Rolan) s P (ot fatreont® = o) X)X (0) o) )
0

aR 0
(A.13)
t t
Pé;)_)bs (t) :| Sab |2 </dt/ /dtlleiwba(t/_t//) <)}(t//))’z(tl)>R0) (A14)
0 0

dabei haben wir im letzten Schritt den Mittelwert des Badkorrelators im thermischen
Gleichgewicht definiert durch

(X" X)) Ry := Y (ar| Rolar) (ar| X(t")X(¥') ar) (A.15)

aRr

Unter Verwendung der Fouriertransformation des Badkorrelators
Cxx(w /dTe_ZwT<X > (A.16)

und Ausniitzung der Eigenschaft, dass der thermische Gleichgewichtskorrelator nur von
der relativen Zeitdifferenz abhéingt konnen wir (A.14]) schreiben als

T dw sin (£=wab¢) 2
Pé;LbS(t) =| sap ° o - Oxx(w )(5;117)) (A.17)

—00

Ist Cxx(w) hinreichend glatt in einer Umgebung um wy,, dann kann der oszillierende
Integrand in (A.17) durch eine 6 Funktion um w = wg, angendhert werden wir erhalten
damit

P o (8) = sap [ Coxx(wan)t (A.18)

Wir konnen damit die Ubergangsrate definieren durch P(SLbS( ) := Wgp - t und erhalten
aus (A.T5)

Wap = $ab |* Cxx (wWap) (A.19)
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und erhalten damit das gleiche Ergebnis fiir die Ubergangsraten wie wir sie in Bloch
Redfield Naherung aus Kapitel [2 schon erhalten hatten.
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A.2. Wichtige Eigenschaften von Gleichgewichtskorrelationsfunktionen

A.2. Wichtige Eigenschaften von
Gleichgewichtskorrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt mochten wir die wesentlichen Eigenschaften von Gleichgewichtskor-
relationsfunktionen herleiten. Diese sind gleichzeitig von hohem praktischen Nutzen, ins-
besondere erweist sich das Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT) sowie die Kramers-
Kronig-Relationen als sehr niitzlich fiir die Bestimmung der gesamten Badkorrelationsfunk-
tionen, die wie wir gesehen haben in Bloch Redfield Naherung ausreichend Information
iiber das Bad liefern, siehe dazu wieder Kapitel 2| Fiir die Folgenden

A.2.1. Definitionen
Eine Korrelationsfunktion C von zwei Obervablen A und B ist definiert durch:

Cap(t,t') = (A@)B(t)) (A.20a)

(...) == Trlp..] (A.20Db)

Dabei sind A(t) und B(t') die entsprechenden Operatoren im Heisenbergbild, p die Dich-

tematrix, wir setzen einen zeitunabhéingigen Hamiltonoperator Hy fiir das Gleichgewichts-
system voraus.

A(t) = ¢Holt=to) ge=iHo(t—to) (A.21a)

B(t') = eHot'=t) pemilo(t’=to) (A.21b)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ¢ = 0. Da wir uns fiir Gleichgewichts-
korrelationsfunktionen, im weiteren Vorgehen interessieren setzen wir zusétzlich voraus

[Ho,pl = 0 (A.22a)
1 _H _Hy
p = e T Z =Trle T ] (A.22D)

dabei konnen wir uns 0.B.d.A. auf ein kanonisches Ensemble beschranken.

A.2.2. Wichtige Eigenschaften
Fluktuationen und statistische Interpretation

Es geniigt wie wir im folgenden sehen, dass wir uns auf die Korrelationen der Fluktuatio-
nen um einen zeitunabhéngigen Mittelwert konzentrieren, wir kénnen némlich fiir unsere
Observablen schreiben:

A(t) = (A)+5A(t) (0A(t)) =0 (A.23a)
B(t) = (B)+B(t) (§B(t)) =0 (A.23b)
Setzen wir diese Darstellung in ein so erhalten
Cap(t,t') = (A@t)B(t")) = (({(A) + A(t)) - ((B) + 6B(t")))

63 0+ (SAW)(B)) + (GBI)(AY) + ((A)(B))  (A24)
SB(Y)) + (4)(B)

= (3A(t

)
= (0A(t)
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dabei haben wir in der letzten Zeile ausgeniitzt, dass die Fluktationen im Mittel verschwin-
den. Wir stellen fest, dass die Korrelationsfunktionen der Oberservablen A(t) und B(t)
sich von denen der Fluktuationen §A(t) und § B(¢') nur um eine im folgenden vernachlis-
sighare Konstante (A)(B) unterscheiden.

Schauen wir uns etwas genauer an so sehen wir, dass fiir t = ¢’ und A = B die Kor-
relationsfunktion C(t,t) nichts anderes als die Varianz der statistischen Grofie A darstellt:
Caa(t,t) = (6A(1)?).

Fiir physikalisch sinnvolle Systeme zerfallen die Korrelationsfunktionen, falls |t — /| — co.
Sei beispielsweise zum Zeitpunkt ¢ = ¢; die Fluktuation der Observable A durch §A(t1)
gegeben, falls nun eine Korrelation zwischen den Fluktuationen besteht, wird die Fluktua-
tion der Observable B zum Zeitpunkt ' = t5 mit t2 = 1 + ¢, £ < 1: 0B(t2) nicht sehr
viel von der Fluktuation 0A(t;) abweichen, und sicherlich mit hoher Wahrscheinlichkeit
das selbe Vorzeichen besitzen, was uns im Ensemblemittel einen endlichen Wert fiir Csp
liefert. Fiir geniigend lange Zeitdifferenzen bekommen jedoch auch Fluktuationen anderen
Vorzeichens an statistischem Gewicht bis schliellich beide Vorzeichen mit gleichem Anteil

vorkommen, was letztlich Cyp(t; — tg)mo erzwingt, man spricht auch vom Zerfall

der Korrelationen.

Zeittranslationsinvarianz

Wir konnen fiir Gleichgewichtskorrelationen sehr einfach zeigen, dass sie nur von der rela-
tiven Zeitdifferenz t; — to der beiden Obervablen abhingen.
Cap(t,t') = (A(t)B(t'))
—Tr [peiHotAe—iHoteiHot’Be—z’Hot’]
o (A.25)
2 Tr[,oe’ o(t=t") gp—iHol(t t)B]

= Cyp(t—1',0)

Wichtige Relationen

Wegen der der i.A. zu beachtenden Nichtvertauschbarkeit von Operatoren in der Quan-
tenmechanik, erweisen sich zwei weitere Definitionen als niitzlich

Cip(t) = (AW)B(0)) (A.26a)
Ciplt) = (BO)A() (A.26b)
Dabei gibt = die Reihenfolge der Operatoren A und B an, das Subscript 4p hingegen die

zeitliche Reihenfolge.
Die Fouriertransformation ist gegeben durch:

o

C3p(w) = / dte ™ 05 5(t) (A.27)

—0o0

Als néichstes schieben wir die Vollstéandigkeitsrelation ) |n) (n| = 1 der Eigenzusténde von
n
Hy
Ho [n) = n In) (A.28)
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ein, und erhalten die Spektraldarstellung von (A.27))

Ciplw) = 2777 e T (n| Alm) (m| B|n) 6(w — wn + wm) (A.29a)
Ciplw) = 2% Ze_an (n| BIm) (m| An) d(w — wm + wy) (A.29D)

dabei haben wir folgende Beziehung beniitzt: 2r6(w — a) = [ dte”*“'e™. Anhand dieser

Spektraldarstellung kénnen wir 2 wichtige Relationen ableiten

CEB(_W) = CEA(W) (A.30a)
Ciplw) = Cipwe (A.30b)

Sle

Die erste Beziechung ergibt sich durch Ausniitzen der Eigenschaft é(w — a) =
0(a — w). Die zweite (A.30b)) erhédlt man indem man in n mit m vertauscht und
die 6 Funktion verwendet.

Mit Hilfe der beiden so gefundenen Relationen kénnen wir eine weitere wichtige Relation
zwischen Gleichgewichtskorrelationenkorrelationsfunktionen herleiten

NlE

O 4(~w) = Caw)e (A.31)
Diese Relation besagt, dass Anregungen im Vergleich zu Abregungen in einem System,
induziert durch ein Bad welches den effektiven Freiheitsgrad A besitzt (z.B.: kann A die
Summe aus einzelnen Freiheitsgraden sein die an einen Freiheitsgrad des Systems ankoppelt
zitieren), exponentiell geddmpft sind.

Die Beziehung ist auch unter dem Begriff des "detaillierten Gleichgewichts” bekannt.
Sie erzwingt in der allgemeinen Struktur der Pauli Mastergleichungen

pn = Z(Wn’npn’_wnn’pn) (A32a)

n/

Wi o< Ch4(wn — wpr) (A.32b)

, dass die Besetzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Eigenzustdnde des Systems p,
sich im thermischen Gleichgewicht auch aufgrund der Ubergangswahrscheinlichkeiten W,/
nicht mehr dndern, d.h. stationér sind.

Definieren wir noch die symmetrisierte S(w) und antisymmetrisierte Korrelationsfunktion
S(w) durch

Sw) = 3(Cia) + Cia(~w) (A.332)
Alw) = %(CEA(w)—CjA(—w)) (A.33b)

verwenden wir Gleichung (A.31) so erhalten wir eine wichtige Beziehung zwischen der
symmetrisierten und antisymmetrisierten Korrelationsfunktion:

S(w) = A(w)coth<2°"T> (A.34)
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Laplacetransformation der Badkorrelationsfunktion

Wir leiten hier die eine Beziehung zwischen dem Realteil der Laplacetransformierten und
der Fouriertransformierten der Badkorrelationsfunktion her,

T , 17
Re[ / dtel-o e Oy (t”)} : / dt'e el C o (#), o 04 (A35)
Beweis:
dt’ (—o—tweq)t” moo_ 1 (—o—iweq)t" dw iwt”’
t'e ¢ CXin(t) = dt'e ¢ 27TCXX( )
0 0 —00
dw i
_ B A.
27 2 Cxix (@ )w—wcd—l—ia (A.36)
T dw dw Cx;x;(
= [ 50xx, ()0 — wea +2P/27T "
1 dw Cx,x; (w)
= - . P _
QCXlXJ( = Wed) +1 /27T W— Weg

—0o0

dabei haben wir im letzten Schritt folgende Identitét beniitzt,

: 1 1 .
élg%)oz i P(a) +imd(w), (A.37)

mit P dem Cauchschy Hauptwert.

A.2.3. Lineare Responsetheorie

In der linearen Responsetheorie ist man an der dynamischen Suszeptibilitdt interessiert,
welche einen linearen Zusammenhang zwischen einer von auflen angelegten hinreichend
schwachen Kraft und der Response auf diese Abweichung herstellt. Hier wird eine kurze
Ableitung der dynamischen Suszeptibilitdt gegeben, die fiir die weitere Diskussion von In-
teresse ist.

Wir nehmen ein System an welches sich bis zum Zeitpunkt tg = 0 im thermischen Gleich-
gewicht befunden hat. Fiir Zeiten ty > 0 greife eine duflere Kraft F(t) am System an,
welche an eine physikalische Grofie S des System ankoppelt und eine Energieverschiebung
verursacht beschrieben durch eine Stérung —F(¢)S im Hamiltonoperator.

H(t) = Ho 6 <0 (A.38)
Hy—F(t)S ,t>0 '

so konnte F(t) zum Beispiel ein Magnetfeld B sein welches an eine Magnetisierung M

ankoppelt.
Wir fithren die Rechnungen im Wechselwirkungsbild durch, dies ermdoglicht uns gezielt
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Néherungen in der Storung —F'(t)S anzusetzen.
Die Transformationsvorschriften seien hier nocheinmal kurz angegeben,

[0(0) = ) (A.39a)

At) = Mot A(t)e ol (A.39D)
fiir beliebige Zustandsvektoren [¢(¢)) und Operatoren A(t) im Schrodingerbild.

Damit erhalten wir die Liouville Gleichung im Wechselwirkungsbild:

) = P08, 50 (A.400)
p(0) = ro (A.40b)
po = %e_% Z:Tr[e_%] (A.40c)

Wie Eingangs erwdhnt sind wir an der Antwort des Systems interessiert, dazu berechnen
wir formal den Erwartungswert einer beliebigen Observable O des Systems

(O(t)) = Tr[p(t)O(t)] (A.41)
Dabei beniitzen wir die Tatsache, dass Erwartungswerte von Observablen in allen Bildern
(Schrodinger-, Heisenberg-, Wechselwirkungsbild) aufgrund er Unitaritét des Zeitentwick-
lungsoperators zum gleichem Ergebnis fithren.
Wir berechnen storungstheoretisch um die dynamische Suszeptibilitéit zu erhalten.
Dazu integrieren wir formal und 16sen durch Iteration wobei wir nur eine Iteration
durchfiihren, dass Ergebnis lautet

t

) =+ [ F@)SE). 0 (A.42)
0
Setzen wir in ein so erhalten wir
<O(t)>(1) = Tr[poO(t)] —l—i/dt’TT{po[é(t), F(t’)S(t’)]} (A.43a)
0

Dabei haben wir die zyklische Invarianz der Spur beniitzt.
Fiir die Abweichung (AO(t)) vom Mittelwert T7[poO(t)] = (O(t))®) erhalten wir damit,
wenn wir zusédtzlich noch tg = 0 — —oo gehen lassen

(AO(t)) = / dt'x(t, ) F (') (A.44a)
X(t, ") = i Tr{po[O(t),S(t)]}O(t —t') (A.44D)

Wir haben damit die dynamische Suszeptibilitéit y erhalten, welchen einen linearen Zusam-
menhang zwischen der Antwort des Systems auf eine von auflen angelegte Kraft beschreibt,
Gleichung ist auch unter der Namen "Kubo-Formel” bekannt.
Setzen wir zeitliche Translationsvarianz vorraus, die wie wir spéter sehen, sicherlich gege-
ben ist, so kénnen wir Fouriertransformieren und erhalten mit Hilfe des Faltungs-
theorems

(AO(W)) = x(@)F(w) (A.45)
Sie besagt, dass eine Kraft gegebener Frequenz w eine Antwort des Systems bei gleicher
Frequenz liefert.
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A.2.4. Fluktuations-Dissipations-Theorem

In diesem Abschnitt leiten wir das Fluktuations-Dissipations-Theorem kurz her. Dieses
Theorem stellt einen Zusammenhang zwischen der linearen Responsefunktion und den
Gleichgewichtsfluktuationen her, damiteingehend ist es auch in experimenteller Hinsicht
von grofler Bedeutung, da es Aufschluss iiber die Badkorrelationsfunktionen eines Systems
gibt, die wie wir im Bloch Redfield Formalimus gesehen haben wichtige Information iiber
die an das System koppelnde Umgebung liefern [2]

Im folgenden versuchen wir die dynamische Suszeptibilitéit im Fourierraum weiter zu ana-
lysieren.

Dazu schieben wir zunéchst die Vollstiandigkeitsrelation der Eigenzusténde Hy [n) = wy, [n)
in den Ausdruck fiir die Suszeptibilitét ein und erhalten,

cOrle ot N | |
x(t—t) = Z@(tzt) Z eT{ (n] O |m) (m| S |n) i wn—wm)(t—t')
- (A.46)
— (n| S |m) (m| O |n) e~ &n—wm)(t=t)

Wir Fouriertransformieren den so gewonnen Ausdruck, und verwenden dabei die Bezie-

hungen:
/dT@(T)e_W_W = 1 (A.47a)
1+ iw
. —1 1
lim — = —iP () + 7 (w) (A.47D)
n—0w — in w

damit ergibt sich fiir den Imaginérteil von x(w)

tfx(w)] = 5 3 = { (10 lm) (] 5 1) e = 0, + )

(A.48)
—(n|S|m) (m| O |n)é(w + w, — wm)}
Ein Vergleich mit (A.29a) und (A.29b)) zeigt
1 (A305) 1 _w
()] = 5 (CEs(®) ~ Cip(®)) (305 SCipl) (1 7) (A.49)

Wir haben damit einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem Imaginérteil der Respon-
sefunktion Imy(w) und den Fluktuationen im Gleichgewicht, beschrieben durch die Korre-
lationsfunktion C'; 5(w), hergeleitet. Betrachten wir den Fall A = B so sehen wir weiters,
dass Im[x] = A(w), d.h. Im[x] genau unsere zuvor in definierte antisymmetrisierte
Korrelationsfunktion ist. Wir kénnen also fiir auch schreiben

Sw) = Im[x(w)}coth(%) (A.50a)

Alw) = Im[x(w)] (A.50D)

Auch diese Form findet man oft in der Literatur, und ist allgemein unter dem Namen
Fluktuations-Dissipations-Theorem bekannt.
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A.2. Wichtige Eigenschaften von Gleichgewichtskorrelationsfunktionen

Diese Theorem ist von groflem Nutzen, da es die experimentell bestimmbare Response-
funktion in Zusammenhang mit den Gleichgewichtskorrelationsfunktionen bringt, welche
fir die Beschreibung von physikalischen Systemen oftmals hinreichend Information tiber
das Bad liefert, siche dazu auch Kapitel

A.2.5. Eigenschaften der Losung der Bloch Redfield Gleichungen

Wir zeigen hier einige wichtige FEigenschaften iiber die Struktur der Eigenwerte der Mas-
tergleichung der Bloch Redfield Gleichungen.

e Es existiert ein Eigenwert A\g mit A\g = 0 wessen zugehoriger normierter Eigenvektor
gleich dem Gleichgewichtszustand ist.

Beweis:

In Sekularer Ndherung hatten wir erreicht, dass alle Diagonalelemente von allen Nichtdia-
gonalelementen der Dichtematrix des Systems enkoppelt sind, weiterhin hatten wir Mas-
tergleichungen fiir unsere Diagonalelemente erhalten, welche die Gesamtwahrscheinlichkeit
erhalten . Daraus folgt, dass eine Gleichung des Redfield Tensors linear abhingig von
den Anderen ist. Dies hat zur Folge, dass die Determinate der selbigen verschwindet. Aus
dem Verschwinden der Determinante folgt sofort, dass es einen Eigenwert X' geben muss
der Null ist (det[Lpym nn] = [1; Mi)-

Der zugehorige Eigenvektor V' = U, stellt bei entsprechender Normierung N den statio-
nédren Zustand 700 des Systems dar, den

7 o= 7 (A.51a)
0 = L7 (A.51b)
LY = N (A.51c)
LY = 0 (A.51d)

Hieraus folgt sofort 700 = %7’ . Wir halten damit fest, dass wir fiir jeden stationéren
Zustand einen Eigenwert gibt der Null ist (fiir nichtentartete Eigenwerte).

e Fiir die Realteile der Eigenwerte der Mastergleichung gilt: Re[\;] < 0 fiir alle 1.
Beweis:
Mit Hilfe der nach seinem Begriinder Semjon Aranowitsch Gerschgorin eingefithrten Gerschgorin-

Kreise konnen wir eine Abschéitzung iiber die Eigenwerte einer allgemein komplexen, qua-
dratischen Matrix A € C™*" machen [50]. Diese sind allgemein wie folgt definiert

S; = Si<au‘, Z ]aij|> 1€1,...,n (A52)

j=1,#i

Sj: = Sj(Cij, Z |aij]> t1el,..,n (A53)

i=1,i#j
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Mit S(z,r) dem Kreis in der komplexen Ebene mit Mittelpunkt z und Radius r. Das Theo-
rem besagt nun, dass das Spektrum der Eigenwerte der Matrix A in der Vereinigungsmenge
der jeweils n Gerschgorin-Kreise liegt

Spektrum von A € U S; (A.54)
J

Mit der aus ([2.36)) bereits bekannten Beziehung

> Ry =0 (A.55)

welche die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit zum Ausdruck bringt, kénnen wir sehr einfach
zeigen, dass die Abschétzung mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise iiber die Spalten S; zeigt,
dass der Realteil der Eigenwerte der Mastergleichungen (fiir alle Temperaturen 7) kleiner
gleich Null sein muss Re[)\;] < 0. Fiir die Eigenwerte der Nebendiagonalelemente sind
hingegen die Eintrédge die entsprechenden Eintrdge der Liouville-Matrix deren Realteil
genauso kleiner gleich Null ist Re[Lmmim] = Re[—Ymim] < 0 mit m’ # m. Wir werden
dies explizit im ndchsten Abschnitt iiber die Dephasierungsraten zeigen.
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