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Kapitel 1

Motivation und Aufbau der Arbeit

Die Entdeckung [1] der ersten Keramiken, die schon bei der Temperatur des fliissigen
Stickstoffs supraleitend werden, fiihrte zu einer weiten theoretischen wie experimentellen
Diskussion iiber das Verstandnis dieser Materialien. Auch deren technischer Erfolg von
Kernspintomographen bis Beschleunigerringen sorgte dafiir, dass sich ein grofie Zahl von
Autoren mit ihnen befassten. Dabei versuchte man, die erfolgreiche Beschreibung klas-
sischer Phaseniiberginge anzuwenden. Diese wurden erstmals systematisch von Van der
Waals in einer Molekularfeldnahrung fiir den Ubergang von einer Fliissigkeit zum Gas un-
tersucht [2]. Die Generalisierung auf andere Phaseniibergénge fiihrte zur Landautheorie,
bei der ein Ordnungsparameter in der einen Phase verschwindet, wéahrend er in der anderen
einen endlichen Wert annimmt. Durch diese Theorie priagten sich die Begriffe der Univer-
salitat und der spontanen Symmetriebrechung, die sowohl auf die statistische als auch auf
die Teilchenphysik einen grofien Einfluss austibten. Auch konnte durch sie die Supraleitung
bei niedrigen Temperaturen verstanden werden. Dabei wurde ein neuer, supraleitender
Zustand mit neuen Quasiteilchen, den Cooperpaaren, in die Theorie eingefiihrt.

Mit der Entwicklung der quantenmechanischen Vielteilchentheorie kam die Frage auf,
ob diese die Phasentiibergdnge beeinflusst. Dies fithrte zu der Theorie der Quantenpha-
sentibergange. Nach dieser kann das Wechselspiel zwischen zwei Grundzustanden Phasen
hervorrufen, die vollkommen neue Eigenschaften haben. Am Anfang des zweiten Kapitels
werden wir daher erldutern, wie Experimente einen solchen versteckten Phasentibergang
plausibel machen, der fiir die Entstehung von Supraleitung in den Kupraten verantwortlich
sein konnte. Diesem Erklarungsansatz steht die Idee eines klassischen Phasentibergangs mit
dekoharenten Cooperpaaren gegeniiber, die hier aber nicht verfolgt werden soll. Wir wer-
den beschreiben, dass die Hochtemperatursupraleitung durch das Wechselspiel zwischen
dem Fermifliissigkeitsverhalten und neuartigen Phasen erklart werden konnte, den soge-
nannten Flussphasen. Solche Phasen wurden erstmals von I. Affleck 1988 [3] vorgeschla-
gen. Diese brachen jedoch die Translationsinvarianz und wurden somit wieder verworfen.
C. M. Varma [4] zeigte allerdings vor kurzem, dass auch Strommuster existieren, die die
Translationsinvarianz nicht brechen. Ziel dieser Arbeit ist es, diese systematischer abzu-
leiten. Die folgenden Abschnitte des zweiten Kapitels widmen sich dann der Modellierung



der Hochtemperatursupraleiter. Es wird dabei, ausgehend von Strukturanalysen und Band-
strukturrechnungen, das Drei-Band-Hubbard-Modell [5] entwickelt. Dieses Modell enthélt
eine starke Wechselwirkung U auf den Kupferorbitalen, die zu starken Korrelationen fiihrt.

Um diesem Korrelationsproblem gerecht zu werden, sollen im folgenden dritten Kapitel
Methoden entwickelt werden, mit denen wir Einteilchen-Aussagen iiber Besetzungszahlen
und mikroskopische Strome treffen konnen. Damit wollen wir nach neuen Grundzustianden
mit endlichen Stromen suchen. Dazu werden wir eine unitdre Transformation herleiten,
mit der die Aufteilung des Systems in zwei Hubbardbander moglich ist. Durch die Betrach-
tung des niederenergetischsten Bandes konnen so die grolen lokalen Wechselwirkungen, die
bisher eine Molekularfeldnéherung verhinderten, eliminiert werden. Die mathematischen
Probleme, die sich mit der Einschrankung auf das untere Hubbardband ergeben, kénnen
dann durch die Einfithrung neuer Teilchen, den Hilfsfermionen und -bosonen, wesentlich
vereinfacht werden. Dabei werden wir unsere Betrachtungen hauptséchlich auf die Hilfsfer-
mionen beschranken, da die Hilfsbosonen bei den hier betrachteten Temperaturen bereits
kondensiert sind. Im Abschnitt 3.3 werden wir dann eine systematische Entwicklung der
Molekularfeldnaherung iiber das Freie-Energie-Funktional wéhlen und so zu einem Satz
Gleichungen, den sogenannten Selbstkonsistenzgleichungen, gelangen. Deren Loésung be-
stimmt den thermischen Gleichgewichtszustand und legt somit Einteilchen-Eigenschaften,
wie die Besetzungszahlen, die renormierten Bandbreiten und die Einteilchenniveaus fest.

Im anschlieenden vierten Kapitel wenden wir zunachst die im letzten Kapitel abgelei-
tete Form der Molekularfeldnédherung unter der Annahme kleiner Coulomb-Abstoung U
an. Wir werden zeigen, dass die wesentliche Wechselwirkung in Operatoren zerlegt werden
kann, die Strome am Rand der Einheitszelle beschreiben und abhéngig von der gewahlten
Zerlegung unterschiedliche Selbstkonsistenzgleichungen liefern kénnen. Im nachfolgenden
Abschnitt betrachten wir dann den Fall grofler lokaler Wechselwirkungen U und erkennen,
dass die dabei erhaltenen Selbstkonsitenzgleichungen eine Verallgemeinerung der kleinen
Wechselwirkungen darstellen. Die dabei gefundenen moglichen Strommuster werden so-
wohl analytisch als auch numerisch auf ihre Existenz untersucht. Zum Abschluss wird ein
Ausblick auf die Stérungstheorie hoherer Ordnung sowie auf eine grofiere Wechselwirkung
zwischen den Sauerstofforbitalen gegeben.



Kapitel 2

Modellierung

2.1 Quantenphaseniiberginge und Flussphasen

Das Konzept der Quantenphaseniibergiange wurde 1976 von J. Hertz [6] eingefithrt. Im
Gegensatz zu klassischen Phasentibergéngen finden diese bei verschwindender Temperatur
statt. Dadurch folgen die Fluktuationen des Ordnungsparameters nicht mehr der klassi-
schen Theorie; statt dessen wird die Quantenstatistik bendtigt. Systeme, die einen Quan-
tenphasentibergang durchlaufen, besitzen mehrere Arten von Grundzustianden mit unter-
schiedlichen physikalischen Eigenschaften. Der Ubergangspunkt zwischen zwei den Grund-
zustanden zugehorigen Phasen wird, analog zu klassischen Ubergingen, als quantenkriti-
scher Punkt (QCP) bezeichnet. In der Néhe dieses Punktes kann es zur quantenmechani-
schen Uberlagerung zwischen zwei unterschiedlichen Grundzustéinden kommen. Dadurch
erscheinen neue Phasen, die auch weit in endliche Temperaturen hineinreichen. Die neuen
Phasen machen es allerdings schwer, einen solchen QCP zu erkennen. Wir verweisen den
interessierten Leser auf die weiterfithrende Literatur [7].

Bei den Hochtemperatursupraleitern (HTSL) deuten einige experimentelle Erkenntnis-
se auf eine solche Verschleierung eines QCP hin. Neben der supraleitenden, der antiferro-
magnetischen und der durch die Theorie der Fermifliissigkeit beschreibbaren metallischen
Phase treten hier auch weitere metallische Phasen mit ungewohnlichen Eigenschaften auf
(s. Abb. 2.1). Zwischen der supraleitenden und antiferromagnetischen Phase befindet sich
ein Bereich, in dem sowohl Tunnelexperimente [8] als auch Photoemissionsspektren [9] zei-
gen, dass die Energieliicke des Supraleiters, ausgehend von der Diagonalen der Brilouinzone
(s. Abb. 2.2), geschlossen wird. Die volle Fermioberfliche wird erst bei gréfieren Dotierun-
gen z (d.h. Hinzufiigen bzw. Substitution von bestimmten Atomen (s. Kapitel 2.2)), wieder
hergestellt. Die Energieliicke, in der sich nur wenige Zustédnde befinden, wird Pseudogap
genannt. In diesem Bereich des Phasendiagramms verhalten sich auch andere physikali-
sche Messgroflen unerwartet: Die spezifische Wérme als Funktion der Temperatur ist bei
der Temperatur 7%, dem Offnen der Energieliicke, im Gegensatz zu klassischen Phasen-
iibergéngen, differenzierbar. Thr Peak féllt ab einer gewissen Dotierung stark ab, wahrend



2.1. QUANTENPHASENUBERGANGE UND FLUSSPHASEN

A \\Tcr
500 \
\ Metall
00 - T \
\ \
[ \ \
2 00 | Antiferromagnetismus
— = \
\
& o \ \

£ \ \
~ Pseudogap \

200

\ Supraleitung

0 0,08 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Dotierung x

Abbildung 2.1: Das generische Phasendiagramm der Hochtemperatursupraleiter
nach [10] enthélt die sogenannte Pseudogapphase. In ihr verhalten sich physikali-
sche Messgrossen ab bestimmten Temperaturen 7™ und 7., sonderbar. Setzt man
die Abhéngigkeit dieser Temperaturen von der Dotierung in die supraleitende
Phase fort, so schneiden diese sich scheinbar in einem QCP.

™
2 9 2
& Fv{
WARN
k r
N | £
| 4
x0,03 %] ¢
2

Abbildung 2.2: Erhéht man in der Pseudogapphase von Las_,Sr,CuO, die Do-
tierung x von 0,03 auf 0,22 bei T' = 20K, so zeigen die Messungen von X. J.
Zhou [11], dass sich die Fermioberflache schlieit. Dies geschieht plotzlich, so als
ob ein neuer elektronischer Zustand diese Liicke verursacht. Die Zustiande mit
niedriger Energie liegen in der Néhe der Zonenmitte und bilden die Fermibogen.
Néahert man sich der Sprungtemperatur an, so verkleinern sich diese. Dies ist in
dem Ubergang von x = 0,03 zu x = 0,09 zu sehen. Der Wellenvektor wird in

reziproken Einheiten des Kupfer-Sauerstoffabstands gemessen. Zur Erklarung der
Punkte I'; M, X vgl. Abb. 4.1.
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Abbildung 2.3: Temperaturabhangigkeit der elektronischen spezifischen Wérme
¢t = 4T von Y 4Cay,Ba,0;_; im a) iiberdotierten und b) unterdotierten Be-
reich. Die Abnahme des Peaks im unterdotierten Regime entspricht nach [12]
einem Entropieverlust.

die Sprungtemperatur keine nennenswerten Anderungen erfihrt (s. Abb. 2.3). Der daraus
folgende plotzliche Entropieverlust deutet auf einen neuen nicht supraleitenden Grundzu-
stand hin. Auch steigt die Spinrelaxationsrate ab einer bestimmten Temperatur 7% starker
als gewohnlich an (s. Abb. 2.4). Die uniforme magnetische Suszeptibilitat besitzt abhangig
von der Dotierung ein Maximum (s. Abb. 2.5) bei der Temperatur 7,,. Durch die Fortset-
zung der Abhéngigkeit dieser Temperaturen von der Dotierung in die supraleitende Phase
hinein (s. Abb. 2.1) treffen sich scheinbar beide Kurven bei verschwindender Temperatur
- dem vermuteten kritischen Punkt [10]. Weitere Hinweise auf einen QCP ergeben sich,
wenn durch ein starkes magnetisches Feld oder durch zunehmende Verunreinigung die su-
praleitende Phase unterdriickt wird. Es kommt dann zu einem Metall-Isolator-Ubergang,
bei dem ein beobachtbarer kritischer Punkt auftritt (s. Abb. 2.6).

Aus der negativen Steigung der magnetischen Suszeptibilitat kann man auf einen Ver-
lust magnetischer Freiheit schliefen. Diesen Verlust assoziierte Varma [4] mit der Ent-
stehung von magnetischen Momenten, die durch Ringstrome innerhalb der Einheitszelle
hervorgerufen werden. Dies soll die zweite stabile Phase sein, die fiir einen QCP notig
ware. Die magnetischen Momente fiihren, zusammen mit der zweifachen Entartung des
Grundzustands, auf das Askin-Teller-Modell. Aus diesem kann eine spezifische Warme ab-
geleitet werden [16], die, in Ubereinstimmung mit dem Experiment, eine glatte Funktion
der Temperatur ist. Auch die Korrelationsfunktionen stimmen mit den von der phanome-
nologischen marginalen Fermifliissigkeitstheorie [17] vorhergesagten tiberein. Fauqué konn-
te diese Theorie experimentell erhérten, indem er eine translationsinvariante magnetische
Ordnung innerhalb der Einheitszelle nachwies, die durch ein Strommuster erzeugt werden
kénnte [18].

Ziel dieser Arbeit ist nun herauszufinden, ob solche Flussphasen aus dem fiir stark
korrelierte Elektronen tiblichem Hubbard-Modell folgen. Dazu werden auf den néchsten
Seiten der mikroskopische Ansatz sowie dieses Modell erlautert.
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Abbildung 2.4: Die Spinrelaxationsrate der Leitungselektronen nach Abzug des
tiblichen hyperbolischen Anteils (Korringarelaxation) nach [13] zeigt ab einer Tem-
peratur 7" eine deutliche Temperaturabhéngigkeit. Die Verschiebung der Kurven
entlang der Ordinate kommt aus der Dynamik der lokalisierten d-Elektronenspins

der Kupferatome.
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Abbildung 2.5: Die magnetische Suszeptibilitdt von Lag_,Sr,CuOy4 nach [14] als
Funktion der Temperatur entwickelt ab einer Dotierung x von etwa 0,15 ein Ma-
ximum an der Stelle T,,.. Die dadurch vorhandene negative Steigung der Kurve
lasst auf einen Verlust an magnetischer Freiheit schliefen.
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Abbildung 2.6: Das Phasendiagramm von BisSry_,La,CuOg,s (gefillte Kreise:
Sprungtemperatur) dndert sich beim Anlegen eines gepulsten magnetischen Feldes

von 60 T (Rauten: Metall-Isolator-Ubergang) nach [15]. Der Schnittpunkt der
Ubergangsgeraden mit der Abszisse markiert den QCP.

2.2 Quantenchemie und mikroskopischer Ansatz

Die HTSL koénnen in zwei grofile Klassen eingeteilt werden: Die erste besteht aus einer
Zusammensetzung, die LayCuQy4 dhnelt. Die zweite hingegen kann von YBayCuzO; abge-
leitet werden. Beide Klassen sind Abkémmlinge der Perowskitstruktur, bei denen jeweils
die Verbindung der urspriinglichen Oktaeder gestort wird (s. Abb. 2.7).

Die charakteristischen Strukturelemente, die jeder Kupratsupraleiter enthalt, sind die
Kupferoxidebenen. Dies wird durch die starke Richtungsabhangigkeit des elektrischen Wi-
derstands [19] sowie durch Neutronenstreuexperimente bestatigt [20]. Beide Klassen sind al-
lerdings im undotierten Zustand Isolatoren. Erst durch die Substitution von Lanthan durch
ein Erdalkali bzw. der Einlagerung von Sauerstoff in die Kupferoxidketten des YBasCu3O~
entstehen Locher, die p-artige Orbitale in den Ebenen besetzen und Ladungstransport
ermoglichen [21].

Die elektronische Struktur in den Ebenen wird hauptséchlich von dem d,2_,2-Orbital
des Kupfers und je einem p-Orbital des Sauerstoffs bestimmt (s. Abb. 2.8). Die fiinffa-
che Entartung der d-Orbitale des Kupfers wird, wie beim Perowskit, durch das kubische
Kristallfeld aufgehoben. Bei den HTSL ist nun auch die Symmetrie in z-Richtung verzerrt,
was zu einer weiteren Separierung in z% —y?, 32% —y?, zy, vz, yz Zusténde fithrt (oktaedri-
sches Kristallfeld / Jahn-Teller-Effekt). Das d,2_,2-Orbital (im folgenden d) ist dadurch
das energetisch hochste und zur Hélfte besetzt. Beim Sauerstoff bewirkt schon das kubi-
sche Kristallfeld die Authebung der Entartung. Da die Energien des Kupferorbitals und der
Sauerstofforbitale eng benachbart liegen, kommt es zu einer starken Hybridisierung. Die
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Abbildung 2.7: Die Struktur der beiden HTSL-Klassen LayCuO4 (b) und
YBayCuzO7 (c) lasst sich von der des Perowskits (a) ableiten, indem die Oktaeder
getrennt oder zu Pyramiden und Quadraten deformiert werden.
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von Cu?t Effekt von 0%~

Abbildung 2.8: Der Bindungsmechanismus in der Kupferoxidebene nach [11] ent-
steht durch die Aufhebung der Entartung, die aus der Brechung der Kugelsym-
metrie der Kupfer- (rote Kreise) und Sauerstoffatome (blaue Kreise) durch den

Kristall folgt.
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Abbildung 2.9: Die Einheitszelle der Kupferoxidebene besteht aus den d-Orbitalen
des Kupfers und je einem p-Orbital des Sauerstoffs. Zuséatzlich sind die Energie-
und Hupfparameter des theoretischen Modells (2.7) angegeben.

Bindung entsteht, da das durch diese Hybridisierung entstandene antibindende Orbital nur
halb besetzt ist. Dieses Modell wird auch durch Bandstrukturrechnungen unterstiitzt [22].
Um den kinetischen Teil zu beschreiben, bietet sich also ein zweidimensionales Gitter mit

drei Bandern im Lochbild an (s. Abb. 2.9).

An der 2%-Valenz des Kupfers dndert sich durch die Dotierung nichts. Aus Neutro-
nenstreuexperimenten lasst sich schlieflen, dass auch aulerhalb des antiferromagnetischen
Zustands starke magnetische Korrelationen in den Ebenen vorhanden sind [21]. Beides weist
auf ein stark korreliertes Elektronensystem hin, bei dem aufgrund der starken Coulomb-
Wechselwirkung die Elektronen versuchen, sich gegenseitig zu meiden und somit starke
Korrelationen zwischen ihnen auftreten. Die Kopplung zwischen den Ebenen kénnen also
vernachlassigt werden und wir gelangen so zu einem zweidimensionalen Modell stark kor-
relierter Elektronen.

2.3 Hubbard-Modell

Das Ein-Band-Hubbard-Modell wurde 1963 von J. Hubbard eingefithrt [23], um die Ei-
genschaften korrelierter fermionischer Systeme mit schmalen Bandbreiten zu beschreiben.
Vernachlassigt man die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Gitter, so gelangt man
zu einem rein elektronischen Hamiltonoperator. Dieser besteht in zweiter Quantisierung
aus einem kinetischen Term und einem Teil, der durch die Coulomb-Wechselwirkung V'
bestimmt wird:

1 ce T rlele
H=- ZtijCIUciU + 5 Z <1J|V|1/J/> CIUC;U’Cj’O'/Ci’O' (21)

ijo iji’j'oo’
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Die Operatoren ciTU bzw. c;, erzeugen oder vernichten ein Elektron mit Spin ¢ in der
Einheitszelle am Ort i (entsprechend j, i, j'). Sie erfiillen die fermionischen Antivertau-

schungsrelationen
| _
[ cjg,}+ = 050,00 - (2.2)

Wir betrachten im Folgenden nur Hiipfprozesse, die zwischen den néachsten Nachbarn statt-
finden konnen (Tight-Binding-Modell). Das Hiipfen auf den selben Gitterplatz entspricht
der Energie der Fermionen, so dass

tij - _E(Sij + t5i—m,j . (23)

Der Index m ist dabei ein Vektor, der zu den nachsten Nachbarn zeigt.

In einem System stark korrelierter Elektronen fiihren die Bewegungen der Fermionen
zu einer Abschirmung der elektrischen Ladung. Der Hauptteil der Wechselwirkung kommt
damit von den Fermionen, die auf den gleichen Gitterplatzen sitzen, so dass

GV = Ubdynbs - (2.4)

ijvi’y Vil

Aus dem Pauli-Prinzip folgt, dass die Spins der wechselwirkenden Fermionen unterschied-
lich sein miissen. So gelangen wir zu dem Hubbard-Hamiltonoperator

H=e Z ﬁicr —t Z Cg-ocifm,a +U Z ﬁiTﬁil ) (25)

imo

wobei 7y, = ¢l ¢, den Besetzungsoperator bezeichnet.

Fiir verschwindende Wechselwirkung (U = 0) ergibt sich ein reines Bandverhalten, wah-
rend im atomaren Limes (¢ = 0) die Fermionen lokalisieren und somit ein Mott-Isolator
vorliegt. Die Konkurrenz zwischen beiden Grenzfallen wird mafigeblich durch den Parame-
ter U/, bestimmt, der die Stirke der Korrelationen angibt. Im atomaren Limes kann nur
bei halber Bandfiillung genau ein Fermion im Grundzustand einen Gitterplatz besetzen.
Damit ist ein zweiter wichtiger Parameter die Dichte n der Elektronen im System oder im
groffkanonischem Fall das chemische Potential .

Um das Hubbard-Modell auf die HTSL anzuwenden, miissen wir dieses durch einen
zusétzlichen Bandindex a bzw. b auf drei Bander erweitern. Zwar sind die Bénder auch
durch die Position ¢ der Orbitale bestimmt, fiir die spatere Verwendung ist es allerdings
zweckméfig diesen Index explizit mit zu fihren. Aufgrund der starken Hybridisierung der
Kupfer- und Sauerstofforbitale berticksichtigen wir noch das Matrixelement der Wechsel-
wirkung zwischen den verschiedenen Orbitalen innerhalb einer Einheitszelle U, sowie U,,,.
Da diese Wechselwirkungsprozesse nicht mehr am gleichen Ort wirken, ist hier das Pauli-
Verbot nicht relevant. Der Hamiltonoperator lautet mit Hilfe der Permutationssymmetrie
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zwischen z- und y-Richtung

H= Zea CoioCaic — Z t alacbl m,o

aio a#b,imo
b Y Gelcuchos
alo’ CaioCaio’ Caic?
aioc#o’
Uab T T
+ Z CalUCalo'Cbl ma’cbl m,o’ * (26)
a#b,imoo’

Die Summen iiber die Orbitale konnen ausgeschrieben werden (Der Index ¢ € {p,, p,} steht
noch fiir ein Sauerstofforbital, fiir den auch, abhéangig von der Position in der Einheitszelle,
die Indizes x und y verwendet werden):

_ T T
H=€;> ChiocCan+ €Y ClinCii

io ilo
T T
- tdp Z (cdiacf,i—m,a + hC) - tacy Z CticCe i—m,o
imlo imo (£
Ui+ U
P T T
+ 7 Z Cdiacdiacdi,—acdi,—a + 7 Z CZiJCZiUCEi,—UCZi,—J
io ilo
T T
+ Udp Z Cdiacdiacﬁ,ifm,o“Cf,ifm,o" + Z CJ:IJ rio yl mo’cyl m,o’ (27)
limoo’ imoo’

Die lokale Coulomb-Wechselwirkung zwischen doppelt besetzten Sauerstoff- oder Kupfer-
platzen wurden dabei durch Uy bzw. U, beschrieben. Damit eine gleichbleibende Valenz
des Kupfers moglich ist, miissen an die Parameter folgende Forderungen gestellt werden:

Ui > tap, Ug > ¢, €>tgp (2.8)

Dabei gibt ¢ = €, — ¢, den Bandabstand an. Das halb gefiillte antibindende Orbital ent-
spricht damit einem Loch beim d-Orbital des Kupfers. Durch weitere Dotierung wird die
Anzahl der Locher im System auf insgesamt 1+ 6 in der Einheitszelle erh6ht. Den Energie-
Nullpunkt setzen wir auf die Energie des Kupferorbitals und beziehen anschliefend das
chemische Potential mit ein (s. Abb. 2.10). Damit folgt fir die Diagonalelemente:

€qg = —H (2.9)
€, =—H+e (2.10)
Die Berechnung der Parameter kann auf zwei Arten erfolgen: Zum einen kann man die expe-
rimentellen Daten der Photoemission mit denen der direkten Diagonalisierung auf kleinen
Clustern vergleichen [24]. Zum anderen erméglicht die Gegentiberstellung von Dichtefunk-
tionalansitzen mit Bandstrukturberechnungen solche Aussagen [25]. Die Literaturwerte
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p = Up+ 2 —2p
d T Ug —2p

+ €—H

T —p

Abbildung 2.10: Das qualitative Niveauschema im Fall vernachlassigbarer Hiipf-
prozesse t,, und verschwindenden Wechselwirkungen Uy, zwischen nachsten Nach-
barn ist gepragt von einer groflen Energieliicke zwischen einfach und doppelt be-
setzten Zustanden. Die rechte Energieskala entsteht, indem man den Energienull-
punkt auf das niedrigste Niveau legt (¢, = 0) und anschlieend die Nebenbedin-
gung der Teilchenzahl einbezieht.

sind allerdings nicht einheitlich:

e = 15-36eV
tgy = 1,07—16eV
tyy = 0,53—-0,65eV
Ui = 85—-10,5eV (2.11)
Uu, = 4—-73eV
Up = 06—15eV
Uy = 0—1eV

Das Drei-Band-Hubbard-Modell wurde erstmals von Emery vorgeschlagen [5]. Der
Wechselwirkung U, zwischen den Sauerstofforbitalen und dem Kupferorbital mafl er eine
entscheidende Bedeutung zur Klarung der Supraleitung bei. Theoretisch interessant ist nun,
dass man diese Wechselwirkung durch verschiedene physikalische Operatoren ausdriicken
kann. In Kapitel 4.2 wird dargestellt, dass es moglich ist, das Produkt der Operatoren der
Wechselwirkung durch die Besetzung von zwei verschiedenen Hiipfmodulierungsoperatoren,
unterschieden durch den Index n € {0,1},

Tt +1 %
KZJU T Cdio'cﬁ,iJreg,a" + (_1)71 Cdiacé,ife&o’ + h.c. (212)
oder Stromoperatoren

JZUU =1 (C:riiacf,i—&—eg,a’ + (_]‘)n+1cilioc£,i—eg,a’ - hC) (213>
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auszudriicken. Damit ergibt sich fiir den Hamiltonoperator

HPTVW = Udp Z cjiiocdiocz,i—m,o’cﬂ,i—m,a’
limoo’
~ N Ud noo’ y-noo’
~20, ¥ (200 + T ) - S K .14
io V4 nlico’
N ~ U, noo’ noo’
= 2Udpz <2ndio + anicr) - % DR/ /A (2.15)
io l nlioco’

Der Index n unterscheidet dabei zwischen verstirktem Hiipfen und Hiipfwellen bzw.
gleich und entgegen gerichteten Stromen innerhalb einer Richtung e, in der Einheitszelle
(vgl. Abb. 2.11). Man kann auch die obigen Stromoperatoren fiir verschiedene Richtungen
kombinieren und gelangt so zu Operatoren

o777 = Z(_l)n ‘ (C:riiacé,i—i—eg,a’ + (‘UM /2] CIlioCZ,i—eg,a’) ) (2.16)
¢

die die Strommuster in Abb. 2.11 beschreiben. Da die Kombination der beiden Richtungen
und der zwei unterschiedlichen Stromoperatoren insgesamt vier unterschiedliche Strom-
muster hervorbringt lauft der neue Index n’ von 0 bis 4.

C. M. Varma [4] konnte in einer groben Naherung mit deren Hilfe zeigen, dass Fluss-
phasen, falls diese die Selbstkonsistenzgleichungen erfiillen, eine niedrigere freie Energie
haben. Auch Renormalisierungstechniken auf etwas modifizierten Modellen fithren auf
Flussphasen [26]. Dagegen zeigt die direkte Diagonalisierung [27] eines 5x5-Clusters des
vom Hubbard-Modell abgeleiteten t-J-Models (s. Kapitel 3.1) keine Hinweise auf die Exis-
tenz von Flussphasen. Ziel dieser Arbeit ist, das Modell in einer Molekularfeldnéherung
(s. Kapitel 3.3) zu untersuchen. Da allerdings Uy gro8 ist, wird eine direkte Molekularfeld-
naherung unzulassig sein. Wir werden daher im néchsten Kapitel Techniken beschreiben,
die ermoglichen, diese zu eliminieren.
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Abbildung 2.11: Die vier Strommuster in dem Fall, dass keine Nettostrome flie-
Ben, bestehen aus unterschiedlichen Stromrichtungen in der Einheitszelle (Pfeile).
Die Symbole ® und ® zeigen dabei die entstehenden magnetischen Fliisse an.
Die Strome von Kupfer- (kleine, rote Kugeln) auf Sauerstoffplitze (grofie, blaue
Kugeln) in 0) und I) sind gleich gerichtet, wéhrend sie in II) und III) entgegen
gerichtet sind.
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Kapitel 3

Methoden fur starke
Wechselwirkungen

3.1 Gutzwillerprojektion

Wegen den groflien Wechselwirkungen in einem stark korrelierten Elektronensystem ist eine
direkte Molekularfeldndherung nicht moglich. Da allerdings die groflen Wechselwirkungen
nur auf doppelt besetzte Niveaus wirken, aber diese bei schwacher Dotierung kaum besetzt
sind, ist es zweckmafig, diese Zustande herauszuprojizieren. Dies kann man sehr einfach
mit dem Gutzwillerprojektionsoperator [28] bewerkstelligen. Um weitere Korrekturen zu
untersuchen, schlug Kohn 1964 vor, durch eine unitare Transformation die Ordnungen von
/1 sukzessiv zu eliminieren [29]. Als niedrigste Ordnung in dieser Entwicklung erhilt man
wieder die Gutzwillerprojektion [30].

Der erste Schritt zur Eliminierung der Wechselwirkung auf einem Gitterplatz ist die
Einfithrung der Hubbard-X-Operatoren [31]. Diese Transferoperatoren beschreiben den
Ubergang X%’ = |aia)(aif| zwischen den unbesetzten |ai0), einfach mit Spin o besetz-
ten |aio) = cllola10> und doppelt besetzten Zusténden |ai2) = cLiTcml|a10) eines Orbitals.
Der lokale Zustand |ai0) reprasentiert dabei das unbesetzte a-Orbital in der Einheitszelle

am Ort i. Da der Projektor dieses Zustands in der Schreibweise der zweiten Quantisierung,

eine gerade Anzahl von Erzeugern und Vernichtern besitzt, antivertauschen zwei Operato-
ren mit je einem spinartigen Index

Xg;f,XOU . =0 Xg;f,X?f’ . =0

Xy, x50, = 0, X%, X5 =0,

[XgIO,XU’O} = 0, [ng,XU?} 0, (3.2)
+ +

x@xx] =0, Xz x%] = o,
1+ I+

X% x%] =0,
I+
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wahrend sie sonst vertauschen

al’? al ?

X% x = o, X Xy = o.

X®. X7 = o, xz2. Xy = o, 5.3

al’? al

Dies gilt allerdings nur fiir verschiedene Gitterpliatze i # j. Den Kommutator fiir gleiche
Gitterplatze erhalt man aus der lokalen Vollstéandigkeit

— X+ S X5 + X2 34

und Orthonormiertheit der Hubbard-X-Operatoren
XXEY =059 X5 (3.5)
Man erhalt ihre Algebra, die durch den folgenden Kommutator gegeben ist:

(Xl X } = 05 (0 X0 £ 6,0 X5") (3.6)

Dabei gilt das obere Vorzeichen, falls beide Operatoren je einen spinartigen Index besitzen,

sonst das untere Vorzeichen. Mit Hilfe der lokalen Vollstdndigkeitsrelation kann man die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren entwickeln. Man erhalt

_ Oc —02
C?icr - Xai - UXai )

_ a0 2—0o
C H -_— XCLi - JXai .

alo

(3.7)

Mit der Umschreibung des Hamiltonoperators aus (2.6) ist eine Zerlegung in die fol-

genden Hubbardbéander (s. Abb. 3.1) moglich:
H=H"+H + H™ (3.8)

H" wirkt auf den Raum ohne Doppelbesetzungen und beschreibt somit den Transport
der Locher. Er ist gegeben durch die Energien E”, dem kinetischen Anteil 7% und dem
Wechselwirkungsterm U/, im unteren Hubbardband

H' =D Ef+ T+ U, (3.9)
a a#b ab

mit
h o oo
=€ ZXal ’

a = _tab Z XUOXI?T m >

imo

Uap

h __
Uab_

b i—-m>
imoo’
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D H Uy + 2¢ — 24
d 1 Us —2u
Hdl
Tmia: Ung
Hh
+ E—H
1 —

Abbildung 3.1: Das Niveauschema aus Abb. 2.8 wird in zwei Hubbardbander

zerlegt. Zwischen diesen kénnen Locher durch T hiipfen und durch U%? wech-
selwirken.

wahrend HY auf den dazu komplementéiren Raum wirkt und die Dynamik der doppelt

besetzten Zustande charakterisiert. Zusammen mit der Wechselwirkung zwischen den Ban-
dern bildet dieser den Hamiltonoperator

HE=H"+ 3 UG => B+ T+ Uy, (3.10)
a#b a a#b a#b

wobei analog wie im unteren Band

Ef = (U, +26,) Y X2

ai

Ty = —tw > X "X,

‘ ai  ““bi-m >
Ul = U+ U8
Ul =~ S XEXE
U = U S (XX XEXT )
H™® mischt die beiden Hubbardbinder
HE =3 (T + Tt (3.11)

a#b
mit der Abkiirzung A
T = 1, X XX

bi—m *
imo
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Ziel ist es nun, durch eine unitdre Transformation S den Mischterm in niedrigster
Ordnung zu eliminieren und somit die Dynamik des unteren Hubbardbands von den groflen
Wechselwirkungen, die das obere Hubbardband erzeugen, zu entkoppeln. Wir gelangen mit
Hilfe der Baker-Hausdorff-Formel zu dem transformierten Hamiltonoperator:

H=H"+H +H™
= SHe™®

:H+[S,H]_+;[5, (S, H]-] +- (3.12)

Damit dies eine Storungsreihe in grofien Wechselwirkungen Uy bzw. U, ist, muss S von
der Ordnung */y; sein. Die hoheren Kommutatoren erzeugen dann die néchsten, hoheren
Ordnungen in der Storungsreihe, so dass die Mischung der beiden Hubbardbander erst
mit hoheren Ordnungen an Gewicht gewinnt. Um durch den Mischterm auf das gleiche
Band wieder einzuwirken, ist ein Ubergang von einem Band auf das andere und wieder
zuriick notwendig. Dies ist ein Prozess zweiter Ordnung und somit verschwindet auch die
erste Ordnung des transformierten Mischterms in der Stérungsreihe. So besteht die Zerle-
gung des transformierten Hamiltonoperators in erster Ordnung aus zwei kommutierenden
Energieoperatoren. Da das Energiespektrum mit Energien kleiner als die Wechselwirkungs-
energien von Interesse ist, braucht nur noch H” betrachtet zu werden. Die Bedingung, dass
H™ in niedrigster Ordnung verschwindet, lautet dann

[S,H]_+H™ =10 (Yy) . (3.13)

Als Ansatz fiir S wéhlt man einen dem Storterm dhnelnden Ausdruck [32]. Wegen der oben
genannten Bedingung ist allerdings die Antihermizitit von S zu beachten:

g — Z S (T:gzx . T:ng)
a#b

Die Koeffizienten s, miissen dabei durch den Kommutator in (3.13) bestimmt werden. In
Anhang A werden die dafiir benétigten Kommutatoren berechnet. Sie lauten

{S, H" + Hd} == (Ua +e,— 6+ 2Uab) S (T:g“’ + ngiﬂ)
ab
+ hh 4 h 4 pmE (3.14)
(S H™] =23 > 002,85, X5 X, 058 + B 4 b 4 B (3.15)
a#bimoo’

Darin beschreibt A" Hiipfprozesse zu iibernéchsten Nachbarn im unteren und k¢ Prozesse
im oberen Hubbardband. Der Term A™® mischt zwischen den beiden Bindern und ist
mindestens von der Ordnung ?/;. Dies eingesetzt in (3.13) ergibt fiir die Koeffizienten

1
B Ua+6a_€b+2Uab‘

(3.16)

Sab
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Aus der Transformationsgleichung (3.12) erhélt man dann den Anteil des transformierten
Hamiltonoperators im Raum ohne Doppelbesetzungen

H=H"=Ye,X7 -3 Y t,XPX 1

aio a#bimo
Uab oo yvo'o!
+ > > TXai Xpilm
a#bimoo’
- Z Z O-O./JangilaXl;lo;;gl 9 (317)
a#bimoo’
mit den Austauschkonstanten
tab2
Jab (3.18)

B Ua+6a_€b+2Uab’

den wir in den nachfolgenden Kapiteln betrachten wollen. Den Mischterm A™%* haben wir
darin bereits vernachlassigt. Ebenso h". da dieser nur Hiipfterme zu tibernéchsten Nachbarn
enthélt. Diese werden wir in der hier behandelten Molekularfeld-Theorie nicht betrachten
(s. Kapitel 3.3).

Die neuen komplizierteren Hiipfterme sind die urspriinglichen, projiziert mit dem Gutz-
willeroperator P = Il (1 — fgi1flai) ), der auf den Raum ohne Doppelbesetzungen abbildet:

Z XgiOXl?,ciLm =P Z Ciiacb,ifm,olp (3.19)

imo imo

Die effektiven Wechselwirkungen fithren unterdessen zu Heisenberg-Spinwechselwirkungen:

> UU,Xgi/aXl:iiX/ = —;PZ (Uaio'b,im =Y Mo Zﬁb,im,a/> P (3.20)

imoo’

Fir Uy, = 0 erhalt man das t-J-Modell. Dieses beschreibt die Konkurrenz von reinem Band-
verhalten (J = 0) und der vollsténdigen Ausrichtung der Spins (¢ = 0, Heisenberg-Modell),
sofern keine Frustration auftritt. Man unterscheidet dabei zwischen antiferromagnetischer
(J > 0) und ferromagnetischer (J < 0) Ausrichtung.

3.2 Slave-Boson-Formalismus

Durch die Projektion des Hilbertraums auf den Raum ohne Doppelbesetzung im letz-
ten Kapitel gingen wir von Locherzeugern/-vernichtern auf die Transferoperatoren iiber.
Durch den Projektionsoperator erfiillen diese allerdings weder Bose- noch Fermistatistik
(vel. (3.19)). Dadurch kann das Wicktheorem nicht mehr angewendet und keine Feyn-
mansche Storungsrechnung betrieben werden. Barnes schlug 1976 vor, den Hilbertraum
wieder zu erweitern, indem man die Hubbard-X-Operatoren als Produkt von fermioni-
schen und bosonischen Operatoren schreibt [33]. Diese Einfithrung von Hilfsteilchen ist
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Abbildung 3.2: Die Hubbard-X-Operatoren werden durch Hilfsteilchen ausge-
driickt, die auch die Anzahl der Orbitale verdndern kénnen. Dadurch entstehen
unphysikalische Zustande.

allerdings nicht eindeutig. Beispielsweise fiihrt man in der Darstellung von Kotliar und Ru-
ckenstein zwei bosonische und zwei fermionische Hilfsteilchen ein, um den Metall-Isolator-
Ubergang zu studieren [34]. Dabei tragen die Hilfsbosonen einen Spin, was zur Einfithrung
von Spinonen und Holonen fithrt. Da wir durch die Projektion, die wir im letzten Kapitel
vornahmen, bereits keine doppelt besetzten Zustande in unserem Modell besitzen, wollen
wir der Formulierung nach Coleman [35] folgen und nur ein bosonisches und zwei fer-
mionische Hilfsteilchen pro Gitterplatz einfithren. Das Fermionenduplett entsteht aus der
gewohnheitsméfiigen Zuordnung des Spins zu den Fermionen. Die unbesetzten Zustdnde
werden dabei von den Hilfsbosonen reprasentiert, wahrend die einfach besetzten durch die
Hilfsfermionen dargestellt werden. Die Besetzung eines a-Orbitals wird dann durch
Xz = ajjaf (3.21)
beschrieben (s. Abb. 3.2). Eine analoge Aufteilung gilt fiir das hermitesch Konjugierte X2
Bei dieser Aufteilung kann allerdings eine komplexe Phase auf die beiden Hilfsteilchen
verteilt werden. Dies entspricht dem Umeichen dieser Operatoren
af, - al, e, @ — aj, e (3.22)
und soll in Kapitel 4.3.2 diskutiert werden. Aus der Kontraktion der Hubbard-X-Opera-
toren (3.5) erhdlt man nun die restlichen Operatoren in der Darstellung der Hilfsteilchen:

X00 _  x00xo0 _ bt f Ff b 5b o f
a = ai Xai = G QpQipa; =15 (1 — 7y, (3.23)
oo’ __ o0y 0o’ _ ft b bt f _ _fi f ~b )
Xa = XGXai = 0450505 G = Qi Ui (1 + ni)

Da die erste Gleichung nicht abhéngig von der Wahl des eingeschobenen Spinzustands sein
kann, muss der letzte Faktor im physikalischen Unterraum ein Projektor sein. Anschaulich
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bedeutet diese Bedingung, dass ein Orbital entweder leer oder besetzt sein kann. Doppelte
Besetzung wurde bereits im letzten Kapitel ausgeschlossen. Nach dieser Argumentation
muss dann auch der Faktor in der letzten Zeile ein Projektor sein, bei dem durch die
Kommutatorrelation der Bosonen das Vorzeichen anders als bei iiblichen Projektoren ist:
Da beim zweiten Summanden der bosonische Besetzungsoperator nur nicht verschwindet,
wenn das Orbital leer ist, kann der anschlieSende fermionische Vernichter kein Teilchen

vernichten. Man erhalt somit
X = al,
XU_U’ _ fT f
al

- alo—alo .

(3.24)

Hubbard-X-Operatoren mit gleichen Indizes beschreiben also die Besetzung der Hilfsteil-
chen. Die Projektoreigenschaft der Hilfsteilchen ist auch fiir die algebraischen Relationen
der Hubbard-X-Operatoren notig: Wéahrend durch die Algebra der Hilfsfermionen und -
bosonen

[aifff’ anJ} = 51.]50'0' ) (3.25)
[al ’ aﬂ, = Oy (3.26)

die Kommutatorrelation der Hubbard-X-Operatoren (3.6) stets erfillt ist, gilt dies nicht
fiur die Vollstéandigkeitsrelation (3.4). Diese fiithrt auf eine Zwangsbedingung

Zaﬂaﬁ, +aj'a) =1 Qg (3.27)

der die Hilfsteilchen unterliegen und zusammen mit den moglichen Fermionenbesetzungen
die projizierende Eigenschaft der Hilfsteilchen enthélt, die von (3.23) auf (3.24) fiihrte.
Anschaulich ist dies das Verbot unphysikalischer Zustdnde (s. Abb. 3.2), die durch die
Erweiterung des Hilbertraums entstanden sind. Ein Gitterplatz kann, wie bereits oben
angesprochen, entweder mit einem Hilfsfermion oder mit einem Hilfsboson besetzt werden.
Da die Bosonen nicht mehr frei sind, sondern der Zwangsbedingung unterliegen, wird diese
Methode Slave-Boson-Formalismus genannt. Der Hamiltonoperator aus (3.17) kann nun
durch die Hilfsteilchen ausgedriickt werden:

_ ~f b ftpf
H = Zeanaia - Z tabal ble 1(jb1 m,o

aio a;éb imo
b Al ol
+ Z Z a Naio b1 m,o’
a#bimoo’
- Z Z UOJJ(L f:'r {a’b{Tm O‘blf m,—o’ (328)

a#bimoo’

Hier auflert sich die Einschrénkung der Hilfsbosonen in den Hiipftermen, die zu der
korrelierten Bewegung von Fermionen und Bosonen fithren. Diese neue Wechselwirkung
werden wir im néachsten Kapitel durch eine Molekularfeldnédherung entkoppeln.



26 3.2. SLAVE-BOSON-FORMALISMUS

Zunachst wollen wir noch die Einbeziehung der Zwangsbedingung an die Operatoren
in unseren Formalismus diskutieren. Diese kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. Bei
halber Bandfillung und im Heisenberg-Modell kann dies recht elegant durch die Popov-
Fedotov-Methode mit einem imaginéren chemischen Potential realisiert werden [36]. Da
wir das Modell bei endlicher Dotierung untersuchen wollen, werden wir wie Coleman die
groffkanonische Gesamtheit um weitere Potentiale \,; ergénzen:

H— H+> 2\iQu (3.29)

ai

Im Rahmen einer Molekularfeld-Theorie kann man nun zu unabhéngigen Hilfsteilchen iiber-
gehen und die Erhaltung der Zwangsbedingung nur im thermischen Mittel fordern:

i~ (Qu) = 2 (alfal,) + (a'a) =1 (3.30)

Die enthaltenen Erwartungswerte miissen dabei mit einem Ersatzhamiltonoperator gebildet
werden, der aus den entkoppelten Fermionen- und Bosonenanteilen besteht. Da durch die
Aufweichung der Zwangsbedingung die Projektoreigenschaft der Hilfsteilchen nicht mehr
streng gilt, sind dessen Erwartungswerte nicht mehr eindeutig festgelegt. Beispielsweise
kann die Besetzungszahl der Fermionen mit Hilfe weiterer Ubergangsoperatoren zu einer
Mischung aus fermionischen und bosonischen Erwartungswerten umgeformt werden:

(Xg7) = (XPX¥)

— (afjaldtal")

— (aflal,) 1+ {atta?)) 3.31)

Wir definieren daher die Erwartungswerte konsistent mit (3.30) durch

(X77) = (allad,) = nl,.

<X2i0> = <afTa§’> =n?, (3.32)
(XX ) = (bl @l ) = 1pis

bi—m icVi—m,c"i Yi—m abmic bami

Dabei wurden die lokalen fermionischen und bosonischen Besetzungszahlen nifa, n? sowie

Hiipfamplituden n/ n?, . eingefiihrt.

abmios '“abmi

Durch den Slave-Boson-Formalismus kann also die problematische Algebra der Hub-
bard-X-Operatoren vereinfacht werden, allerdings zu dem Preis, dass der kinetische Anteil
an Komplexitat gewinnt. In ihm manifestiert sich die korrelierte Bewegung der Hilfsteil-
chen. Diese muss auch durch die zusétzliche Zwangsbedingung mitgefithrt werden. Bei-
de Probleme konnen durch eine Molekularfeldnaherung, die einer Minimierung der freien
Energie entspricht, gelost werden. Dieser Formalismus soll im néchsten Kapitel eingefiihrt
werden. Dabei werden wir die oberen Indizes, die die Art der Hilfsteilchen verdeutlichen,
der besseren Ubersichtlichkeit wegen unterdriicken. Die Hilfsfermionen kann man durch
den Spinindex von den Hilfsbosonen unterscheiden.
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Abbildung 3.3: Die Idee der Molekularfeldtheorie besteht darin, dass die Wirkung
der Wechselwirkung mit allen Nachbaratomen durch ein konfigurationsabhéngiges
Feld am jeweiligen Gitterplatz ersetzt wird.

3.3 Molekularfeldnaherung

Wir wollen nun ein Verfahren anwenden, durch das die Effekte der Korrelationen zwi-
schen den Teilchen in einem Einteilchenbild beschreibbar werden. Die Idee der Molekular-
feldnédherung ist, diese Wechselwirkungen als ein mittleres, lokales Feld R zu betrachten
(s. Abb. 3.3). Das Fermion an einem Gitterplatz soll nur dieses Feld, jedoch keine Effekte
der anderen Teilchen spiiren. Die Fluktuationen der Fermionen untereinander sind also zu
vernachlassigen. In Operatorenschreibweise lautet dies

ﬁaiaﬁb,i—m,a’ - ﬁaiURaiU ; (333)
(ﬁb,i—m,a’ - Raio‘)2 — 0. (334)

Betrachtet man das Feld als Teil eines Ersatzhamiltonoperators H, so ergibt sich das Pro-
blem, den bestmoglichen Ersatzhamiltonoperator zu finden. Die Anforderungen an ihn
sind, dass er hermitesch ist und einfach diagonalisiert werden kann, um so die Einteilchen-
eigenschaften untersuchen zu konnen. Er enthélt somit alle Paare von Operatoren, die
sich durch Kontraktionen im urspriinglichen Hamiltonoperator H gewinnen lassen. Um
spontane Symmetriebrechungen und damit Phaseniibergange untersuchen zu koénnen, wer-
den zusétzlich alle Arten von Ordnungsphdnomenen wie Magnetismus (Spinanordnung),
Ladungsdichtewellen (Ladungsanordnung), Supraleitung (Paarkondensation der Hilfsfer-
mionen), Bosekondensation (Kondensation der Hilfsbosonen) oder Flussphasen mit einge-
bunden. Da jedoch die Wechselwirkung, wie schon am Ende von Kapitel 2.3 dargestellt
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wurde, in vielfaltiger Weise umgeschrieben werden kann, sind die dabei auftretenden Ope-
ratoren nicht eindeutig (s. Kapitel 4.2). Sie sollten aber gleiche physikalische Ergebnisse
liefern. Um nun die besten Matrixelemente des Ersatzhamiltonoperators zu ermitteln, ver-
wenden wir das Feynmansche Variationsverfahren [37], indem wir in dem Ausdruck der

freien Energie

F=U-TS=(H), - ;(ln n, (3.35)

den kanonischen statistischen Operator p durch einen Variationsansatz p ersetzen:
e PH e Pl

p:Sp(e_ﬁH)—>ﬁ:Sp(e—ﬁﬁ) (3.36)

Dieser ist durch H wieder von den Matrixelementen abhéngig, wodurch auch die Erwar-
tungswerte

Sp (e_BH O)
O)s = —~ 7 3.37
Ol = 5 (3.37)
davon abhangig werden. Das damit erhaltene Freie-Energie-Funktional
. 1 _
~1 . - _ﬂH
F— Flp|=(H H>ﬁ 3 In(Sp(e 7)) (3.38)

muss nun minimiert werden. Beziehen wir noch die abgeschwéchte Form der Zwangsbedin-
gung des Slave-Boson-Formalismus (3.30) und die Nebenbedingung der Teilchenzahl mit
ein, so erhalten wir das Minimierungsproblem

Flo)=(H—H) - ;ln(Sp(e_ﬂg))

p

+ 3 et ((Qui), — 1) + uN (1 +6). (3.39)
Dieses wiederum wird durch die Suche nach einem verschwindenden Gradienten
oF
=0 3.40
or, ( )

nach den Matrixelementen und Potentialen x, und den Vergleich der absoluten Werte von
F an den Extremalstellen gelost. Die Matrixelemente sind nach den letzten Gleichungen
durch die Erwartungswerte unter dem Ersatzhamiltonoperator bestimmt.

Da die Abhéngigkeit der Erwartungswerte von den Matrixelementen meist recht kom-
plex ist, kann im Allgemeinen nur eine naherungsweise oder numerische Losung dieser
Selbstkonsistenzgleichungen angegeben werden. In den folgenden Kapiteln werden deshalb
einige Vereinfachungen angenommen. Entsprechend den experimentellen Ergebnissen ge-
hen wir weder von einer Brechung der Translationssymmetrie noch von einer Verletzung
der Spinerhaltung aus. Die moglichen Flussphasen gehen durch komplexe Hiipfparameter
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in unsere Betrachtung ein. Die Invarianz unter Drehungen von 7, soll deshalb nur in die
Betrége dieser Parameter eingehen. Da wir an der Pseudogapphase interessiert sind, be-
trachten wir auch keine Paarkondensation der Fermionen. Die globale Eichinvarianz der
Fermionen soll daher nicht verletzt sein. Wir postulieren daher den Ersatzhamiltonoperator

[j[ - Z Eaﬁaio' + Z Tabma;rabifm,a (341)

aio abimo

mit den Energien der Hilfsfermionen E, und den Hiipfparametern Tppm = T —m”. Durch
diesen treten nur die folgenden fermionischen Erwartungswerte auf:

n, = <diTTdiT>ﬁ = <diTldi l>ﬁ unabhangig von i
n, = <p§npm>ﬁ = <pZi 1Pa i>,3 unabhéngig von i, /¢
Ngem = Ngp€'m
e <2§T’Tpé»i—mﬁ>ﬁ = <alilp£’i_m’l>~ unabhéangig von i (3.42)
Nagm = Ty €07 ’
= <plnpy,i_m7¢>ﬁ = <pli \Pyi—m, l>ﬁ unabhéngig von i

Bei den Bosonen hingegen nehmen wir an, dass diese vollstindig kondensiert sind. Dies
bedeutet allerdings nicht, dass Supraleitung vorliegt, da dafiir beide Hilfsteilchen konden-
sieren missen. In [38] wurde eine Bosekondensationstemperatur von 7" ~ 1500 K ~ 0,125 %
abgeschétzt. Diese liegt also weit oberhalb der Temperaturen, die wir hier betrachten. Wir
nehmen also an, dass die Boseoperatoren durch je eine komplexe Zahl, dem sogenannten
Ordungsparameter, ersetzt werden diirfen:

d; — <ali>~ = d unabhéngig von i
£ , (3.43)
Pu — <pgi>~ = p, =pe"¥* unabhangig von i
p

Die freie Energie muss auch nach diesen Zahlen minimiert werden. Aus der Translations-
symmetrie und Invarianz der Erwartungswerte unter Drehungen von 7, folgen die gleichen
Symmetrien fiir die Potentiale der Hilfsbosonen,

Asi = A, unabhéngig von i,

)\Z‘

1

3.44
A, unabhéangig von i. ( )

Ausgangspunkt unserer Betrachtung soll nun Hy, die nullte Ordnung der Stérungsreihe in
/v aus Kapitel 3.1 sein, d.h. Uy = U, = oco. Weiterhin vernachlassigen wir zunéchst die
Wechselwirkung U,, zwischen den Sauerstofforbitalen. In den folgenden Kapiteln werden
wir dann noch den Einfluss einer endlichen Sauerstoffwechselwirkung Hp_o und der ersten
Ordnung Storungstheorie Hjp,q untersuchen. Bei letzterem betrachten wir wie in [27] nur
den Anteil des Hipfens zwischen néchsten Nachbarn. Der Hamiltonoperator aus (3.28)
wird also wie folgt zerlegt:

H=Hy+ Ho_o+ Hiora (345)
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mit

_ o * T
HO - Z €aNic — Z tabab aicrbifm,o

aio a#b,imo

+ Udp Z Naic"e i—m,o’

limoo’

HOfO = ny Z nmicrny,i—m,a’ )

imo,o’

_ bt
Hyora = —J4 Z 00 dio iy Dp s m,—oPti—m,—o'
limoo’
1, T 1
- JP Z 00 pa:iapxia’py,i—m,—o'py,i—rm_o—/

imoo’

und

1 1
J, =t
d= <Ud—e+2Udp+Up+g+2Udp>’
t 2
J, =2
p Up

Durch den hermiteschen Ersatzhamiltonoperator aus (3.41)

[j[ = ZEaﬁaiU + Z Tabmagabi—m,tf

aio abimo

ist der Parameterraum durch

xr = (u, Ey, E,, Re'T,

/m>

10 Ty Re Ty I Ty Mg Ay, )

rym? Tym?

bestimmt. Die zu lésenden Selbstkonsistenzgleichungen (3.40) ergeben sich aus

0= g A (7= ), @ - n) vst s} 5 (55

mit

(@) = X (alial) + (alta)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Der Index des statistischen Operators wird der besseren Ubersichtlichkeit wegen bei den

nachfolgenden Rechnungen unterdriickt.
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Kapitel 4

Flussphasen in
Molekularfeldnaherung

4.1 Erwartungswerte fiir reelles Sauerstoffhiipfen

Um in den nachsten Kapiteln die Selbstkonsistenzgleichungen studieren zu kénnen, werden
die fermionischen Erwartungswerte des Hamiltonoperators aus (3.51) benétigt. Diese sollen
nun fiir einen reellen Sauerstoffhiipfparameter hergeleitet werden. Die spétere komplexe
Berechnung findet dabei in Anhang B statt. Zunéchst werden die Wannierzustdnde in
Blochwellen entwickelt

1 "
— ik(2j+ra)
Qi) = —= Y Gy, € . 4.1
jo \/N zk: ko ( )
Dabei wurde als Einheitslange der Kupfer-Sauerstoff-Abstand gewahlt. Der Vektor
k = (ks k,) nimmt die Werte k, = 222 mit ny = —|Z|...[5] und ¢ € {z,y} an
(s. Abb. 4.1) und r, bestimmt die Position des Orbitals innerhalb der Einheitszelle. Als
Bravaisgitter verwenden wir das Kupfergitter, so dass r; = 0 und r, = e,. Der transfor-

mierte Hamiltonoperator

5 Ed P)/kadp P)/ydep dka
H = Z (dLU,kaU,kaa) f}/:vk*po Ep fYkay Pxko (42)
ko Vyk*po 'YkTscy Ep Pyko

ist nun diagonal im k-Raum. Dabei haben wir die in Kapitel 3.3 postulierte Symmetrie der

Erwartungswerte auch auf die Parameter des Ersatzhamiltonoperators
Tiom = Tap (07 (= 1) T Hmd T +(=1) meg!1T) (4.3)

angewandt. Die Phase des Parameters unterteilten wir in gleich- und gegenphasige Anteile
beziiglich £ und m, um die Formfaktoren

Yex = 2cos (k’g o+ (_1)%111) oi(6°+(=1)0) | (4.4)
Yk = 4 cos ky cos ky (4.5)
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Abbildung 4.1: Der Wellenvektor k kann nur Werte innerhalb der Brillouinzone
annehmen. Diese ist um den Kupferplatz zentriert und hat die ausgezeichneten
Punkte I' in der Mitte, X an der Seite und M an der Ecke der Zone.

einfacher zu schreiben. Die oberen Indizes werden wir im folgenden als ©-Phasen refe-
renzieren. Die komplexe Phase der Formparameter ist durch die ©9 und die ©;-Phase
bestimmt.

Als néchstes soll nun der Hamiltonoperator im Raum der p-Orbitale diagonalisiert
werden. Dies geschieht durch die kanonische Transformation

Pao =5 (P + (=1)'P i) (4.6)

wobei ¢/ = x mit 0 und ¢ = y entsprechend mit 1 identifiziert wurde. Der resultierende
Hamiltonoperator lautet dadurch

H=3 Epars + (TvdeGpvko + h.c.) : (4.7)

ako vko

Der Index v bezeichnet darin die neuen Quantenzahlen + und —, die dquivalent zu den
z- und y-Quantenzahlen die p-Béander indizieren. Die neuen Diagonalelemente ergeben sich
zZu

édk = Ed;
gvk = Ep + UIYkT:cy .

Fiir verschwindende d-p-Hybridisierung

7ok = 42 Tap (Yr + VYey) (4.10)

beschreiben die beiden k-veranderlichen Bénder &, eine zweidimensionale Tight-Binding-
Bandstruktur (s. Abb. 4.2). Bei einer endlichen Hybridisierung stoflen sich diese beiden
Bander gegen das untere Band ab, welches sich dadurch auch beziglich k &andert
(s. Abb. 4.3).
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Abbildung 4.2: Die Bandstruktur der oberen beiden Bénder des Ersatzhamil-
tonoperators aus (4.2) zeigt fir verschwindene d-p-Hybridisierung die typische
Bandabstoflung in der Zonenmitte I" und die Entartung am Zonenrand. Die Pa-
rameterwerte sind £y = 0eV, E, = 3,6eV, T,, = 0,65¢V.

-2

Abbildung 4.3: (a) Durch Einschalten der Hybridisierung (74, = 1,3¢eV) sto-
Ben sich nun auch die beiden oberen Béander gegen das untere ab. Dadurch
wird die Entartung am Zonenrand aufgehoben. (b) Auch fiir realistischere Werte,
wie sie spiter aus den Selbstkonsistenzgleichungen folgen (E; = 0,78eV, E, =
29eV, Ty, =0,75eV, Ty, = 0,51eV), erhélt man dieses Bild.
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Mit Hilfe dieses vereinfachten Hamiltonoperators kann man nun die Greenschen Funk-
tionen aus der fermionischen Bewegungsgleichung,

(it ) (2) = ([ 1] 58 )+ ([ Bh] ) (4.11)

ermitteln. Dies fithrt auf ein vierdimensionales Gleichungssystem, welches in Anhang B ge-
16st wird. Durch die retardierten Greenschen Funktionen kénnen dann die Erwartungswerte
im Impulsraum durch

<bLaaka> =) f(Eu)Res.—e,, <<ak03 ka0>>(Z) (4.12)

bestimmt werden. Durch Fouriertransformation erhélt man die Erwartungswerte im Orts-
raum. Mit Hilfe der Rechnung in Anhang B erhélt man die folgenden Ergebnisse:

_ i f(gnk) 2 2 9
e N %; Hn’;én(gnk - gn’k) ((gnk B Ep) B Txy T ) (4.13)

1 Z f(gnk)

np = —

N nk Hn’;&n(gnk - gn/k)
1
(€= B (= Bp) = 5T (Ml + Piof))  (414)
1 imk f<g”k)
Ngtm = — > €
“ N %{: Hn’;ﬁn(gnk - gn’k)
(ke — Ep)va™ + Ty Yi—ex™) Tap (4.15)
1 —imo,k f(g"k)
Ngym = 77 € ?
v N nzk Hn’;én(g’nk - gn’k)
. ((gnk - Ed)Ta:y’yk + po2’7a:k’7yk*) (416)

Dabei bezeichnen &, die Anregungsenergien der Hilfsfermionen, die durch die kubische
Gleichung

0= 5nk3 — (&g + & + 5—k)gnk2

+ <§d§+k + &+ ok — ) ’Tvk’2> Enk

+ 3 Pk — &b (4.17)
=&’ — (By+2E,)En”

+ (QEdEp + Ep2 - xy27k - poZ(’yxk + ’yyk)) 5nk

+ EpTay” (Yax + Vi) — 2Ty Tap e Re Yor Y™ — B (Ep2 - Tmy27k2) (4.18)

gegeben sind. Die Paulimatrix o, wurde dabei benutzt, um die Fouriertransformation der
Sauerstofforbitale darzustellen:

mo.k = myk, — myk, (4.19)
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M r X M

Abbildung 4.4: Im ©;-Fall bewirkt die Phase ¢! des d-p-Matrixelements in der
Bandstruktur eine vertikale Verschiebung der Extrema. Fiir ¢! = 0,757 ist die
Kurve identisch mit der von ¢! = 0,257.

g

Abbildung 4.5: In der ©;;-Phase verschiebt sich durch die Phase ¢!/ des d-p-
Hiipfparameters das obere und untere Band entlang der Diagonalen der Brillouin-
zone. Gleichzeitig verformt sich auch das obere Band stark. Dadurch erfahren auch
die anderen beiden Béander leichte Verformungen.
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Die Phase im ©;-Fall geht also nur in den vorletzten Term der Bestimmungsgleichung der
Energie ein. Dieser hingt von der Phase ¢! des d-p-Matrixelements in der folgenden Weise
ab:

— 64T9E3,,Talp2 cos? k, cos? k, cos 20! (4.20)

Die Bandstruktur ist also 7 periodisch in ¢’ und symmetrisch um ¢’ = 5 (s. Abb. 4.4). Im
©y;-Fall fithrt nach (4.4) die Phase ¢! des d-p-Matrixelements zu einer Verschiebung der
Bénder innerhalb der Brillouinzone. Da aber nach (4.5) v diese Verschiebung nicht zeigt,

deformieren sich zusétzlich die Bander (s. Abb. 4.5).

4.2 Schwache Wechselwirkungen

Bevor wir uns dem Slave-Boson-Hamiltonoperator zuwenden wollen, werden wir uns in
diesem Kapitel die Selbstkonsistenzgleichungen fiir schwache Wechselwirkungen anschau-
en. Die Sauerstoff-Sauerstoff-Wechselwirkung vernachléssigen wir dabei. Die Gleichungen
betrachten wir fir die Zerlegungen der d-p-Wechselwirkung in Stromoperatoren und eine
Kombination aus Strom- und Hiipfmodulierungsoperatoren.

4.2.1 Zerlegung in Stromoperatoren

Um zu einem Operatorenausdruck fiir den Strom von einem Kupferorbital am Ort i zu ei-
nem Sauerstofforbital am Ort i —m zu gelangen, betrachten wir die Kontinuitétsgleichung.
Dort schreiben wir im Fall diskreter Ortswerte die Divergenz durch einen Differenzenquo-
tienten mit der Einheitslange (Kupfer-Sauerstoff-Abstand) im Nenner:

> Tim =V T

fmo o

B 0 Yoo eNdio
ot

(4.21)

Der Strom einer Spinsorte o von einem Kupferorbital am Ort i in m-Richtung zu einem
Sauerstofforbital wurde dabei mit Jj,,, bezeichnet, wiahrend mit J; der von einer Spinsor-
te o auf ein Kupferorbital am Ort i tibertragene Strom ist. Die Ableitung kénnen wir mit
Hilfe der Heisenbergschen Bewegungsgleichung durch einen Kommutator mit dem Hamil-
tonoperator ausdriicken. Betrachten wir den Ersatzhamiltonoperator aus (3.51), so kann
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Abbildung 4.6: Die zwei verschiedenen Stréme in der Einheitszelle konnen durch
gleich (1) oder entgegen (2) gerichtete Strommuster ersetzt werden. Bei ersteren
flielen die Strome zu d-Orbitalen, bei letzteren durch sie hindurch.

dieser Kommutator leicht berechnet werden:

Z Jiim = _Z% Z {Hvﬁdia}_

fmo
_ —i% Z (Td Pragors i)+ ; Toten | Al De o o]
joo m
+ ;Tdém* [pz,j—m,o’ ol ﬁdia]_)
- z% gn‘; (Tapenlobes o — hoc) (4.22)

Aufgrund der auftretenden Summen liegt es nun nahe, den folgenden Ausdruck fiir den
Stromoperator zu verwenden:

o .€
Jiim = Zﬁ (Tdémdgapé,i—m,o - h~0-> (4.23)

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Stréomen des Hubbard-Hamiltonoperators (2.6)
beschéftigen. Da fiir diesen die Kommutatoren komplizierter werden, lassen wir zur Be-
rechnung der analytischen Eigenschaften die Vorfaktoren weg. Wir berticksichtigen zudem
zunachst auch Strome mit Verletzung der Spinerhaltung. Statt mit zwei verschiedenen
Stromen entlang einer Richtung in der Einheitszelle zu operieren, werden wir zu gleich
bzw. entgegen gerichteten Operatoren iibergehen (s. Abb. 4.6). Wir stellen also Strome
einer Richtung zu d-Orbitalen (n = 1) oder durch d-Orbitale hinweg (n = 2) durch

noo’ .t n+1 1
in =1 (Cdiacf,i+eg,0'/ + (_1) CdioCrii—ep,o’ — h.c.

=1 <Z mén—i_lclliocf,i—m,a’) — h.c. (424)

dar. Deren Quadrat kann die Hubbard-Wechselwirkung zwischen den Sauerstoff- und



38 4.2. SCHWACHE WECHSELWIRKUNGEN

Kupferorbitalen beschreiben:

noo’ noo’ INn+1 [ F T
Ji'7 T =Y (my+my) CiioCri—m,o' Cti—m’ o Cdio

mm’

T T
+ Cri—m,o'CdiocCdicCt i—m' 0"

_ \n+1( T T
= (my,+my) <Cdiacdi05mm' T Crimm,o'Cri—m! o’

mm’
T T
- 2Cdiocdiace i—m,o’Cei-m’ o

T T
Z (Cdlocdlo' + CE i—m, U’CZ i—m,o’ 2Cdia'cdia'cf,i—m,o’Cﬁ,i—m,a’
m

1
+ (=" <C},i—eg,afcé,i+e[,a/ — 20} ClioChi ey Critero + h~C-) (4.25)
Dabei wurde im ersten Schritt das Pauli-Prinzip ausgenutzt:
Cgiacgia =0 (426)

Der dritte Term ist gerade der Operatorenausdruck der d-p-Wechselwirkung, wéahrend die
letzte Zeile mit der Summation tiber n, den gleich oder entgegen gerichteten Stromen,
verschwinden wiirde. Dadurch kann der Hamiltonoperator aus (2.6) ohne Wechselwirkung
zwischen den Sauerstofforbitalen mit Hilfe des Abzahlens der Summen tiber die néchsten
Nachbarn in der folgenden Form geschrieben werden:

H = Z(Ga - 2Udp 25adUdp aic Z t alo’cbl m,o

aio a;éb imo

- % Z JZJU nUJ Z ala Caio a1 —oCai,— (427)

nlioo’ aio

Da die Wechselwirkung die Korrelation zweier Strome gleichen Typs beschreibt, ersetzen
wir einen von diesen, im Rahmen einer Molekularfeldnaherung, durch ein Feld Rj. Wir
verwenden somit fiir den Ersatzhamiltonoperator den folgenden Ansatz:

H Z ala CLlO’ + Z abm alacb,ifm,o + Z RZL JZUU (428)

aio a#b,imo nlic

Die Parameter E, und 7, driicken dabei analog zum Ersatzhamiltonoperator (3.51) die
Energien bzw. das Hiipfen der Quasielektronen aus. Verwenden wir die Definition der Stro-
moperatoren (4.23), um diesen Hamiltonoperator mit dem aus (3.51) zu vergleichen, so er-
kennt man, dass das Stromfeld R, den Imaginéarteil des dortigen Martixelements darstellt.
Wir wihlen daher diese Parameter reell, was auch einer Zerlegung in hermitesches (mit re-
ellem Matrixelement) und antihermitesches Hiipfen (mit imagindrem Matrixelement) ent-
spricht. Der Hamiltonoperator wird fiir R, = 0 durch die ersten Terme dominiert, die
reines Bandverhalten beschreiben, wéihrend er im Grenzfall Ry — oo vom letzten Term
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bestimmt wird. Dieser driickt die vollstdndige Auspragung von Flussphasen aus. Um diese
nachzuweisen, suchen wir also im Nachfolgenden nach endlichen Feldern Ry .

Zunachst soll allerdings auf die Besonderheiten der Stromoperatoren eingegangen wer-
den: Der Kommutator der beiden Arten von Stromoperatoren verschwindet nicht, fithrt
allerdings zu Hupfprozessen iibernéchster Nachbarn:

loo’ 200’ o / T T
Ji 5 Ja }_ = Z mz( [Cdiacf,ifm,ahC@,ifm’,a’cdia B

mm’
+ cT c cT C
¢,i—m,o’ Cdio» CdicCei—m’ o' | _

=2 (cl5 e orCoitoper — hoc.) (4.29)

Analoges gilt fir den Kommutator mit reellen Hiipfprozessen, so dass ein Stromoperator
mit dem Ersatzhamiltonoperator

<[Jg;"”’,7%]> —0 (4.30)

sowie mit dem anderen Stromoperator
<|:J£1i0'o'/’Jé2ia'g/j|> fd 0 (431)

im statistischen Mittel, gebildet mit H aus (4.28), vertauscht. Dies legt die Vermutung
nahe, dass die beiden Flussphasen im Ersatzhamiltonoperator separat betrachtet werden
diirfen.

Um nun das Minimalproblem der freien Energie aus (3.39) zu lésen, missen zunéchst
die Erwartungswerte bekannt sein. Der Erwartungswert der Strome héngt mit dem Imagi-
narteil des Hiipferwartungswerts nach

<JZW/> = =2 m," " Imny,,

= —2ngp »_ m" sin aym (4.32)

zusammen. Dabei wurden die Symmetrierelationen aus (3.42) verwendet. Betrachtet man
die beiden Strommuster, so erkennt man, dass der Summationsfaktor gerade dessen Sym-
metrien wiederspiegelt:

61 : Qpe, = Oy —e, (4 33)

611 : Oééeg = _Oéf,—eg

Wir kénnen daher ayy, in eine neue, von m unabhéngige Phase transformieren

Vm = Y m" (4.34)
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und damit kann (4.32) wie folgt einfacher geschrieben werden:

. . ’ / . —
Z men""l SIN Q= Z Sin Z mzn+n O{? = 2sin O(ZL COS OK? " (435)
m m n

Fir die letzte Umformung nutzten wir die Erkenntnis, dass sich fiir n’ # n die beiden Ter-
me der m-Summe nach Anwendung des Additionstheorems gegenseitig auftheben. Da der
Kosinusterm den jeweils anderen Typ Strome beschreibt, kann dieser weggelassen werden,
falls man die Strommuster unabhangig voneinander betrachtet. Den Erwartungswert der
Korrelationen kann man nicht direkt mit dem Wicktheorem spalten, da die Stromoperato-
ren wegen ihrer Hermitezitat weder fermionische noch bosonische Vertauschungsrelationen
erfiillen. Driickt man sie allerdings nach der Relation (4.25) durch Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren aus, so kann man die auftretenden Operatoren kontrahieren:

> <JZWI JZM/> =23 (<C¢T1iocdio> + <C};,i—m,a’cf,i—m,a’>

ni im

T T
- 2<<cdiacdio Cti—m,o’Cli—m,o’

T T
- <Cdiacﬂ,i—m,0’> <C€,i—m,a’cdia> ))

— 4N (nd +n, = (ndnp - nﬁp)>

m

=4N (nd +ny, — 2ngn, + 2n§p>

— AN (nd +n, — 2ngn, + a7 )™ ) (4.36)

. / —_n/
8sin? o}’ cos?aj "

Dabei wurde im letzten Schritt ng, durch den Imaginérteil eines Stromoperators nach (4.32)
ausgedriickt. Da in den Betrag des Hiipferwartungswerts beide Arten von Stromen einge-
hen, kann man diesen durch einen beliebigen Typ Stromoperator ersetzen. Dieser Typ n’
kann im folgenden frei gewéhlt werden. Man kann sich ihn beispielsweise als das zu un-
tersuchende Strommuster vorstellen. Wenn die Strommuster wie oben angesprochen als
unabhéngig von einander betrachtet werden darf, sollte der Kosinus im Nenner verschwin-
den. Der Bruch des letzten Terms muss also unabhangig von der Wahl der verwendeten
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Stromerwartungswerte sein. Im Freien-Energie-Funktional aus (3.39)

pu:@i—ﬂ>—;h(&(emﬂ)+uNu+ﬁ)

1
L (z (c2 E.) (o)
- > (tab + %bm) <Cliacb,i—m,a>

a#b,imo
P OL SCATICAN
- sznggi,(<Jgggl Zmﬂ>'+-R?5aof<JZ””>)) (4.37)

konnen nun die beiden Ausdriicke fiir die Erwartungswerte eingesetzt sowie die nicht be-
noétigten Spinsummen abgezahlt werden und man erhélt

U
F:N(GV%JW—EOW

U,
+ 4 (ep + ?pnp — Ep) ny
- Z (%Zm + tdp) Ndgem — Z (,];:ym + t:cy) Nzym + h.c.

/m m

nlT
_ 22 ( Udp <Jei >3_n5n:n, + R?) <JZTT>

in2 A1 2
7\ 8sin” af cos® ay

+ 16Ugpnan, — ;ln(Sp(eﬁﬂ)) +(1+ (5),u) : (4.38)

Nach der dritten Zeile ist es giinstig die reellen Hiipfparameter des Ersatzhamiltonoperators
zZu

,ZTMm = _tdpa ,];cym = _t:vy (439)

zu wahlen. Die Wechselwirkungen zwischen unterschiedlichen Spinrichtungen kénnen, da
wir einen spininvarianten Ersatzhamiltonoperator verwenden, nur in Besetzungszahlen kon-
trahiert werden. Sie renormalisieren damit nur die Diagonalelemente, beeinflussen also nur
den Bandabstand ¢ und das chemische Potential u. Die vierte Zeile zeigt, dass die Mi-
nimierung des Funktionals beziiglich des Stromfelds R, dem Minimierungsproblem einer
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Parabel entspricht. Dieses kann einfach durch quadratische Ergdnzung

n'17
_ { Udp <J >3_n/ + R?’} <J” TT>
14

8sin? aff’ cos? o

. ’ 7 2
_ Uy <J” TT> 4sin® o} cos®ap " e
— : — :
8sin? o} cos? ap " U,

P

2 si 2 —n/ ,
_ S1n CYEUCOS Oég RZZ ) (440)
d

P

ermittelt werden. Wie man erkennt, wiirden endliche Erwartungswerte des Stromoperators
und damit auch ein reelles, endliches Feld diesen Teil des Freien-Energie-Funktionals er-
niedrigen, wie schon C. M. Varma in [4] zeigen konnte. Da jedoch dieser Erwartungswert
in komplizierter Form von dem Feld R; abhingt und dieses auch in die anderen Teile
des Freien-Energie-Funktionals eingeht, muss untersucht werden, ob die Selbstkonsistenz-
gleichungen solche Losungen zulassen. Diese Abhéngigkeit des Funktionals ist bestimmt
durch (4.32) und den Erwartungswerten (4.13) - (4.15), die schon im letzten Kapitel be-
rechnet wurden:

1 f(&nx)
e N nzk Hn’#n(é‘nkk_ gn’k) ((gnk a Ep)2 B txy2”}/k2) (441)
TN %{: [Ty (Enx — Ek)
1
' <(5 - E(E, 5 (tey” + B2?) (Il + Ivky|2)> (4.42)
< nTT> _ _7Zmen+1 Im Z e“““ f(&Enx)
’;ﬁn( nk — /k>

: ((gnk —E )" — toy e ) Vita? + Ry? (4.43)

mit den Formfaktoren

e = 2cos (ke + o + (~1)/g1T) O+ (4.44)
Y = 4cos k, cosky (4.45)

und Anregungsenergien, die durch
0= Eu’ — (Ba + 2E,)E
+ (QEdEp + B —t, e — (tdpQ + R?2> (Ve + ’Yyk)) Enk
+ K (’le2 + RQQ) (Vo Vo)
+ 2, (tdpQ + R?Q) NeRe vy — Ea (Ep2 - txy27k2) (4.46)
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bestimmt sind und durch die auch eine Abhéngigkeit der Besetzungszahlen vom Stromfeld
folgt. Dabei wurde die Phase von —t,, + iR, in gleich und entgegen gerichtete Phasen ¢°
- ¢!'1 im Strommuster n beziiglich ¢ unterteilt.

Die Ableitung des Freie-Energie-Funktionals, z.B. nach einem Diagonalelement FE,,
kann nun berechnet werden:

OF
0E,

0
=N 2{€d +Ugng — E;+ 8Udpnp}ﬂ
oL,
+ 4{ep + Upny —

nit
- QZ{ Udp<J >3 n(snn +R£

0E,

2
~ | 8sin” af cos? o

o () w

Durch den letzten Term fallt die direkte Ableitung heraus, da

() o, o

Dies gilt auch fiur die Ableitungen nach anderen Parametern z,, da sie nur linear in den
Ersatzhamiltonoperator eingehen. Die Klammern {...} werden fiir andere Matrixelemente
des Ersatzhamiltonoperators mit anderen Vorfaktoren reproduziert. Bei der Ableitung nach
dem chemischen Potenial 1 muss beachtet werden, dass ¢; und ¢, nach (2.9) und (2.10)
davon abhéngen. Diese Ableitung produziert zusétzlich den Term

N{—2n4 —4n, + (1 +9)}, (4.49)

dessen Ausdruck in der Klammer verschwindet, falls die Nebenbedingung der Teilchenzahl
erfiillt wird. Fiir ein Minimum ist es hinreichend und sogar notwendig, dass alle geschweiften
Klammern einzeln verschwinden. Man erhalt so die Selbstkonsistenzgleichungen:

(140) = 2nq+ 4n, (4.50)
Ed = €4 + Udnd + 8Udpnp (451)
Ep = €p -+ Upnp -+ 4Udpnd (452)
Toy = —tuy (4.53)

Toom = —tap (4.54)
. Udp <J"TT>
R, :—(5n7n,4 — PP
sin® o cos? oy
Udpndp
falls n = n/
= { sin o cos aj " amne=n (4.55)
0 falls n # n/
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Wurde fiir n’ ein vorhandenes Strommuster gewéhlt, so kann somit das andere nicht auf-
treten. Die Flussphasen sind also getrennt und der Kosinus im Nenner des Stromfeldes
entféllt. Da allerdings fiir ' in (4.36) auch das jeweils andere Strommuster gewéhlt werden
kann, erwarten wir, dass keine Flussphasen auftreten: Mochte man die Gleichungen auf die
Existenz des ersten Strommusters priifen, so kann man n’ = 2 wéihlen und man erhélt

R, =0. (4.56)

Dies bedeutet, dass dieses Strommuster nicht auftritt. Analog kann man das zweite Strom-
muster iiberpriifen, indem man n’ = 1 wahlt. Wiirde ein Strommuster vorliegen, so konnten
wir also fiir n’ das jeweils andere wéahlen und wir wiirden ein verschwindendes Feld erhalten.

Um die offensichtliche Asymmetrie der Selbstkonsistenzgleichungen beziiglich n’ weiter
zu untersuchen, wenden wir uns nun dem ersten Fall in (4.55) zu. Diese hatten wir auch
fir beide Strommuster bekommen, wenn wir in (4.36) statt ein beliebiges Strommuster
n/, eine symmetrische Kombination beider Strommuster betrachtet hatten. Fir n # n/
dominiert das Stromfeld R, allerdings fiir o} — 0 bzw. 7, dem Fall ohne Strome, wihrend
es fir o = %71’ bzw. %7? seinen Minimalwert annimmt. Da also die Dominanz des letzen
Terms im Hamiltonoperator (4.28) gleichbedeutend mit dem Verschwinden von Stromen
ist, wird auch hier nicht mit einem Auftreten von Stromen gerechnet. Allerdings wurde
bei der Herleitung des Erwartungswerts der Korrelationen (4.36) der Fall of = 0 bzw. 7
ausgeschlossen. Die dort fiir diesen Fall auftretende Singularitdt hat zur Folge, dass auch

die Selbstkonsistenzgleichungen an dieser Stelle divergieren. Betrachtet man eine Funktion

(1 +5) — 2nd — 4np
€q+ Ugng + 8Udpnp — FEy

f(x) =1 e+ Upmy,+4Upns — E, |, (4.57)
—U.d”n‘ff — Ry
sin o

die die Abweichung vom Erfiillen der Selbstkonsistenzgleichungen angibt, so erwartet man
naiverweise fiir verschwindendes Feld R, dass diese Funktion stetig gegen 0 verlduft, da
Losungen ohne Strome existieren. Unterhalb eines bestimmten Wertes des Feldes Ry, wird
sich allerdings die Singularitat bemerkbar machen, so dass f an den Stellen mit R} = 0
divergiert. Dies fithrt zu Minima, die auch fiir Nullstellen gehalten werden kénnen und
somit eventuell Losungen mit Stromen entsprechen. Mit der Berechnung der Erwartungs-
werte aus dem letzten Kapitel ist die numerische Losung der Selbstkonsistenzgleichungen
moglich. Abb. 4.7 zeigt das Verhalten von f fiir verschiedene Parameter z. Letztere wurden
dabei rein zuféllig in einem Bereich ermittelt, dessen Mittelwert sich durch ein Newton-
verfahren ergibt (s. Anhang C). Die gefundenen Funktionswerte wurden anschliefend auf
die f-Rj-Ebene projiziert. Losungen der Selbstkonsistenzgleichungen entsprechen daher
Nullstellen in dem Schaubild. Diese haben aufgrund der Analytizitat von f einen Einzugs-
bereich und sollten daher durch ein angedeutetes Minimum erkennbar sein. Die Numerik
zeigt deutlich zwei Minima symmetrisch um den Ursprung. Bei geringer Auflésung kénn-
ten diese also Nullstellen und somit Losungen mit Stromen sein. Erst die Vergréflerung
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Abbildung 4.7: Die Singularitiat der Selbstkonsistenzgleichungen zeigt sich in deren
numerischer Berechnung im ©;- (oben) und ©;-Fall (unten). Die Parameter des
Ersatzhamiltonoperators H wurden dabei zuféllig bestimmt (je 250000 Punkte
mit 25%, 50% und 100% Abweichung von dem Wert, der mit Hilfe eines New-
tonverfahrens fiir ein positives Feld R gefunden wurde; Varianz des Feldes siehe
Achse) und die Werte auf das Feld R? projiziert. Dadurch entsprechen Losungen
der Selbstkonsistenzgleichungen Nullstellen. Diese treten aufgrund der Unwahr-
scheinlichkeit des Ratens des genauen Wertes im Diagramm nicht auf. Es sollte
allerdings der Einzugsbereich dieser Nullstellen sichtbar sein. Dies konnten die
beiden Minima in den zwei Diagrammen sein. Als Modell-Parameter wurden die
Werte von Hybertsen [25] € = 3,6€V, tg, = 1,3€V, t,, = 0,65eV, U; = 10,5€V,
U, =4¢eV, Uy, = 1,2€V sowie 6 = 0,2 und 7' = 0,01 % ~ 116 K verwendet.
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Abbildung 4.8: Die Vergroflerung des rechten Minimums der ©j;-Phase
aus Abb. 4.7 mittels eines Drei-Punkte-Verfahrens (s. Anhang C) zeigt, dass es
sich nicht um eine Nullstelle handelt. Dadurch sind diese Stellen keine Losung
der Selbstkonsistenzgleichungen. Die Punkte des Verfahrens wurden dabei zur
[lustration verbunden.

beispielsweise des positiven Minimums (s. Abb. 4.8) enthiillt, dass dies nur Minima, aber
keine Nullstellen sind.

Um in den nachfolgenden Kapiteln den Einfluss der Singularitét auszuschlielen, wer-
den wir uns in den nachsten Kapiteln mit einer anderen Zerlegung der Wechselwirkung
beschéftigen, bei der dieses Problem nicht auftritt.

4.2.2 Zerlegung in Strom- und Hiipfmodulierungsoperatoren

Man kann nun analog zu den Stromoperatoren reelle, hermitesche Operatoren definieren,
die zusétzliches Hiipfen (n = 1) oder Modulierung der Hiipfparameter (n = 2) beschreiben
(s. Abb. 4.9):

Ko o= ChinCireno + (=)™ i Criepor + e (4.58)
Die Umschreibung der d-p-Wechselwirkung erhédlt man analog zu den Stromoperatoren.
Der einzige Unterschied in den Gleichungen ergibt sich durch ein anderes Vorzeichen bei

Termen, bei denen Fermionen doppelt erzeugt bzw. vernichtet werden:

noo’ rnoo’ T t t +
Kg" Kyo = Z (Cdiocdia T Cricm,oCri—mo’ QCdiaCdiaCz,i—m,a'Cz,i—m,a'

m

+ (_1>n+1 (C};,i—eg,a’cﬁ,i—&-eg,a’ - 2leiacdiacz,i—eg,a’Cﬁ,i—&-eg,a’ + hC) (459)
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Abbildung 4.9: Die K Operatoren beschreiben zum einen normale Hipfprozesse
(1), zum anderen Dichtewellen in den Hiupfamplituden ngem (2), bei denen die Am-
plituden eines Sauerstoff-Kupferhiipfens innerhalb der Einheitszelle geschwacht
(im Grenzfall sogar aufgehoben und die Fermionen innerhalb der Einheitszelle
lokalisiert) werden.

Dies legt die Schreibweise der Wechselwirkung als Summe der beiden Zerlegungen nahe, da
man so das Pauli-Prinzip nicht ben6tigt. Der Hamiltonoperator in dieser Zerlegung lautet

H = Z(ea + 2Udp + 25adUdp)ﬁ‘aia - Z zfabcjziacb,ifm,zf

aio a#b,imo
U noo’ 1rnoo’ noo’ ynoo’
- % > (Kzi K™ +Js Jy ) : (4.60)

nlioco’

Wegen der zuséitzlichen Operatoren ergdnzen wir den Ersatzhamiltonoperator um weitere
Felder S;':

7:[ = Z Eaa;raaia + Z Ij;bazabyi—mﬁ

aio a#b,imo
+ Y R} 4D SR (4.61)
nlic nlio

Eine weitere Besonderheit an dieser Zerlegung ist, dass der Erwartungswert der neuen
Operatoren mit dem Realteil des d-p-Hiipferwartungswerts verkntipft ist:

<KZ‘”I> =2> m," " Rengpm, (4.62)

Dadurch kann der Betrag des Hiipferwartungswerts ngy,, zerlegt in den Real- und Ima-
ginarteil, einfach durch die Summe der hermiteschen Operatoren ausgedriickt werden
(vel. (4.32)):

nate, = 5 - (K™Y =i (737) (4.63)

n

Die Einfithrung der Singularitit, wie im vorherigen Kapitel, ist hier also nicht notig. Der
Ausdruck fir den Korrelator, der analog zu (4.36) im letzten Kapitel berechnet werden
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kann, vereinfacht sich dadurch zu

X (i w” ) = S i )

n nt

=4N (nd +ny, — 2ngny,

SR () ) (k) ) ) e
Dadurch lasst sich auch die freie Energie
F:N(Q{ed—l-Uand—Ed}nd
4“%%+%%—E%%
— D {Taom + tap}raem — Y _{Toym + tay Jraym + hec.
{m m
o (B ) )
- o (G (s s ()

nli

& 16Uy — Ln(Sp( ) + +5>M) (4.5
g

symmetrischer schreiben. Die Selbstkonsistenzgleichungen ergeben sich analog zum letzten

Kapitel durch Ableiten dieses Ausdrucks. Dabei entstehen die gleichen Faktoren vor den

Ableitungen der Besetzungszahlen n, und der Hiipferwartungswerte n,,m. Es ergeben sich

damit die folgenden Selbstkonsistenzgleichungen:

(140) = 2nq+ 4n, (4.66)
Ed = €¢q + Udnd + 8Udpnp (467)
Ep =€ -+ Upnp + 4Udpnd (468)
Toy = —tuy (4.69)
Taem = —tap (4.70)
n Udap / ot
m_—E{%> (4.71)
n__Uap /ot

Das Feld R, muss im Gegensatz zum letzten Kapitel eine etwas andere Selbstkonsistenz-
gleichung erfiillen. Eine analoge Gleichung gilt fir das neue Feld S;'. Identifizieren wir
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die Matrixelemente des Ersatzhamiltonoperators mit denen aus (3.51), so erhalten wir die
folgenden neuen Selbstkonsistenzgleichungen:

Ey=¢€;+Umg+ 8Udpnp (473)
E, =€, + Upny + 4Ugpng (4.74)
Ty =Toy = —tay (4.75)

Tiem = Taem + D (S? + ZR?)

U
B —
nm’

= _tdp - U’dpndém>k (476)

Das Feld S, bewirkt also eine Korrektur des Realteils des d-p-Matrixelements, wahrend
das Feld R einen Imaginarteil erzeugt. Fiir Strome ist daher das Feld R, maBgeblich. Bei
der analytischen Herleitung der Selbstkonsistenzgleichungen sollte aber das Feld S, nicht
vernachlassigt werden, da sonst die Singularitét des letzten Kapitels auftreten kann. Wegen
der begrenzten Genauigkeit numerischer Analysen kann man so, wie dort gezeigt wurde,
auf vermeintliche Stromlésungen kommen. Ob in den hier vorliegenden Gleichungen Stro-
me enthalten sind, werden wir im néichsten Abschnitt untersuchen. Die dort auftretenden
Selbstkonsistenzgleichungen sind eine Verallgemeinerung derer, die hier hergeleitet wurden.
Wie dort gezeigt wird, ist die Aufteilung in Strom- und Hiipfmodulierungsoperatoren mit
der direkten Kontraktion der Erzeuger und Vernichter konsistent. Zum Vergleich sei noch
darauf hingewiesen, dass die Identifikation der Matrixelemente des letzten Abschnitts mit
denen aus (3.51) einen etwas anderen Ausdruck fiir die Selbstkonsistenzgleichungen ergibt:

Td@m = %Zm + i Z RZL

. Udp
= —t — 4.77
ap ZQSin oy dp ( )

Bei diesen tritt die Phase im Nenner der rechten Seite auf. Der Unterschied zwischen beiden
Herleitungen entsteht nur durch die Verwendung des Pauli-Prinzips. Dadurch fallen bei
Anwendung des Wicktheorems Kontraktionen weg, die im anderen Fall vorhanden waren.
Sie sollten daher beide die gleichen Losungen liefern. Die Selbstkonsistenzgleichungen (4.77)
und (4.76) entsprechen sich nur fiir einen rein imaginéren Hiipferwartungswert of = £7.
Wie im néchsten Abschnitt gezeigt werden kann, folgt diese Bedingung im ©;-Fall (n = 1)
auch aus der mikroskopischen Stromerhaltung. Jedoch kann dort aus der Betrachtung
von (4.15) gefolgert werden, dass dafiir der Hiipfparameter t4, und somit auch der Strom
verschwinden muss (vgl. (4.23)).



50 4.3. STARKE WECHSELWIRKUNGEN

4.3 Starke Wechselwirkungen

4.3.1 Herleitung der Selbstkonsistenzgleichungen

In diesem Kapitel wenden wir uns nun dem Slave-Boson-Hamiltonoperator

A *a
= Zeanaia - Z tabab io 1 m,o’

aio a#b,imo

+ Up D, MdicNtim,or (4.78)

limoo’!

aus (3.46) in seiner vereinfachten Form (Storungstheorie nullter Ordnung in */; ohne
Sauerstoff-Sauerstoff-Wechselwirkung) zu. Dieser soll mittels der Molekularfeldnédherung
mit dem Ersatzhamiltonoperator

li[ = ZE Naio + Z abm® 10 1 m,o (479)

aio abimo

aus (3.51) diskutiert werden. Im Gegensatz zu den letzten Kapiteln werden wir hier die
Erwartungswerte der Wechselwirkung direkt mit Hilfe des Wicktheorems kontrahieren.
Durch die Betrachtung grofler Wechselwirkungen ist auflerdem der Parameterraum um
die Ordnungsparameter der Bosekondensation sowie um die Potentiale der Slave-Boson-
Zwangsbedingung erweitert (s. (3.52)):

x = (u, Eq, Epy Re Tyom, Im Typm, Re Tyym, Im Tyym, Ad, A, d, ) (4.80)

Die ersten Terme der Extremalbedingung aus (3.53) lauten mit Hilfe des Wicktheorems

1

N<<H0— >+Z)\ (Qui) — ))
SE{PICELRENIERE

aio

= > (a®" + Topn) (b by )

a#b,imo

+ Uy Z (<d:radw> <pz,i—m,a’p£,i—m,o’> <dmpel ma><pjz,i—m,a'dio>>

imloo’

SDIPACIEEDY Aa) (4.81)
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und den Symmetrierelationen aus (3.42)

1

N(< >+Z>\ Q(ll _1))

= an(ed - Ed + >\d + 8Udpnp) + 47’Lp(6p - Ep + )\p)

I Z <( (tdpdpg* + ngm> Ndem + C-C.) + Udpngd7_mndém)
/m

-2 ((txypy*px + Teym) Neym + c.c.)

+ Agd'd + Z )\pp@*pg . Z YR (4.82)
l l

Dabei konnten einige der Spinsummen sowie die Summen tiber die verschiedenen, aber
betragsméafig gleichwertigen p-Orbitale ausgefiithrt werden. So entstanden die angegebe-
nen Vorfaktoren, wobei noch beim ersten Wechselwirkungsterm iiber die vier nachsten
Sauerstofforbitale summiert wurde. Aus (3.53) ergibt sich fiir die Ableitung nach einem
Diagonalelement des Ersatzhamiltonoperators

and on 1
0= 8E Ed+)\d+8Udpnp}+4aE {ep_Ep+2z€:)\g}
- 2 Z {tapdpe” + Taem + Ugpnuaa, m} L + c.c.
/m
8n1ym
- 2 Z {tﬂcypy Pz + Txym} + c.c.
o0H
-2 4,
"N <8E > (4.83)

Die Ableitung nach einem anderen Matrixelement des Ersatzhamiltonoperators reprodu-
ziert wieder analoge Gleichungen. Die direkten Ableitungsbetrége fallen auch hier, wegen
der linearen Abhéngigkeit des Hamiltonoperators von den Erwartungwerten, durch den

letzten Term heraus: B
1 /O0H
- = 2n, 4.84
N<8Ea> " (4.84)

Da die Ableitungen der Erwartungswerte als Funktion der Parameter x, linear unabhéngig
sind, miissen die Ausdriicke in den Klammern {. .. } verschwinden. Man erhélt so den ersten
Teil der Selbstkonsistenzgleichungen:

Ej = Xa+ €4+ 8Ugpn, (4.85)
E, =X+ ¢, +4Ugpng (4.86)
Tarm = —tapdpe™ — Uagpnied,—m (4.87)
Ty = —tayDy " Pe (4.88)
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An den ersten zwei Gleichungen erkennt man, dass die Slave-Boson-Potentiale A, reell sein
miissen. Diese ersetzen die schwachen lokalen Wechselwirkungen des letzten Abschnitts.
Aus dem Verschwinden des Imaginérteils der Potentiale der Sauerstofforbitale folgt, dass
diese unabhéngig von der Position innerhalb der Einheitszelle sein miissen:

Nach diesen Potentialen und nach dem chemischen Potential g muss nun zusatzlich abge-
leitet werden. Durch sie erhalt man sowohl die Slave-Boson-Zwangsbedingung als auch die
Nebenbedingung der Teilchenzahl (vgl. (4.49))

1 =2n,4+ |d?, (4.89)
2=4dn, +>_ |p?, (4.90)

l
(1+0) =2n4+ 4n,. (4.91)

Damit die Hilfsbosonen kondensieren, muss das Freie-Energie-Funktional an der Stelle der
Ordnungsparameter d und p, minimal sein. Es kommen hier also auch Ableitungen nach
diesen Parametern hinzu. Sie ergeben

0= —2tdp Zpg*ndgm + )\dd* > (492)
/m

0 = —2tg4,d* Z Nagd,—m — 2tzyDy” Z Ngym + ApDs” (4.93)

0= —2tg,d” Z Nyd,—m — 2tayPs” Z Nyz,—m + ApDy”™ (4.94)

Durch deren Realteil konnen nun einfach die Slave-Boson-Potentiale A4, A, berech-
net werden, wéhrend der Imaginarteil die Ladungserhaltung auf den Kupfer- und
¢'-Sauerstoffplatzen angibt (vgl. (4.23) und Abb. 4.10). Um diese Erhaltungssitze zu er-
kennen, miissen die letzten Gleichungen mit den jeweiligen Ordnungsparametern der Bo-
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Abbildung 4.10: Die ankommenden Strome auf einem Kupferplatz (a) bestehen
aus einzelnen Stromen, die von Kupfer- zu Sauerstoffatomen flielen, wahrend
solche eines Sauerstoffplatzes (b) zusétzlich die von Sauerstoff-Sauerstoff-Stromen
beinhalten.

sekondensation multipliziert werden, durch deren Ableitung sie entstanden sind:

0 = 2tg, Z Im dpe* ngem

fm

= tdp Z Im <Czlicrcf7i—m’g>

fmo
=Y Jutm
/fm

. 8nd
=, (4.95)

0 = 2tg, Z Im ped™ npg—m + (—1)g2t$y Z Im p,py* Naym
m m

=> Jvgm+ (DY Joym

__9m

o (4.96)

4.3.2 Allgemeine Eigenschaften der Selbstkonsistenzgleichungen

Wir betrachten nun die beliebige Phasenwahl zwischen Hilfsfermionen und -bosonen. Dazu
wenden wir die Transformation

d —de%,

pe  — pee’®,

dig — dig €',

Pl — Dtio €'

(4.97)
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(vgl. (3.22)) auf die Selbstkonsistenzgleichungen (4.85) - (4.94) an. Die in diesen
Gleichungen vorkommenden Erwartungswerte &ndern sich dadurch zu

i(be—da)
Nd¢m — Ndim € ) (498)

Ngy — nmyei(‘ﬁy*%)

Damit der transformierte Ersatzhamiltonoperator

f{ - Z Eaﬁaio + Z Tdfm ei(w_%)dzap&i—m,a

aioc fimo

+ Y T €l D + e (4.99)

imo
invariant bleibt, miissen sich seine Matrixelemente zu

E, — E.,

Tdﬁm — Tdﬁm eii(mid)d), (4100)
Twy — sz e Py —¢s)

transformieren. Da die Transformation weder eine Auswirkung auf die Besetzungszahlen
noch auf die diagonalen Matrixelemente hat, bleiben die Gleichungen (4.85) und (4.86)
sowie die der Nebenbedingungen (4.89) - (4.91) unveréndert. Auch die Stromerhal-
tung (4.92) - (4.94) veréndert sich nicht (s. Diskussion zu (3.22)). Die Gleichungen der
Nebendiagonalelemente werden durch die Transformation nur um einen komplexen Faktor
erganzt:

Tam = —tapdpe” — Usphed,—m ' ‘

—  Typ e HEe=a)  — —tapdpy* e~ H(de—da) _ UapTtd,—m e~ Hde—¢q) (4.101)
Ta:ym == _txypy*px .

— Txym e_i(¢y_¢w) — _txypy*px e_i(d)y_(f’x)

Diese Symmetrie wird also durch imagindre Matrixelemente des Ersatzhamiltonoperators
nicht gebrochen. Wir wahlen daher im folgenden die Bosonen rein reell:

d = |d

4.102
p = |pol=Ip (4.102)

Die Erwartungswerte konnen also, wie in Kapitel 4.1 beschrieben, ausgewertet werden. Da-
durch ist die rechte Seite der vierten Selbstkonsistenzgleichung (4.88) reell und somit 7%ym
unabhéangig von der Richtung m des Sauerstoff-Sauerstoff-Hiipfens. Die fiir Flussphasen
entscheidende Gleichung ist also die Selbstkonsistenzgleichung fiir Ty, (4.87).

Wir wollen nun die Abhéngigkeit des Betrages der dritten Selbstkonsistenzglei-
chung (4.87) von der Richtung des Hiipfens betrachten:

po2 = |Tdém|2 = tdp2d2p2 -+ Udp2ndp2 -+ Qtdpdedpndp COS Oy (4103)
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(=1,4+1) (+1,+1)

o+1) T 0 ST 0,41

° - @ + o
(+1,0) (—1,0)
Abbildung 4.11: Das d-p-Hiipfen entlang der Achsen ergibt m = e,, entgegen
m = —ey. Auch die Werte von m fiir das x-y-Hiipfen sind fiir die Verwendung in
Kapitel 4.4 angegeben.

Diese sollte nach unseren Symmetrierelationen (3.42) unabhéngig von ¢ und m sein. Die
Abhéngigkeit der Phase der Hupfparameter ay,, von diesen Parametern darf also nur ein
Wechsel des Vorzeichens sein. Es ist deshalb naheliegend, diese Phase durch gleich bzw.
entgegen gerichtete Anteile auszudriicken. Mit der Transformation

OZO 1 1 1 1 OZI(L())
CYI 1 1 -1 1 -1 Qy(0,1)
aII o Z 1 1 -1 -1 Qg (—1,0) (4104)
OéIII 1 -1 -1 1 Oéy((),_l)
lasst sich die Phase wie folgt schreiben (vgl. (4.34)):
m = & + (=)'’ +mpa!! + (=1)'mea’! (4.105)

Der Faktor my ist dabei fiir d-p-Hiipfen entlang der ¢-Richtung +1, entgegen —1, andernfalls
0 (vgl. Abb. 4.11). Die Unabhéngigkeit des Betrags der Hupfparameter Ty, im Ersatzha-
miltonoperator von dessen Richtung fiihrt also zur Trennung der Phasen, die durch den
oberen Index in der letzten Gleichung referenziert sind. Wie schon am Anfang des Kapitels
bezeichnen wir diese als ©-Phasen. Durch die Selbstkonsistenzgleichungen tibertréagt sich
die Symmetrie der Phasen auch auf die Matrixelemente der Hiipfparameter. Sie untertei-
len den Losungsraum somit in Strommuster, von denen nur je eines gleichzeitig existieren
kann.

Diese Strommuster wurden schon in Abb. 2.11 visualisiert. Dabei entsprechen die Muster
©; und O;; denen von C. M. Varma in [4] untersuchten. O;;; ergibt sich aus dem Strom-
muster O;; durch Drehung des Koordinatensystems um 7. Das 0. Strommuster verletzt
allerdings bei endlichen Strémen die Ladungserhaltung (4.96):

0 = 8t4,dp|naem| sin o’ (4.106)

Wir betrachten daher im folgenden nur die Strommuster ©; und O;;. Fir O; gilt die
folgende Phasenverteilung:

Oéx(lvo) = am(_lvo) = _Oéy(071) = _ay(ov_l) (4107>
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wahrend sich fur das Strommuster O;;

Q(1,0) = ~Qa(~10) = Qy(0,1) = ~0y(0,-1) (4.108)

ergibt.
Berechnet man die Slave-Boson-Potentiale A\, aus der Bedingung fiir Bosekondensati-

on (4.92) - (4.94), so lauten die Selbstkonsistenzgleichungen mit den in diesem Abschnitt
eingefithrten Vereinfachungen:

1+0=2n4+4n, (4.109)
Ed = 8tdp§ Re ndI(LQ) —+ €4 + 8Udpnp (4110)
Ep = 4tdpg Re ndx(l’o) + 4twy( Re nxy(fl,l) + Re nxy(m))

+ €p + 4Udpnd (4111)
Taem = —tapdp — Uapnud,—m (4.112)
Txym - _tmypz (4113)
> =1-2ny, (4.114)
p’=1-2n, (4.115)
Fir O stellt die Ladungserhaltung (4.93) eine zusétzliche Bedingung
0 = 4tgpd Im ngy(1,0) + Stayp Imngy 1) (4.116)

dar. Wir bekamen sie, da wir zunéchst verschiedene Ordnungsparameter fiir die Bosekon-
densation auf z- und y-Sauerstoffplédtzen annahmen (vgl. (3.42) mit (4.102)). Postuliert
man bereits im Ansatz rein reelle Ordnungsparameter, sind also die beiden p-artigen Ord-
nungsparameter gleich, so erhédlt man in den Gleichungen eine weitere Summe iiber die
verschiedenen Orbitale. Statt der lokalen Stromerhaltung auf den Sauerstoffgitterplatzen
ergibt sich dann eine Stromerhaltung fiir die gesamte Einheitszelle. Diese ist mit Ausnahme
der ©g-Phase immer erfiillt. Die lokale Stromerhaltung muss dadurch zuséatzlich postuliert
werden.

Gibt man den Ordnungsparametern ebenfalls einen Index m, der die Richtung des
Hiipfens im Hamiltonoperator (3.46) beschreibt, so fallen in den Gleichungen der Ladungs-
erhaltung die m-Summen weg, da nun nach den Parametern mit unterschiedlicher Richtung
auch getrennt abgeleitet werden muss. Auch fiir den O;;-Fall wiirde sich dann eine zusétz-
liche Bedingung ergeben. Diese driickt dann die makroskopische Ladungserhaltung in der
Or-Phase aus.

4.3.3 Analytische Behandlung der ©;-Phase

In diesem Abschnitt werden wir nur die © ;-Phase behandeln. Wie sich herausstellen wird,
existiert bei dieser eine einfache Abhéangigkeit zwischen dem Real- und Imaginarteil des d-p-
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und dem Imaginérteil des x-y-Hiipferwartungswerts. Dadurch wird sich die Stromerhaltung
stark vereinfachen, woraus starke Einschriankungen an den d-p-Erwartungswert folgen.

Wegen der Unabhéangigkeit der Erwartungswerte von m kénnen wir den Real- und
Imaginarteil des d-p-Hiipferwartungswerts aus (4.15) wie folgt schreiben:

2Td f(En)
Re nga p
d. 1 0 Z Hn';ﬁn(gnk — 8n/k)
. ((Snk — E,) cosk, + 4T, cos k, cos? ky) cos ¢!
=T,Z; cos ¢’ (4.117)
2T En
Im Nz (1,0) dp Z f( k)

Hn’;én (gnk - gn’k)
. ((Snk — E,) cos k, — 4T, cos k, cos” ky> sin ¢!
=T,Z; sing’ (4.118)
Die dabei auftretenden Integrale Z; und Z; sind durch die Anregungsenergien der Hilfs-

teilchen nur schwach von der Phase des d-p-Matrixelements ¢! abhingig. Mit diesen kann
man auch den Imaginéarteil des Sauerstoff-Sauerstoff-Hupferwartungswerts ausdriicken:

AT, ? f(&wx) .
Imn,, = —= cos® k, cos® k n sin 267
v N % yHn’yﬁn(gnk - g’n/k) ¢
po + 1 I
=, (I -1y ) sin ¢* cos ¢ (4.119)

Fiihrt man diese Integrale auch in der Darstellung der Selbstkonsistenzgleichung des d-p-
Matrixelements Ty,(1,0) (4.112) ein, so lauten diese

Ty, cos ¢' = —tydp — Uy T T cos ', (4.120)
Ty,sing’ = Uy T, T; sin ¢’ (4.121)

bzw. nach kurzem Umstellen

Ty (14 Uy TH) cos ¢! = —t,,dp, (4.122)
Ty, (1= UyZr ) sing' =0. (4.123)

Mit deren Hilfe vereinfacht sich die Stromerhaltung zu

_ T’
0 =t,,dpT,,Z7 sin o' + 2t$yp2 2;? <I+ Ir ) sin ¢’ cos ¢'

:po2(< +Ude+)cos¢ T, sin ¢’ +(I+ Ir )sm(b COSQS)

=T, (14 UyZy ) i sin ¢’ cos ¢’ (4.124)
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Deutlich zu erkennen ist die stromlose Losung fiir ¢! = 0 bzw. 7:

0 _ tapdp

=F——— 4.125
dp :Fl + Udp:z-; ( )

Auch eine stromlose Losung mit 7y, = 0 und d = 0 existiert. Deren freie Energie am
Minimum liegt allerdings stets iiber der vorherigen. Nach (4.124) muss fiir eine Losung
mit Stromen wegen der Stromerhaltung der d-p-Hiipferwartungswert ng4y, rein imaginér
sein. Dies kann entweder durch ein verschwindendes Z; oder durch ein rein imaginires
d-p-Matrixelement (¢! = £7%) erfiillt werden. Der Ausdruck in den Klammern von (4.124)
kann wegen der Selbstkonsistenzgleichung (4.123) nicht verschwinden.

Der erste Fall tritt ebenfalls nicht auf, da fiir tiefe Temperaturen Z; negativ ist. Um
dies zu sehen, betrachten wir die bei der Definition auftretenden Summanden:

2 f(gnk)
If = — ky
TN Zk O (ke — &)

((Ex — Bp) +4T cos’ k, ) (4.126)

<0 <0

Fiir sehr tiefe Temperaturen bewirkt die Fermifunktion, dass praktisch nur tiber das ers-
te Band n = 1 summiert wird. Dann ist nach dem Bandschema (s. Abb. 4.2) der erste
Term negativ. Der letzte Summand ist durch die Selbstkonsistenzgleichung (4.113) fiir
Tyym ebenfalls negativ. Da wir von schwacher Dotierung ausgehen, sind immer leere Sau-
erstofforbitale verfiighar und somit ist p # 0. Damit verschwindet das Integral niemals,
was sich auch durch die numerische Berechnung ergibt (s. Abb. 4.12) und dieser Fall kann
nicht auftreten.

Im Fall eines rein imaginaren d-p-Matrixelements muss nach der Selbstkonsitenzglei-
chung (4.122) der Ordnungsparameter der Bosekondensation auf den Kupferplatzen ver-
schwinden. Dadurch wiirde kein realer Strom flieen, da dafiir auch beide Ordnungspara-
meter endlich und somit freie Orbitale beim Kupfer und Sauerstoff vorhanden sein miissten:

<‘]i(2m> = _2%td€mdp Im N = 0 (4.127)

Der Betrag des d-p-Matrixelements muss dann so gewéhlt sein, dass (4.123) erfillt ist:

1
Ir = — 4.128
=g (4125)

Dadurch kann der d-p-Hiipferwartungswert direkt angegeben werden:

)
N(1.0) = ZU—Z’” (4.129)
P

Die vorletzte Gleichung ist allerdings nicht einfach erfiillbar, da auch Z; negativ ist: Zer-
legen wir dieses Integral analog zu Z:
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-3 ‘," \ \ \
0 0,5 1 1,5 2

Im Ty, 1,0

Abbildung 4.12: Loést man die Selbstkonsistenzgleichungen fiir ein festes, rein
imaginéres Ty(1,0), so kann man die Abhéngigkeit der Integrale aus (4.126)
und (4.130) berechnen. Beide Integrale sind stehts negativ.

/]

-2 =15 -1 =05 0 0,5 1 1,5 2
Im po
Abbildung 4.13: Die Erfiillung der Selbstkonsistenzgleichungen der ©;-Phase (be-

stimmt wie in Abb. 4.7 beschrieben) zeigt, wie analytisch vorhergesagt, keine
Flussphasen.
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=
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-2 =15 -1 =05 0 0,5 1 1,5 2
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Abbildung 4.14: Auch die numerische Berechnung (s. Abb. 4.7) der Erfiillung
der Selbstkonsistenzgleichungen im ©-Fall fiir unterschiedliche Wechselwirkungen
(oben: Uy, = 3, unten: Uy, = —10) ergibt keine Flussphasen. Nur die Auspriagung
des stromlosen Minimums veréndert sich.



KAPITEL 4. FLUSSPHASEN IN MOLEKULARFELDNAHERUNG 61

_ 2 f(gnk)
Iy = — ? k,
TTN Zk O L (e — Eni)

((Enc = Ep) + dtayp? cos” k) (4.130)

<0 >0

so miisste fiir eine abstolende Wechselwirkung der negative erste Summand durch den
zweiten iiberkompensiert werden. Allerdings ist dieser letzte Summand wegen des kleinen
ty-Wertes im Allgemeinen kleiner als der erste Summand, der etwa dem Bandabstand e
entspricht. Lost man fiir ein gegebenes d-p-Matrixelement die Selbstkonsistenzgleichungen,
so ergibt sich fiir verschiedene Parameter, dass Z; stets negativ ist (s. Abb. 4.12). Auch
bei Erhohung von t,, bleibt dies so, da dieser Parameter auch in die Berechnung der Ener-
gie eingeht. Somit ist fiir den Parameterbereich aus (2.11) keine Losung mit Strommuster
O; moglich. Da wir im Fall kleiner Wechselwirkungen auf die gleichen Selbstkonsistenz-
gleichungen mit d = p = 1 kamen, ist dort, mit zusétzlicher Postulierung der mikrosko-
pischen Stromerhaltung, ebenfalls keine Losung moglich. Dies zeigt auch die numerische
Berechnung der Selbstkonsistenzgleichungen, mit deren Hilfe auch die Untersuchung un-
wahrscheinlicher Parameter moglich ist (s. Abb. 4.13). Der Einfluss der Wechselwirkung
Ugp legt dabei nur fest, wie scharf das stromlose Minimum ausgeprégt ist (s. Abb. 4.14).

4.3.4 Betrachtung der ©;;-Phase

Die Losung von O;; kann aufgrund der komplizierten Abhéangigkeit der Energie von der
Phase ¢! hier nur niherungsweise erfolgen. Wir wollen von der Tight-Binding-Bandstruk-
tur im Fall 7, = 0 ausgehen (s. Kapitel 4.1). Bei endlicher d-p-Hybridisierung werden
sich, wie dort gezeigt wurde, die Bander abstoflen und zuséatzlich verformen. Wir wollen
nun letzteres vernachlassigen und somit diese Hybridisierung in der Energieberechnung
iiber die Brillouinzone mitteln:

1

N > rl? = 7)° (4.131)

k

|7_vk|2 -

Die erlaubten k-Werte liegen anéhernd dicht und man kann die Summe néherungsweise
durch ein Integral ersetzen

1 1 (33
N%:_UW/( K (4.132)
27
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und damit diesen Mittelwert leicht berechnen:

2=

k (%kz + ’7yk2 + 2U’Y:ck7yk)
— 217;‘12’32 /de (cos2 (km + gzﬁ”) + cos? (ky + <;§H)
+ wvcos (kzz + gb”) cos (k:y + qu) )

2T
dp /ko cos® k, + cos® k) cos® ¢! + (sin® k, + sin? k) sin® @'’

+ vcoskxcoskycos o! )

8
= 2T,,% (1 + v 5 cos gb”) (4.133)

Bei der Anwendung der Addltionstheoreme im dritten Schritt wurden nur achsensym-
metrische Funktionen um ¢/ = 0 mitgenommen, da punktsymmetrische Funktionen
zum Ursprung durch das Integral verschwinden. Die Mittelung der iibrigen Terme konn-
te durch Standardintegrale berechnet werden. Dadurch sind die Energien der Hilfsteilchen
nach (4.17) achsensymmetrisch und somit verschwinden auch bei der Berechnung des Real-
und Imaginéarteils des d-p-Hiipferwartungswerts die punktsymmetrischen Funktionen:

2Td f(Enx)
Re ngay p cos k,,
da(1,0) Z Len (ke — Enic)
((Enk — E,) cos (k:JU + ng) + 4T, cos k,, cos k, cos (ky + QSII) )
2po f(gnk)
Z /;én(gnk - gn’k>
((Enk — E,) cos 2k, cos p! + 4T, cos? k,, cos? k, cos o )
= T,,I} cos ¢, (4.134)
_ 214 f(Enx) .
Im 1y d sin k,,
dz(1,0) Z H ’#n(g gn’k)

((Enk — E,) cos (kx + gb”) + 4T, cos k,, cos k, cos (ky + <b”) )

_ 2 f (End) o
N 2 T B By ™ ) sin? hesin !

= popr sing. (4.135)

Es koénnen also analoge Integrale wie im ©;-Fall definiert werden. Im Fall des Real-
teils ist dieses sogar identisch. So erhélt man fiir die Selbstkonsistenzgleichung des d-p-
Matrixelements

T, (1 - Udejf) cos o' = —t,dp, (4.136)
Ty, (1 - Uy Zi) sing'" = 0. (4.137)
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Abbildung 4.15: Die numerische Berechnung (vgl. Abb. 4.7) der Selbstkonsistenz-
gleichungen im ©;-Fall bestétigt die durch die Naherung gefundene Losung: Auch
hier existieren keine Flussphasen.

Wieder erkennt man leicht die stromlose Losung fiir ¢/ = 0, 7. Fiir eine Flussphase miisste

nach der letzten Gleichung
1

pum Ui{jp
sein, was analog zum ©;-Fall durch die Bandstruktur nicht moglich ist: Fiir tiefe Tempera-
turen wird nur iber das erste Band summiert. Dieses liegt jedoch immer tiefer als F,, was

dazu fithrt, dass Z7 immer negativ ist. Auch hier unterstiitzt die Numerik die gefundene
Néherungslosung (s. Abb. 4.15): Es existiert keine Losung, bei der Strome flieBen.

T (4.138)

4.4 Einfluss weiterer Wechselwirkungen

Wir wollen nun die Wechselwirkung zwischen Sauerstofforbitalen sowie die erste Ordnung
in der Entwicklung nach ¥/; betrachten. Beide Effekte fithren auf dhnliche Resultate. Der
fiir die Sauerstoff-Sauerstoff-Wechselwirkung zusétzlich bendtigte Anteil des Hamiltonope-
rators ist durch (3.47)

Ho_ o = Umy Z ﬁxiaﬁy,ifm,a’ (4139)
gegeben, wihrend die erste Ordnung nach (3.48) dem Hamiltonoperator die Terme

HlOrd = _Jd Z Uo-/diadid’pz,i—m,—Upé,ifm,fcr’
limoo’

B Jp Z O-O-Iplio‘pzia’p;ifm,—o’py,i_m7_O—/ (4140)

imoo’



64 4.4. EINFLUSS WEITERER WECHSELWIRKUNGEN

hinzufiigt, wobei die Austauschkonstanten

1 1
Ja =15 4.141
a dp(Ud—g+2Udp+Up+g+2Udp>’ (4.141)

t2
J, =222 4.142
p Up ( )

durch die Modellparameter bestimmt sind. Fiir die Ableitung der Selbstkonsistenzglei-
chungen wurde in (4.82) der Erwartungswert des Hamiltonoperators benétigt. Der Erwar-
tungswert der hier betrachteten Erginzungen des Hamiltonoperators lautet mit Hilfe des
Abzéahlens der Spinrichtungen und der Summen iiber die nichsten Nachbarn

(Ho_o) = 2NU,, <8np2 — Zn%_mnwm> (4.143)

sowie

(Hiora) = —2N Jg <4ndnp +> Wd,—mndém>

/m

— 2NJ, <4np2 - an,_mngcym) : (4.144)

Durch den spinabhangigen Faktor im Hamiltonoperator der ersten Ordnung werden dabei
nun die verschiedenen Kontraktionen im Gegensatz zu Wechselwirkungen in nullter Ord-
nung addiert. Die Ableitungen der Korrekturen zu der Differenz der Hamiltonoperatoren
liefert, dhnlich wie die d-p-Wechselwirkung in (4.83), nur Anderungen bei der Ableitung der
Erwartungswerte. Die Gleichungen der Erhaltungsgrofen sind jedoch von keiner Anderung
betroffen. Damit ergeben sich die folgenden Selbstkonsistenzgleichungen:

146 =2ng4 +4n, (4.145)
Ed = 8tdp Re %ndx(m) + €q + 4(2Udp — Jd)np (4146)
Ep = 4tdp Re » < dx(1,0) + 4txy Re Fnﬂ?y(—lﬂ) + Re Tgy(1,1)

+ € +2(2Uq — Ja)ng + 42Uy, — Jp)ny, ( )

Taoemn = —tapdpe™ — (Uap + Ja)Mid,—m ( )
Toym = —tuyPy Dz — (Usy + Jp)Nys —m (4.149)
4 =1—2ny (4.150)

( )

p2:1—2np
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Fir die ©7-Phase kommt zusétzlich die Erhaltung des Mikrostroms
0 = tap Im d*pangz,0) + 2oy Impy " panigya 1) (4.152)

hinzu. J; renormalisiert in (4.148) nur die d-p-Wechselwirkung. Die Betrachtungen des
letzten Kapitels bleiben dafiir also weiterhin giiltig. J; erhoht nach (4.141) dabei die effek-
tive Wechselwirkung fiir diese Gleichung, da U; > €. Hingegen bewirken sowohl J, als auch
Usy, dass Tyym nicht mehr reell ist. Dadurch nehmen die Formfaktoren aus (4.4) und (4.5)
eine komplexere Gestalt an:

Yo = 208 (g + @' + (~1)fpHT) o/ (F+0'T) (4.153)
T =2 (cos (kz + ky + (bié) e~ 4 cos (k:m -k, + qbiil) ew%) ey (4.154)
mit

Da beim Hiipfen von Sauerstofforbitalen zu Sauerstofforbitalen m nur die Werte
(+1,+1), (+1,-1), (=1,41), (—1,—1) annimmt, sind die Faktoren vor den verschie-
denen Phasen entweder —1, +1 oder 0 (vgl. Abb. 4.11). Die Zuordnung der Indizierung zur
Orr- und O;;-Phase wurde dabei, wie weiter unten gezeigt wird, entsprechend einer gleich
oder entgegen gerichteten Verschiebung der Brillouinzone beziiglich der beiden Koordina-
ten vorgenommen. Durch die Auswirkung auf die komplexe Phase der Formfaktoren kann
die Verbindung zur ©;-Phase kenntlich gemacht werden: Sie folgt aus der Stromerhaltung,
da diese die einzige Phase ist, fiir die (4.94) nicht verschwindet. Die Zuordnung entspricht
bis auf die Oy -Phase den in Abb. 2.11 zur Erhaltung des Mikrostroms eingezeichneten
Stromen. Die Einteilung der Phasen fiir die Matrixelemente iibertragt sich wieder durch
die Selbstkonsistenzgleichungen auf die Hipferwartungswerte. Bezeichnet gy die Phase
des x-y-Hiipferwartungswerts ng,m = ng, e"*»™, so gehen wir auch hier auf gleich und
entgegen gerichtete Phasen

Oé%ZIJ . 1 1 1 1 Oézy(+1’+1)
axy _ - 2 =2 0 0 Oémy(—l,—l)
o174 0 0 2 =2 || ame (4.156)
Oéi;// 1 1 -1 -1 amy(—1,+1)

tiber. Aus dem gleichen Betrag von T,,m fir jedes Sauerstoff-Sauerstoff-Hiipfen folgt wei-
terhin, dass sich wie in (4.103) die Sauerstoff-Sauerstoff-Phasen nicht mischen:

|T‘,,cym|2 = txy2p4 + (Uyy + Jp)271:,3y2 + thyp2(Uzy + Jp) Mgy COS Qpym (4.157)
Die ©y-Phase, die aus der Invarianz des Betrags des d-p-Matrixelements unter Dre-

hungen von 7, abgeleitet werden kann, verletzt immer noch die Stromerhaltung. Sie kann
daher wie im Kapitel 4.3.2 ausgeschlossen werden.
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In der ©;-Phase kann nun die neue Phase des x-y-Matrixelements durch die Transfor-

mation

i . a(=1D)higl
Do — Dei€ y
Phie —  prio eD P00y (4.158)

eliminiert werden:
po e(_l)ei¢1 — po e(fl)zi(¢1+1/2¢£y)

| 4.159
T:ry ezd)iy N sz ( )

Da diese Transformation nur eine Phasenverschiebung zwischen Fermionen und Bosonen
ist, verdndern sich nur die Gleichungen (4.148) und (4.149) (vgl. Kapitel 4.3.2):

Tiem = —tapdp eiPay — (Uap + Ja)1ed,—m

4 4.160
Toym = —tuyD? e~ 2ibay (Usy + Jp)Nyz,—m ( )

Dabei sind wir nach der Transformation wieder zu reellen Ordnungsparametern der Bo-
sekondensation tibergegangen. Die neuen Erwartungswerte konnen nun mit einem reellen
Sauerstofthiipfparameter berechnet und somit, wie im Kapitel 4.1 beschrieben, ausgewertet
werden. Auch die Ausdriicke der Hiipferwartungswerte durch die Integrale aus Kapitel 4.3.3
sind damit weiterhin moglich. Setzt man die Stromerhaltung (4.152) in den Imaginérteil
der Selbstkonsistenzgleichung fiir 7}y, (4.160) ein

(Usy + Jp)tap d

0 =t,,p°sin2¢%, — . ;poI; sin ¢, (4.161)

so kann man die Phase des d-p-Matrixelements in (4.160) eliminieren. Man erhélt damit
2t ., *p?
(Uny + Jp)tap*d® (=7

singl, = (1= (Uy, + J)I7) sin 267, . (4.162)

Damit diese Gleichung eine nicht triviale Losung fiir gbiy besitzt, muss der Faktor auf
der rechten Seite grofer als '/ sein (s. Abb. 4.16). Dafiir muss die effektive Sauerstoff-
Sauerstoff-Wechselwirkung schwach sein:

4t,°p* 1 — (Ugy + Ja)Ir
tdp2d2 —Ir

Upy + Jp < (4.163)
Zwar kann diese Ungleichung auch erfiillt werden, wenn der Ordnungsparameter der Kup-
ferplatze d annahernd verschwindet, aber wie wir im letzten Kapitel sahen, wiirde dann
auch der Strom innerhalb der Einheitszelle vernachlassighar werden. Fiir den Fall, dass

die Selbstkonsistenzgleichungen nicht fiir p und d weiter eingeschrankt werden sollen, kann
leicht mit (4.145), (4.150) und (4.151) eine obere Schranke von

Upy + J, S 2 (4.164)

fiir die Modellwerte, wie in Abb. 4.7 angegeben werden. Da wir allerdings keine Flussphasen
fir verschwindende Wechselwirkung U,,, J, gefunden haben, ist wegen dieser Gleichung
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Abbildung 4.16: Zur Darstellung der Losbarkeit von (4.162) betrachtet man die
Funktionen sin ¢}, (a) und sin2¢?., . Ist der Vorfaktor letzterer in (4.162) kleiner
als /5 (c), so exsistiert nur der triviale Schnittpunkt mit sin 2¢,, . Ist dieser groBer
(d), so existiert eine weitere Losung. Im Grenzfall (b) stimmen die Steigungen der
beiden Kurven im Ursprung tiberein.

auch nicht mit einem Auftreten bei hoheren Wechselwirkungen zu rechnen. Dies zeigt auch

die numerische Auswertung der durch (4.158) transformierten Selbstkonsistenzgleichungen
(s. Abb. 4.17).

Betrachtet man die Formfaktoren in der ©;;/0;,-Phase, so kann, durch Verschieben
der Brillouinzone

ke — ko — (—1)“%?/ (4.165)

(n € {2,3} bezeichnet dabei die ©;;/0O;-Phase), die Auswirkung der komplexen Phase
des x-y-Matrixelementes kompensiert werden:

II
e — 2cos (k:e T4 (<)t (11 4 ) )

YW — 4cosk,cosk,

(4.166)

Aus diesem Ausdruck wird auch die Zuordnung der d-p- zu den x-y-Phasen der Hiipf-
parameter in der O;;- und ©;;;-Phase klar. Dadurch kénnen die Erwartungswerte wie
im Kapitel 4.1 berechnet werden. Die numerische Losung der Selbstkonsistenzgleichungen
liefert keinen Hinweis auf Strome (s. Abb. 4.18).

Durch die komplexe Phase des x-y-Matrixelements tritt nun eine zusétzliche Pha-
se Oy auf. Um zu dieser Phase zu gelangen, miissen die komplexen Phasen des x-y-
Hiipfparameters die Relation
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Abbildung 4.17: Sowohl die numerische Auswertung der ©;-Phase fiir endliche
Sauerstoff-Sauerstoff-Wechselwirkung U,, = 1 (oben) als auch in erster Ordnung
Storungstheorie in grofilen lokalen Wechselwirkungen (unten) zeigt keine Fluss-
phasen. Die Auftragung entspricht der in Abb. 4.7, wobei der Imaginéarteil des
x-y-Erwartungswerts zwischen —2 und +2 variiert wird.
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Abbildung 4.18: Wie im ©;-Fall zeigt auch die ©;;-Phase keine Hinweise auf
Strommuster bei endlicher Sauerstoff-Sauerstoff-Wechselwirkung (oben) oder bei
Berechnung der Selbstkonsistenzgleichungen in erster Ordnung in groffen lokalen
Wechselwirkungen (unten).
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Abbildung 4.19: In der ©;y-Phase flieBen Stome nur zwischen den Sauerstoffato-
men. Die Linien zeigen eine Einheitszelle, bei der die beide magnetischen Momente
innerhalb der Zelle liegen und somit die meisten Strome an ihrem Rand entlang
fliefBen.

Apy(+1,+1) = Agy(—1,-1) = —Ogy(-1,+1) = —Ogy(+1,-1) (4167)

erfillen. Dies fithrt auf das in Abb. 4.19 gezeigte Strommuster, dass ein mit der ©;;/O ;-
Phase identisches Muster des magnetischen Flusses aufweist. Da die Strome nur zwischen
Sauerstofforbitalen fliefen, kann dieses Strommuster nicht auf ein bisher diskutiertes zu-
riickgefithrt werden. Da zudem die Phase nicht so einfach in den Formfaktor eingeht, kann
die Phase bei der Berechnung der Hiipferwartungswerte nicht abgespalten werden. Die Ar-
gumentation des O;-Falls kann somit nicht angewendet werden. 1. Affleck [3] schlug bereits
1988 ein dhnliches Strommuster auf den Kupferplatzen vor. Da dies allerdings die Transla-
tionsinvarianz brach, wurde es wieder verworfen. Durch Anwendung des Strommusters auf
die Sauerstoffplatze wird diese Symmetrie allerdings nicht gebrochen. Dadurch ist dieses
Strommuster vielversprechend, da im Affleckschen Modell Flussphasen gefunden wurden.
I. Affleck ging jedoch von einem Ein-Band-Hubbard-Modell aus, so dass dhnliche Resulta-
te fiir tg, = 0 und Uy, = 0 zu erwarten sind. Allerdings wird nun die Dotierung von den
Kupferatomen gemessen. Dadurch erhalt man die Losung aus der Affleckschen Flussphase,
indem man in diese hohe Dotierungen beziiglich des Sauerstoffsniveaus einsetzt. Affleck
konnte jedoch zeigen, dass fir solche die Flussphase verschwindet (s. Abb. 4.20). Wir
erwarten daher auch fiir diese Flussphase, dass fiir die Werte der Hochtemperatursupralei-
tung keine Losung mit Stromen existiert. Dies bestéatigt auch die numerische Auswertung
der Selbstkonsistenzgleichungen mit den geénderten Formfaktoren (s. Abb. 4.21).
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0.25T Flux

Abbildung 4.20: Wendet man die Ergebnisse von Affleck auf das Sauerstoffgitter
an, so erkennt man, dass die von ihm gefundene Flussphase nur bei hohen Do-
tierungen existiert. Neben der hier gefundenen Flussphase fand Affleck auch die
Kite- und Peierls-Phase, die Phasen der Hiipfmodilierungsoperatoren entsprechen.
Er lie} diese Phasen mit der Flussphase konkurrieren.
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Abbildung 4.21: Die numerische Auswertung der ©jy-Phase fir endliche
Sauerstoff-Sauerstoff-Wechselwirkung U,, = 1 zeigt, wie schon von den Ergeb-
nissen von Affleck erwartet, keine Flussphasen.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Wie wir sahen, konnte die Wechselwirkung zwischen Kupfer- und Sauerstofforbitalen des
Drei-Band-Hubbard-Modells durch Stromoperatoren ausgedriickt werden. Bei der Losung
der Selbstkonsistenzgleichungen war dies allerdings nicht immer von Vorteil. Als wir sie nur
durch solche Operatoren ausdriickten, konnten wir durch eine geschickte Wahl innerhalb
der Berechnung der Selbstkonsistenzgleichungen einfach zeigen, dass keine Losung mit end-
lichen Stromen existiert. Durch eine andere konnten wir zeigen, dass eine ungenaue nume-
rische Analyse Flussphasen ergeben kann, da im mehrdimensionalen eine Unterscheidung
zwischen sehr kleinen Minima und Nullstellen schwierig ist. Weder die genauere Auswer-
tung noch die Zerlegung in Strom- und Hiipfmodulierungsoperatoren zeigte Flussphasen.

Auch fir starke Wechselwirkungen konnten wir keine Flussphasen nachweisen. Die uni-
tare Transformation stellte sich dabei als ntitzliche Technik zur Eliminierug der doppelt
besetzten Zustédnde dar. Sie ermoglichte so eine Storungsreihe in groen Wechselwirkungen.
Um die préazise Methode des Freien-Energie-Funktionals anwenden zu kénnen, wurde der
Slave-Boson-Formalismus als ein hilfreiches Werkzeug eingefithrt. Durch die Kondensation
der Bosonen wurden die Hiipfparameter in den Selbstkonsistenzgleichungen der schwachen
Wechselwirkungen renormalisiert. In die neuen Parameter gingen die Ordnungsparametern
der Bosekondensation durch das Produkt mit den urspriinglichen ein. Dadurch erhielten
wir aus den Selbstkonsistenzgleichungen sowohl die mikroskopische Stromerhaltung als
auch zwei weitere Bestimmungsgleichungen fiir die Ordnungsparameter. Die Betrachtung
der Selbstkonsistenzgleichungen lieferte wegen der Invarianz des Systems unter Drehungen
um 7, vier getrennte Strommuster. Beim ersten flieBen alle Stréme von den Kupfer- zu
den Sauerstofforbitalen. Dadurch verletzte dieses die Stromerhaltung. Ein anderes lieferte
vier getrennte magnetische Momente in der Einheitszelle. Fiir dieses konnten wir sowohl
analytisch als auch numerisch zeigen, dass eine Losung nicht vereinbar mit der abstoflen-
den Coulomb-Wechselwirkung ist. Die beiden tibrigen dquivalenten Strommuster mit gleich
gerichteten Stromen entlang der Achsen der Einheitszelle lieferten ebenfalls weder in der
numerischen Betrachtung noch unter Vernachlassigung der Deformation der Bandstruktur
durch die d-p-Hybridisierung endliche Strome.
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Die Einbeziehung einer endlichen Wechselwirkung zwischen den Sauerstofforbitalen
sowie die erste Ordnung in der Storungreihe in den groflen lokalen Wechselwirkungen lie-
ferte in der numerischen Analyse keinen Hinweis auf Anderung dieser Tatsachen. Es trat
zudem ein funftes Strommuster auf, bei dem die Strome nur zwischen den Sauerstofforbi-
talen flielen und dadurch, wie die beiden aquivalenten Strommuster in der nullten Ordnung,
zwei magnetische Momente in der Einheitszelle erzeugen. Es ist damit konsistent mit den
Messungen von Fauqué und dhnelte dem von Affleck vorgeschlagenen, verletzt allerdings
nicht die Translationsinvarianz.

Wir konnten somit in unserer Hilfsteilchen-Molekularfeldtheorie des Drei-Band-
Hubbard-Modells fiir den Parameterbereich der Kupratsupraleiter keine Flussphasen nach-
weisen.
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Anhang A

Kommutatoren zur Berechnung der
unitaren Transformation

Fiir die unitéare Transformation in Kapitel 3.1

S = s, (T — Top™") (A.1)
a#b

wurden der Kommutator dieser Transformation mit dem Hamiltonoperator benotigt. Dieser
soll nun berechnet werden. Der Kommutator des zweiten Teils der unitdren Transformation
mit einem beliebigen Operator C' folgt mit Hilfe von
.i.
) (A.2)

aus dem hermitesch konjugierten des ersten Teils. Die Kommutatoren werden dabei wie
folgt getrennt berechnet:

{— Z sabT;’gm, C

a#b

i (lz sl

ab

[Sa Hh + Hd] . = Z SabT;gm> Eél + Z Sasz;Zim7 Eg
a#b a#b _
+ Z Sangzmv Z Tc}(Li + Z Sanggmv Z Tcdd
| a#b c#£d a#b c#d _
12 s e 2 Ui+ |2 s D Ul
La#b c#d a#b c#d

+ h.c. (A.3)
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[S, Hmzac} B — [Z Sanggixa Z ngm

a#b c#d

+ Z SabT(:Zm ’ Z Tcrcrle:T

ab cAd

+ h.c. (A.4)

Dabei wird die Kommutatorrelation der Hubbard-X-Operatoren

X8

ai

X5, = 00y (955 X3 £ 00 X57) (A.5)

oberes Vorzeichen gilt fiir je einen spinarti en Index) sowie die Linearitit der Kommuta-
toren

[AB,C]_ = A[B,C], ¥[A,C]. B (A.6)
[AB,CD]_ = A[B,C], D¥[A,C], BD+CA[B,D], ¥ C[A,D], B (A7)

zu Grunde gelegt. Fir den Kommutator mit den Diagonaltermen (im folgenden soll a # b
und ¢ # d gelten) ergibt sich

T B =tye, > o | XX i X5

ab-c bi—m>
ijmov
_ 2—o0 v 0o 2—o v 0o
- tabec Z U(écb(sal/Xai Xb,i—m + 5ca5—a'VXai Xb,i—m)
imov

= (60(1 + 6cb)€ Tmi:c

c*ab

= Z Sab(ea + Eb)Tc?l}m ) (A8)
a#b

= [Z Sach:Zm7 Z E?

a#b

{T:gma Eg}_ - tab(Uc + 260) Z o {XgiigXl?firfm7 ngﬂ_
ijmo
= _tab(Uc + 260) Z Udcani_UXl?:iy—m
= _5ca(Ua + 26&)T£ix
= [Z Sl STEN == s, (U, + 2€,)T0 . (A.9)
a#b c - a#b
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Die Wechselwirkung im Raum ohne Doppelbesetzungen liefert die folgenden Beitrage:

UC o 4 vv VV
8] =t S XN X
ijmnovy’
=1 UCd 2—0o
- abT. Z a (Scb5 X Xbl del m-—n
+ 5CG6V O'Xa2 UXbl del n
+ 6db5 X:I: m+nX3 UXbl m

+ 6da5u’,—0Xw/ X2 JXbl m)

c,i+n

Z Z Otba ch

a#b,c#£b imnov

= [Z sl S UL =

a#b c£d

<sba (X0 XX+ XU X5TX0 )

s (X2 XX 4+ XY nX,,UXgIJm)> (A.10)

Man erkennt, dass diese die beiden Teilriume mischen und somit nur zu H'? beitragen.
Der erste und der dritte Term konnen aber fiir a = ¢, m = n und ¢ = v bzw. 0 = —v zu
FXL7XDe bi-m kontrahiert werden, so dass dieser Term nur noch zwischen zwei benachbar-
ten Orbltalen wirken. Die Wechselwirkung im Raum mit mindestens einer Doppelbesetzung
fiigt die folgenden Terme hinzu:

[T U] = twlea > @ O [XE XD s XX o+ XY XT o+ XEXY
ijjmnov

:tab Z ( X2 UXbl del n_(s X22

c,i+n

)(2 o X*
ai b,i—n
imnov

+ 51)5 X2 JXbl del m— n_l_(S d Xz UXbl del n

ca~v,—o

- 5dan/ Xz UXbl m_5 X2 UXbl del n

c,i+n
+ 5db5 Xcz? m+nX3 oXbl m+5ca51/ O’XCQ? nXg UXbl m)

s Tmiz’ Ud
Z ab® ab Z

ab c£d

Z Z Utab ch

a#b,c£b imno

a,i—m c,1—1n c,1—1n alm

( (X2 o X”X22 _x22 XbUXQ o )

. (XO" XEoX2 |~ X2 XEOX% )

a,1—m c,1—n c,1—1n a,1—m

— Z Sba (XOO’ X2 oXVY 4 XV X2 o x 0o ) ) (All)
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Die ersten vier Terme liefern Beitrdge zum transformierten Raum mit mindestens einer
Doppelbesetzung, wihrend die letzen beiden Terme auch zu Ubergangsprozessen beitragen.
Allerdings kann fir den Fall @ = ¢ und m = n der zweite und finfte Term wie oben zu
X 2= "Xb1 = kontrahiert werden, so dass er Hipfprozesse zwischen néchsten Nachbarn
beschrelbt Der Kommutator mit den Hiipfprozessen im Raum ohne Doppelbesetzungen
liefert nur Ubergangsprozesse zwischen iibernichsten Nachbarn:

T3, T = ~tata X o [XE X XEXG ]
1ymov

~toted S (5 X257 (8o X8+ X0 ) X0

imnov

ca”v,—o

— 0040 X20Xb1 del n>

- S S

a#b c#d

= - Z Z Utabtbc

a#b,c#b imno
<_SbaX201 mXbnglgn+3 Xslam ( OXCOT n+ZXbVUXBT n> ) (A12)

Die Hiipfprozesse im Raum mit mindestens einer Doppelbesetzung fiigen ebenfalls nur
gemischte Beitrage hinzu:

[Tmm Tcdd}_ = ~taptea Z [Xz UXbl m>’ XQVXdJ n]
ijmov

= _tabtcd Z U<6db6 chlr m+an% UXbl m

imnov

— X (B X X)X

bmmz Y Y et

a#b c£d a#b,c#£b imno
( Xc2(1f nXbUXzflgm - <Xc21 UnX Z XCQT n ) XC(L)C; m) (Al?))
Bei den Elementen der unitiaren Transformation verschwinden gleichartrige Kommutatoren
‘ 2— 2-v
{ ;7;11” crgw} = _tabtcd Z ov [X JXb i—m> X XdJ n] =0
ijmov

—0, (A.14)

a#b c#d

[Z Sab mzx7z (;rcrlmx
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wahrend der Kommutator mit dem hermitesch konjugierten nicht verschwindet:

[T;Zm,TgZixT = toptog Z ov {XQ oXbl m’X Xz u2}

ijmov

= tabtcd Z (5 X2 0 (5 Xb i-m + Xb i- m) XC 1V2m+n

imnov

- 5da51/ JXQOXbl m‘nglz—i-n_‘_(scbé‘u—a)(_'a—O Xz OXbl m

d,i—m—n

— 0 X (B KB+ X) XO )

Z Z tabtbc

a#b,c#£b imno

= [Z ST ZT;{MT —

a#b c#£d

alm c,1—1n c,1—1n alm a,i—m Cl n)

( (X2 o XOX—JQ +X—JOX X2 o +ZO’I/X2 o X

+ S (Xg? DX X)X X XT3 H+ZUVXC X ”ijl”n)) (A.15)
Nur der letzte Term operiert im Raum ohne Doppelbesetzungen. Allerdings entstehen fiir
a # ¢ oder m # n Terme, die zu Hiipfprozessen zwischen tibernéchsten Nachbarn fithren.
Da in der molekularfeld-theoretischen Betrachtung diese nicht verwendet werden, fassen wir
sie in A" zusammen. Mit Hilfe der Kontraktionen konnen nun die Kommutatoren einfach
geschrieben werden:

[SH+HY == YU, +e, — €, +2U,)5, (To™ +Ti™")
a#b
+ M 4 hd 4 pmiT (A.16)
(S H™] =237 3 ovtls, X, G X5 + B+ b 4 A (A.17)
a#bimov

Der Term h? enthilt Operatoren, die im Raum mit mindestens einer Doppelbesetzung
operieren, und Ubergangsoperatoren, die Doppelbesetzungen neu erzeugen oder vernichten,
sind in h™* zusammen gefasst.
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Anhang B

Berechnung der Besetzungszahlen

Zur Berechnung der Erwartungswerte in Kapitel 4.1 musste die Bewegungsgleichung,

2 (s blr ) (2) = {[enr ) 8 )2 + ([ b))

mit dem Hamiltonoperator

H= Z EakMlako + Z (Tvdelrwpvka + h'c-> (B.l)

ako vko

gelost werden. Der dabei auftretende Kommutator ist gegeben durch

[dkm F[} =ty + D ToPuko (B.2)

[kam FI} = Eualoko + Tk o - (B.3)

Dies eingesetzt in die Bewegungsgleichung ergibt die Greenschen Funktionen

= STk (Puacoi dho ) + 1,

= 7 (diidl, )

(2 = ) (Pooi Plio ) = T (dheoi Plao ) + 1, (B.4)
(2= &) (ot Phio ) = S e (Purko Phico )

(2= &) (Povoi Do) = Toos” (dheoiPhieo )

(2 — &) <<de dLa

(Z - <<pvk0' le<0’

)
)
o)
)
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die jedoch noch voneinander abhéngen. Durch Einsetzen gelingt es diese zu entkoppeln
und man erhalt

1 H (gnk - gvk)
Qs Ay ) = = = ,
(i i) z—&—Sa(z) Iz — &)
1 (2 = €a)(z — Evx) — |T-0x?
. T — — ) )
(rorithn) = =g 50 I,z = € ey
dT _ 7-fuk*(z - g—v,k)
<<pvkm ka>> Hn(z _ gnk) )
T _ T—v,k*Tvk
<<pfv,ka7pvka>> Hn('z . gn )
Die dabei auftretenden Selbstenergien sind gegeben durch
2
Ty
Salz) = YA (B.6)
v A ka
2
Su(z) = ’T“k’hka (B.7)
- gd - Zié.;'u,k

und die Anregungen der Hilfsteilchen, die sich als Pole der Briiche durch Erweiterung
ergeben, sind durch die kubische Gleichung

0=Eu’ — (€44 Epie + Ek) En® + <§d§+k + &alk + Eé — Y |Tvk|2> Enk

+ 3 1T v — Eaié (B.8)

bestimmt. Bei der Berechnung der Erwartungswerte nehmen wir an, dass diese nur an
isolierten Punkten identisch sind, die Bander sich also nur an einzelnen Punkten in der
Brillouinzone schneiden. Fiir die restlichen Punkte konnen wir die kubische Gleichung
dann mit Hilfe der Cadanoschen Formeln oder der Einfiihrung von Hilfsgréfien 16sen [40]:
Zunéchst kann man in der kubischen Gleichung durch die Koordinatentransformation

b
Enk — Enk + g (B9)

den quadratischen Term eliminieren. Dabei bezeichnen a = 1, b, ¢, d im Folgenden die
Koeffizienten aus (B.8). Die so entstandene Gleichung &, + pEui + ¢ = 0 hat die Koeffi-
zienten

p=c— — (B.10)

g= " - +d. (B.11)
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Da wir nach drei unterschiedlichen reellen Losungen suchen, muss p negativ sein und wir
finden durch eine weitere Substitution

Enk = T COS Y, , (B.12)
4
r= —gp (B.13)

1
n = 3 arccos <—> + -mn. (B.14)

Durch Resubstitution und Riicktransformation ist die Anregungsenergie gegeben zu

b

5 (B.15)

Enx = 1 COS Y, —

Mit der Bestimmung der Energien konnen nun die Erwartungswerte berechnet werden:
Aus der Definition der Spektralfunktion A%(z)

<bfwaka> = /_O:O dz f(2)A"(2) (B.16)

(f(z) ist die Fermifunktion) kann durch Einfligen eines Konvergenz erzeugenden Faktors
lims_,o+ €*°, der Bezichung zwischen Spektralfunktion und retardierten Greenschen Funk-
tion und zweimaliger Anwendung der Summenregel (s. z.B. [39]) der Erwartungswert durch
das Residuum der Greenschen Funktion ausgedriickt werden:

s
(b.ptr ) / dz A%(2)~ lim Z B

ﬁ 50+ = 1w — 2z
=3 Z <<akg; bL,>>(iw)
=Y F(EmRes.—e,, (1o bl )(2) (B.17)

wobei iw eine Matsubarafrequenz bezeichnet. Da die Pole der Greenschen Funktion die
Anregungsenergien der Hilfsteilchen sind, kénnen nun die Erwartungswerte durch (B.5)
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und (B.17) ermittelt werden:

1

ng= ij (didyy)

. 1 f(gnk) _ _
- N nzk Hn’;én (gnk - gn’k) (gnk §+k>(8nk §_k>

=N o — £ (k™ B = T (B.18)
1 t
" =5N 2 <pvapva>
1 &,
- ﬁ H 4 {é kk_) (c/’ k) ((8nk - éd)( nk 5@1{) |Tvk|2)
nkv 11n/#n\&n n’/
- i f(gnk)
2N nk Hn’#n(gnk - gn’k)
) (2(5nk — Ey)(&x — Ep) — po2 ("ka‘Q + ”ka\z) ) (B.19)
Mo = \/_N > ot <dkTpva> imk
E zmk f((‘: ) *
% i (Enk — En )Tvk (Enke = E-vi)
k)

— ezmk (
N %k: Hn’;én(gn gn'k)

: ((gnk - Ep>po'7kl* + szpovkv;l_g) (B?O)

Moym = ?\f ; <<plkTkaT> - <pIkTp_v,kT>) g imo:k

1 —imok f(gnk)
= — ve z
,%;) H ’;én(gnk - gn’k)

: ((gnk - fd)( nk _5 v,k) - |7——v,k|2 - T—v,k*Tvk)

1 —imo,k f(gnk)
= — e Z
N %k: Hn’;ﬁn (gnk - gn’k)

: ((gnk - Ed)sz/yk + po2’7kz’7ky*) (B21)
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Die Erwartungswerte wurden dabei bereits wieder durch die Matrixelemente des urspriing-
lichen Ersatzhamiltonoperators (3.51) ausgedriickt, die durch

Sax = Fa, (B.22)
ka = Ep + 'U")/kay R (B23)
Tok = 1/\@po(Vka: + U'ka) (B24)

mit den Parametern nach Anwendung der x-y-Hybridisierung (4.6) zusammenhéngen.
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Anhang C

Numerische Verfahren

Zur Auswertung der Selbstkonsistenzgleichungen wurde ein Programm erstellt, um diese
naherungsweise zu losen. Die dabei verwendeten Techniken sollen nun kurz dargestellt
werden.

Die Erwartungswerte enthalten Summen tiber viele k-Werte, die wir zunachst durch
ein Integral ersetzten:

1 1 (335
N 47r2/(_g,—g) 4’k (C.1)

Der Vergleich verschiedener Verfahren zeigte, dass das Simpsonverfahren fiir eine Genau-
igkeit von 1073 etwas schneller als die Berechnung mit festen Stiitzstellen war. Dieses
adaptive Verfahren geht von der Simpson-Formel (s. z.B. [40]) aus, bei der der Integrand
durch ein Polynom zweiten Grades ersetzt wird (s. Abb. C.1):

[ @) = 2 (f(a) +4f(‘“gb> " f(b)) ©2)

Durch die Aufteilung des Integrationsintervalls in zwei kleinere Teilintervalle kann man die
Genauigkeit erh6hen und man gelangt zur zusammengesetzten Simpsonformel

/abdxf(x) 2 b1_2a (f(a) +4f<3a;r b) +2f<2a: b) +4f<a1b> +f(b)) .

Diese ist fiir Polynome bis zum Grad drei exakt; ansonsten ist ihr Fehler

(b—a)  d'f
max —-
46080 ze(ab) dxt

|R| < (C.3)
Die Idee des Simpsonverfahrens ist nun, das Ergebnis der Simpsonformel (C.2) mit dem
der zusammengesetzten (C.3) zu vergleichen. Ist die Differenz grofler als die Toleranz, so
ist es notig, das Intervall zu teilen. Die schon fiir die zusammengesetze Simpsonformel
berechneten Funktionswerte der mittleren Stiitzstellen der neuen Diskretisierung kénnen
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Abbildung C.1: Beim Simpsonverfahren erfolgt die Diskretisierung der Funktion
aufgrund der Abweichung von dieser zu einer Parabel im betrachteten Inteval. Sie
wird daher fein an Wendepunkten diskretisiert.

dabei ibernommen werden. Die erneute Priifung der Abweichung geschieht auf dem rechten
und linken Intervall getrennt, so dass sich die Diskretisierung an die Kurve anpassen kann.
Als Toleranz verwenden wir 1072 pro Iteration.

Der analytische Ausdruck des Integranden dieser Integrale beinhaltete die Differenz der
Energien im Nenner. Schon im Fall ohne Flussphasen ergibt sich dabei eine Entartung am
M-Punkt der Brillouinzone (s. Abb. 4.3). Im O;;-Fall verschiebt sich diese Entartung in die
Brillouinzone hinein. Dadurch kann der Integrand sehr grofl werden. Nun kann zum einen
das Simpsonverfahren bei zu kleinen Diskretisierungsschritten abgebrochen werden, zum
anderen kann man eine Entartung der Energieniveaus verhindern. Im Fall der Entartung
ware auch der analytische Ausdruck des Integranden nicht giiltig, da es dann keine Polstelle
gibt und somit das Residuum verschwindet. Da auch durch numerische Rundungsfehler die
Losung der kubischen Gleichung zur Energieberechnung (B.8) eine positive Diskriminante
und somit komplexe Losungen ergeben kann, fangen wir solche Diskriminanten ab. Ist
diese klein, so benutzen wir statt der Losung (B.15) fiir drei reelle verschiedene Energien,
diejenige bei der zwei Losungen identisch sind:

b —— b
g%k:\g/g—zg, ggk: 3—4q—§ (C4)

Diese ware die korrekte Formel der Energieberechung am M-Punkt im stromlosen Fall. Um
den Ausdruck des Integranden weiterhin beibehalten zu koénnen, heben wir kiinstlich die
Entartung auf, indem wir fiir das obere Band den Wert der doppelten Losung &;;, um 1072
nach oben, entsprechend fiir das mittlere Band & nach unten verschieben.

Mit der Berechnung der Erwartungswerte kann nun die Funktion f, die den Parametern
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Abbildung C.2: Beim Newtonverfahren wird die Schrittweite der Iteration durch
die Ableitung des Funktionswerts an dessen Stelle bestimmt. Dabei folgt es der
Tangente (gestrichelte Linie) an die Funktion bis diese ihren Wert um den Damp-
fungsfaktor o verringert hat (hier: 5).

x,, die Abweichung von den Selbstkonsitstenzgleichungen (s. (4.57)) zuordnet, ausgewertet
werden. Um dessen Nullstellen zu bestimmen wenden wir nun das Newtonverfahren an
(s. z.B. [41]). Dieses iterative Verfahren benutzt die Ableitungsmatrix J der Funktion, um
zu einem Wert zu gelangen, der néher an einer Nullstelle liegt (s. Abb. C.2). Betrachtet
man den Differenzenquotienten der Ableitung als Ausdruck zwischen altem und neuem
Wert des Verfahrens, so kann man den neuen Wert nach

phen — qpalt J_l(g;alt) f(l’alt) (05)

berechnen. Um einen gréfleren Konvergenzbereich zu erhalten, fithrt man noch einen Damp-
fungsfaktor 0 < 0, < 1 ein:

xzeu — let — 0, Z (J—l)l/'u (xalt> fu (xalt> (06)

I

Wir wihlten in unserem Programm o = 107!. Die Ableitungsmatrix erhielten wir aus
dem Differenzenquotienten der Funktion und ermittelten danach mit Hilfe des GauBal-
gorithmus die Inverse der Matrix. Bei diesem wird fiir jede Zeile v durch den Wert des
Diagonalelements J,,, geteilt. AnschlieBend wird die Zeile mit dem Wert .J,,, einer Spalte
1 multipliziert und von der entsprechenden Zeile p subtrahiert. Dies wiederholt man fiir
jede Spalte. Numerische Probleme kann es nun geben, wenn dieses Diagonalelement sehr
klein ist. Deshalb wanden wir im Gauflalgorithmus das Pivotisierungsverfahren an. Die-
ses vertauscht die Zeilen so, dass immer durch das maximale Element der Spalte geteilt
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Abbildung C.3: Beim Drei-Punkte-Verfahren werden drei Punkten in einer Rei-
he so durch die beiden dufleren Mittelpunkte ersetzt, dass danach entweder der
mittlere von ihnen dichter am Minimum der Funktion liegt oder der Fehler, der
durch die beiden dufleren Punkte gegeben ist, kleiner wird.

wird. Problematisch ist es nun, wenn das Verfahren in ein Minimum gelangt (dann muss
ein neuer Startwert gewahlt werden) oder wenn die Nullstelle gleichzeitig ein sehr flaches
Minimum ist. In diesem Fall erhéhten wir den Abstand der Stiitzstellen zur Berechnung
der numerischen Ableitung, bis die Ableitung berechnet werden konnte, maximal jedoch
500 mal um den Faktor 5. Wir beendeten das Verfahren, wenn der Funktionswert unter
1073 fiel.

Um nun zu entscheiden, ob ein gefundener Wert tatsédchlich eine Nullstelle war, ent-
wickelten wir das Drei-Punkte-Verfahren (s. Abb. C.4): Bei diesem erhohten wir unsere
bisherigen Toleranzen um ein Faktor 100. Wir nahmen den gefundenen Punkt des New-
tonverfahrens und je einen Punkt pro Dimension rechts und links (im folgenden immer
beziiglich dieser Dimension) der gefundenen Minimalstelle. Der Punkt in der Mitte zwi-
schen dem linken Punkt und der Minimalstelle iiberpriiften wir auf den Betrag seines
Funktionswerts: War er kleiner als die Minimalstelle, so nahmen wir ihn als neue Minimal-
stelle und die frithere wurde zum rechten Punkt. War er dagegen grofier, so nahmen wir
ihn als linken Punkt im néchsten Iterationsschritt. Analog behandelten wir den rechten
Punkt (vgl. Abb. C.3). Da wir hier nicht die Inverse bilden mussten, war dieses Verfahren,
insbesondere im flachen Bereich, schneller als das Newtonverfahren. Allerdings ist fiir die-
ses Verfahren die Kenntnis eines Gebiets erforderlich, indem sich ein Minimum befindet.
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Punkt links vom Punkt rechts vom

Minimum zg o
Minimum =z Minimum =z
VA r

/

Mittelpunkt a := 2220 bestimmen.
Ist f(z)) < f xg) 7

=<

Mittelpunkt z] := £=7¢ bestimmen.

Ist f(2]) < f(a,) ?

J /Nein

Abbildung C.4: Im Flussdiagramm des Drei-Punkte-Verfahren werden zwei neue
Punkte zj, z] erzeugt. Um das Minimum zu bestimmen, ersetzen nun diese die
Punkte aus der fritheren Iteration.
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