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Kapitel 1

Einleitung

Uber die letzten 50 Jahre hat sich die Halbleiterphysik in jedem nur denk-
baren Bereich der modernen Technologie fest etabliert. Dieser Siegeszug der
Halbleiter ist vor allem darauf zuriickzufiihren, dass man die Eigenschaften
der benutzten Materialien durch gezielte Manipulation (z.B. Dotierung) auf
den jeweiligen Verwendungszweck zuschneiden konnte.

Forschungen haben nun ge- -
zeigt, dass Photonen auf #hn- ' 5
liche Weise manipuliert werden b
konnen wie Elektronen in Halb-
leiter. Ausgangspunkt dieser For-
schungen waren die Arbeiten von
Yablonovitch [1] und John [2]. Die
grundlegende Idee war, Materia-
lien zu entwickeln, deren Zweck
mit “Halbleiter fiir Photonen” um-
schrieben werden kann. Man fand
heraus, dass eine periodische An-
ordnung von Dielektrika mit ei- Abbildung 1.1: optischer Transistor
ner Periodizitdt im Bereich der Wellenléinge des einfallenden Lichtes, die
gewiinschten FEigenschaften aufweist. Diese neuen Materialien wurden als
“Photonische Kristalle” bezeichnet. Sie weisen in Analogie zu Halbleitern
(“elektronische Kristalle”) eine Bandstruktur fiir Photonen auf. Damit sind
optische Bauelemente, wie z.B. ein optischer Transistor (dargestellt in Ab-
bildung 1.1), denkbar. Die Anwendung von Photonischen Kritallen ist damit
aber noch lange nicht erschopft [3]. Durch den gezielten Einbau von Defek-
ten sind Wellenleiter moglich (siehe Abbildung 1.2). Weiterhin kénnen nicht-
lineare Effekte miteinbezogen werden. Daduch sind Summenfrequenzerzeu-
gungen moglich. Man erlangt durch die Manipulationsméglichkeiten in Pho-
tonischen Kristallen auch die Kontrolle iiber die spontane Emission, was fiir
den sogenannten Random Laser verwendet werden kann. Diese vielfaltigen

.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abbildung 1.2: 2D Photonische Kristalle mit Defekten. (a) Wellenleiter (b)
Wellensplitter

Moglichkeiten eroffnen den Photonischen Kristallen eine dhnlich glanzende
Zukunft wie den elektronischen Halbleitermaterialien.

Aus der Fiille an Eigenschaften der Photonischen Kristalle beschéftigt
sich die hier vorliegende Arbeit mit der Pulsausbreitung in zweidimensiona-
len Photonischen Kristallen mit intensitdtsabhdingiger Nichtlinearitdt. Die
Pulsausbreitung ist von grundlegender Bedeutung um z.B. das Transmissi-
onsverhalten verstehen zu konnen. Wir werden zeigen, dass zur Beschreibung
der nichtlinearen Pulsausbreitung nur aus der Bandstruktur errechenbare
Daten notwendig sind. Dazu ist allerdings eine stérungstheoretische Betrach-
tung der Bandstruktur notwendig, welche teilweise schon in [4] veroffent-
licht worden ist. Nach dieser Vorbetrachtung werden wir uns der nichtlinea-
ren Wellengleichung zuwenden und sie mit Hilfe der Multi-Skalen-Methode
behandeln. Diese Methode zur Losung nichtlinearer Gleichungen ist in [5]
ausfiihrlich vorgestellt. Durch eine solche Betrachtung werden wir eine grund-
legende Gleichung zur Beschreibung der Pulsausbreitung in photonischen
Kristallen mit intensitédtsabhéngiger Nichtlinearitdt erhalten. Die Vorge-
hensweise zur Behandlung der nichtlinearen Pulsausbreitung orientiert sich
an dem in [6] veroffentlichten eindimensionalen Fall. Wir werden die Glei-
chung dann fiir den linearen Fall diskutieren und auf das Transmissionspro-
blem anwenden. Die daraus erhaltenen Einsichten, ermdoglichen es uns, ein
sehr effizientes Programm zur Berechnung dieses Problems aufzustellen.

Aufbau:

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden wir die Analogie zwischen den “elektronischen” und
photonischen Kristallen aufzeigen. Dadurch sind wir in der Lage die Begriffe
aus der Festkorperphysik, wie z.B. die Bandstruktur, einzufiihren.

Optische Nichtlinearitéiten werden in Kapitel 3 ndher betrachtet. Es



wird anhand eines anschaulichen Beispiels erklért, wie die Nichtlinearitaten
zustande kommen und welche Effekte sie in dielektrischen Materialien be-
wirken. Ferner werden Methoden zur mathematischen Behandlung solcher
nichtlinearen Gleichungen vorgestellt.

In Kapitel 4 wird dann die Ausbreitung von Pulsen genauer untersucht.
Dabei werden wir feststellen, dass ein Puls als Produkt einer Tragerwelle
und einer Einhiillenden beschrieben werden kann.

Das bereitgestellte Grundlagenwissen wird dann auf eine im unendlichen
Photonischen Kristall laufende Welle angewendet. Es wird sich herausstellen,
dass die Einhiillende dabei eine nichtlineare Schrodingergleichung erfiillt,
fiir die die Tréagerwelle effektive Parameter wie die Gruppengeschwindigkeit,
Gruppengeschwindigkeitsdispersion und effektive Nichtlinearitéit liefert.

In Kapitel 5 wird der endliche Photonische Kristall behandelt. Es wird
eine Methode zur Berechnung des Transmissionsproblems vorgestellt, die
auf den zuvor hergeleiteten Erkenntnissen basiert. Diese Methode benutzt
zur Beschreibung der Welle im Photonischen Kristall nur Daten aus der
Bandstruktur. Diese Welle wird mit Hilfe von Anschlussbedingungen an die
dusseren Wellenfelder angekoppelt. Das dadurch entstehende Gleichungssy-
stem wird gelost und die Ergebnisse werden préasentiert. Wir werden uns im
Laufe des Kapitels zwar auf den linearen Fall beschrénken, eine Erweiterung
auf den nichtlinearen Fall ist jedoch mit etwas mehr Aufwand moglich.

Zum Schluss werden die wichtigsten Erkenntnisse dieser Arbeit zusam-
mengefasst und Erweiterungsmoglichkeiten aufgezeigt.
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Kapitel 2

Photonische Kristalle

In Unterkapitel 2.1 wird erklért, was man unter einem Photonischen Kristall
versteht. Es wird angefiihrt, dass dieser eine Bandstruktur fiir Photonen hat
und es wird die Wellengleichung in einem solchen Kristall hergeleitet.

Im darauf folgenden Unterkapitel 2.2 wird aufgezeigt, wie die Bandstruk-
tur eines Photonischen Kristalls berechnet wird.

In Unterkapitel 2.3 wird gezeigt, welche weiteren Informationen man aus
der Bandstruktur gewinnen kann. Diese Informationen werden in den darauf
folgenden Kapiteln benétigt.

2.1 Grundlagen

Bei Photonischen Kristallen handelt es sich um Materialien mit periodisch
variierendem Brechungsindex. Es sind dabei dreidimensionale, zweidimen-
sionale oder eindimensionale Strukturen moglich. Diese Strukturen sind in
Abbildung (2.1) dargestellt. Eindimensionale Photonische Kristalle beste-
hen aus einer periodischen Abfolge von Ebenen aus dielektrischem Material.
Bei zweidimensionalen Photonischen Kristallen hingegen sind beispielsweise
Zylinder in Richtung der z-Achse periodisch in der xy-Ebene angeordnet.
Die Zylinder besitzen dabei eine andere Dielektrizitatskonstante als das Me-
dium, in das sie eingebettet sind. Im dreidimensionalen Fall sind es Kugeln
statt Zylinder.

Die periodische Anordnung der Dielektrika erm6glicht uns die Einfithrung
des aus der Festkorperphysik bekannten Raumgitters. Die Periodizitit des
Raumgitters ist bei Photonischen Kristallen in der Gréssenordnung der Wel-
lenléinge der betrachteten elektromagnetischen Strahlung. Dies hat zur Fol-
ge, dass es zu Bragg-Streuungen an den Gitterebenen kommt. Durch die
Fouriertransformation des Raumgitters erhélt man das reziproke Gitter mit
den reziproken Gittervektoren G. Die primitive Einheitszelle des reziproken
Gitters wird als Brillouinzone bezeichnet.

Im Gegensatz zu den “elektronischen” Kristallen aus der Festkorperphy-
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6 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLE

Abbildung 2.1: Mégliche Strukturen Photonischer Kristalle

sik sind hier die verschiedenen Dielektrizitéitskonstanten fiir die Struktur
des Raumgitters verantwortlich. Die Unterschiede in den Dielektrizit&tskon-
stanten werden sich im Brechungsindex und somit auch bei der Transmission
bzw. Reflektion von Wellenfeldern bemerkbar machen. Eine einfallende elek-
tromagnetische Welle wird an den periodisch angeordneten Dielektrika auf-
grund der unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten gestreut. In den “elek-
tronischen” Kristallen sind es dagegen die Elektronen, welche am effektiven
Kristallpotential gestreut werden. Wir wissen, dass es in “elektronischen”
Kristallen eine Bandstruktur fiir Elektronen gibt. Die Vermutung liegt also
nahe, dass in einem Photonischen Kristall ebenso eine Bandstruktur auf-
tritt, welche allerdings fiir elektromagnetische Wellen gilt. Diese Vermutung
wird im folgenden Abschnitt bestétigt werden. Die Bandstruktur wird uns
Aufschluss dariiber geben, welche Dispersionsrelation eine sich in einem Pho-
tonischen Kristall ausbreitende Welle erfiillen muss. Aus der Bandstruktur
lassen sich jedoch noch weitere Daten entnehmen. Es wird spéter gezeigt,
dass man z.B. auch die Gruppengeschwindigkeit eines in einem Photonischen
Kristall laufenden Pulses aus ihr bestimmen kann.

2.1.1 Wellengleichung im Photonischen Kristall

Wir wollen zunéchst die Wellengleichung fiir eine in einem Photonischen
Kristall laufende Welle herleiten. Ausgangspunkt hierfiir sind die Maxwell-



2.1. GRUNDLAGEN 7

gleichungen im Medium

V-D = o (
V-B = 0
L. OB

E = —— 2.
V X 5 (2.3)
L -~ 9D

Dabei ist D die elektrische Verschiebungsdichte, B die magnetische Induk-
tion, H das magnetische Feld und E das elektrische Feld. Ferner werden
die freien Ladungen ¢ im Medium und die Stréme j mitberiicksichtigt. Aus
der Elektrodynamik ist bekannt, dass es in isotropen Medien eine Beziehung
zwischen der Verschiebungdichte D und dem elektrischen Feld E der Form

D = eyeE (2.5)

gibt. Dabei ist € die Dielektrizitétskonstante des Mediums. Fiir einen Pho-
tonischen Kristall ist diese Dielektrizitdtskonstante vom Ort 7 abhéngig, es
gilt daher

€= ep(7) .
Der Index p soll signalisieren, dass die Dielektrizitétskonstante in unserem
Fall periodisch variiert. Ebenso ist bekannt, dass es eine Beziehung zwischen

dem magnetischen Feld H und der magnetischen Induktion B gibt. Es gilt
fur diese

—

B = popH (2.6)

wobei i die Permeabilitéit des Mediums ist. Wir gehen davon aus, dass y = 1
gilt, wollen also nichtmagnetische Materialien betrachten. Ferner setzen wir
voraus, dass keine freien Ladungen (¢ = 0) existieren und keine Strome
(j = 0) fliessen. Damit vereinfachen sich die Maxwellgleichungen und die
Beziehung zwischen H und B. Unter diesen Annahmen kann man nun die
Rotation von Gleichung (2.3) bilden und mit Hilfe von Gleichungen (2.4)
und (2.6) zu folgender Wellengleichung fiir das elektrische Feld gelangen

Ep(F)a_Q o
=2 at2E(r,t), (2.7)

wobei ¢ = 1/,/€ofig die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. Die Wellenglei-
chung fiir das magnetische Feld l&sst sich auf &hnliche Weisse herleiten. Man
bildet dafiir die Rotation von Gleichung (2.4) und ersetzt die rechte Seite
durch Gleichung (2.3) mit (2.5). Fiir €,(7) # 0 folgt dann

V x V x E(ft) = —

1 0% -




8 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLE

%

E-Pol. T

T
=

H-Pol. -

Abbildung 2.2: Mogliche Polarisationen fiir den 2D Photonischen Kristall

Die Gleichungen (2.7) und (2.8) sind im allgemeinen als Vektorproblem zu
behandeln.

Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf den zweidimensionalen Photo-
nischen Kristall. Dies bedeutet, dass wir Zylinder in Richtung der z-Achse
betrachten, welche periodisch in der xy-Ebene angeordnet sind. Der Wel-
lenvektor des einfallende elektrische Feld soll senkrecht zur Zylinderachse
stehen. In Abbildung (2.2) ist dies verdeutlicht. Offensichtlich bilden sich
aufgrund der Homogenitét von €, () in z-Richtung zwei entkoppelte Pola-
risationsrichtungen aus; die E-Polarisation, in welcher das E-Feld parallel
zu den Zylinderachsen liegt und die H-Polarisation, bei der das H-Feld par-
allel zu den Zylinderachsen liegt. Wir betrachten in dieser Arbeit nur die
E-Polarisation. Daher ist das elektrische Feld parallel zu den Zylinderachsen
in Richtung der z-Achse, wihrend 7 in der xy-Ebene liegt. Unter Beriick-
sichtigung von Gleichung (2.1) fiir o = 0 gilt

V x V x E(F,t) = —AE(F,t) .

Die Richtung des elektrischen Feldes ist nun allerdings durch die Zylinder-
achsen festgelegt. Die Wellengleichung in einem zweidimensionalen Photoni-
schen Kristall fiir die E-Polarisation kann daher skalar geschrieben werden

> ep(P) O .
AE(T’,t) — 02 @E(T,t) =0 y
wobei E (7, t) parallel zur z-Achse liegt. Zur Berechnung der Eigenmoden ver-

wenden wir einen Separationsansatz, welcher einen harmonischen zeitabh#ngi-
gen Teil vom ortsabhingigen Anteil trennt

E(7,t) = B(F)e“! .

Durch Einsetzen erhalten wir eine Eigenwertgleichung der Form

wQ
AB(F) + S5 6,(ME(F) =0 (2.9)
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Diese Gleichung stellt ein verallgemeinertes Eigenwertproblem mit dem Ei-
genwert w?/c? fiir das elektrische Wellenfeld E(7) dar. Das Losen dieses Ei-
genwertproblems unter geeigneten Randbedingungen wird uns auf die Band-
struktur des Photonischen Kristalls fiihren.

2.2 Bandstruktur

In diesem Abschnitt wird die zuvor hergeleitete Gleichung (2.9) genauer be-
trachtet und der Losungsweg aufgezeigt. Aufgrund der Periodizitdt der Di-
elektrizitétskonstanten e,(") konnen wir das Blochtheorem anwenden, wel-
ches besagt, dass die Losungsfunktion bis auf einen Phasenfaktor gitterperi-
odisch sein muss. Dies bedeutet, dass der Wellenvektor k auf eine Brillouin-
zone beschrinkt werden kann. Die Dispersionsrelation wird damit auf die
erste Brillouinzone zuriickgefaltet. Dies hat zur Folge, dass einem Wellen-
vektor k verschiedene Frequenzen w_r zugeordnet werden. Diese Frequenzen
werden daher mit dem sogenannten Bandindex m versehen, welcher die ver-
schiedenen Losungen numeriert. Diese Numerierung muss dann auch in den
Eigenfunktionen verwendet werden. Wir setzen daher an

—

E,i(7) = e*u, o(7) .

Dabei ist u, () die gitterperiodische Funktion. Der Bandindex m numeriert

die verschiedenen Bénder, wihrend k den Wellenvektor darstellt. Man be-

zeichnet die Losungsfunktion E () unter den Blochbedingungen als Bloch-

welle. Das Einsetzen dieses Theorems in Gleichung (2.9) ergibt

el
H(k) + pCQ w2 olu, 2 (7) =0, (2.10)
wobei

Hk)=A+2ik-V -k
gesetzt wurde. Offensichtlich ist diese Gleichung ein verallgemeinertes Eigen-
wertproblem, wobei u,_ ;- die Eigenfunktion und wfn’z/ c? der Eigenwert ist.

Der Wellenvektor k muss dabei als Parameter betrachtet werden. Berechnet
man die zu einem k gehorenden Eigenwerte und Eigenfunktionen, so bilden
die Eigenfunktionen u,_ () eine vollstindige Orthonormalbasis. Man geht
nun davon aus, dass es zur Darstellung der wesentlichen Eigenschaften der
Bandstruktur eines Photonischen Kristalles wie z.B. Bandliicken und Entar-
tungen ausreicht die Bandstruktur entlang bestimmter Hochsymmetrielinien
in der Brillouinzone zu berechnen. Dabei setzt man voraus, dass zwischen
diesen Hochsymmetrielinen keine Extrema der Bandstruktur liegen, sie also
glatt verlauft. Bei der Berechnung der Zustandsdichte reicht es dagegen nicht
aus, sich auf die Symmetrielinien zu beschrinken, daher muss man iiber alle
k der ersten Brillouinzone integrieren. Die Hochsymmetrieachsen, auf welche
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X M

Abbildung 2.3: Bild der Brillouinzone eines Quadratgitters

man sich bei der Berechnung der Bandstruktur beschriankt, verbinden die
Hochsymmetriepunkte. In Abbildung (2.2) sind die Hochsymmetrieachsen
und die Hochsymmetriepunkte I';, X und M fiir die Brillouinzone des Qua-
dratgitters dargestellt. Zur Berechnung der Bandstruktur wéhlt man daher
die Wellenvektoren auf den Hochsymmetrieachsen und berechnet fiir diese
die Eigenfunktionen und Eigenwerte. Aus den Eigenwerten kann man dann
die Frequenz w, - der mit k laufenden Welle bestimmen, also die Disper-

sionsrelation aufstellen. Trégt man nun w,_: iiber k auf, so erhélt man die
sogenannte Bandstruktur. Ein Beispiel fiir eine Bandstruktur fiir ein Qua-
dratgitter mit Seitenléinge a aus Stdben mit Radius r = 0,45a und der Di-
elektrizitatskonstante ¢ = 13 in Luft ist in Abbildung (2.2) dargestellt. Aus
dieser Abbildung ist ersichtlich, dass sich die Bénder kreuzen oder beriithren
konnen. Diese Besonderheit der sogenannten entarteten Bénder wird bei der
nachfolgenden Betrachtung nocheinmal aufgegriffen. Auch Bandliicken sind
in dieser Abbildung zu sehen. Auf einer Hauptsymmetrieachse entstehen
Bandliicken daurch, dass Frequenzen in einem Frequenzbereich keinem k
auf dieser Hauptsymmetrieachse zugeordnet werden kénnen. Dies bedeutet,
dass Wellen in Richtung dieser Hauptsymmetrieachse mit den Frequenzen,
welche in der Bandliicke liegen, nicht angeregt werden kénnen. Ein Beispiel
fiir eine solche Bandliicke ist zwischen dem ersten und zweiten Band am
X-Punkt zu sehen. Sie liegt allerdings nur auf der Hauptsymmetrieachse
von I'X. Diese Bandliicke ist in Abbildung (2.2) schraffiert dargestellt. Eine
Beschreibung der einzelnen Methoden zur Berechnung der Bandstruktur ist
in [7] und [8] zu finden.

2.3 Daten aus der Bandstruktur

Spéter, in Kapitel 4, wird hergeleitet, dass fiir die Beschreibung eines Pulses
im Kristall die Gruppengeschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeits-
dispersion niitzliche Grossen sind. Die Gruppengeschwindigkeit ist dabei
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wal(21)
o o o
[ N w
T I T I T
L | L

Abbildung 2.4: Bandstruktur eines Quadratgitters

wal(2rT)

Abbildung 2.5: Bandliicke zwischen dem ersten(blau) und zweiten(rot) Band
in ' X-Richtung
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gegeben durch

ﬁmE == Vk wm(kz) .
Sie représentiert die Steigung der Bandstruktur an einem bestimmten k-
Wert. Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion ist durch

)162

= 2 akak, o

MU
mk
gegeben. Daher kann man aus ihr die Kriimmung der Bandstruktur ablesen.
Im zweidimensionalen Fall ist die Gruppengeschwindigkeit offensichtlich ein
Vektor und die Gruppengeschwindigkeitsdispersion eine 2 x 2-Matrix. Somit
lautet die Taylorreihenentwicklung von w um k mit | 7] < 1 also

Um nun die Gruppengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeitsdis-
persion aus der Bandstruktur zu berechnen, bedient man sich der soge-
nannten kp-Storungstheorie. Diese beruht darauf, dass man einen Verschie-
bungsvektor ¢ mit | §| < 7/a zu dem betrachteten k addiert. Eingesetzt in
Gleichung 2.10 folgt

[A+2(E+@-ﬁ—(E+@2+eiﬁwmAum@:0.

Mit der Definition von H (E) aus dem vorherigen Abschnitt erhélt man dar-
aus

0, (2.11)

() —27-00) - 72+ 2D, Ju,

2 Ck+q

wobei
maz—%v+%>

gesetzt wurde. Da |¢] < 7/a ist eine storungstheoretische Betrachtung von
(2.11) moglich

Werg = wp+ 1. Ordnung + 2. Ordnung + --- .

Durch Vergleich mit der Taylorreihe folgt:

e U aus Storungsrechnung 1. Ordnung in ¢

. ]\(—4> i aus Storungsrechnung 2. Ordnung in ¢ .
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2.3.1 Entarteter Fall

Wie im Bild der Bandstruktur (2.2) ersichtlich ist, kénnen sich Bander kreu-
zen oder beriihren. Dies bedeutet, dass fiir einen festen Wert von k mehrere
gleiche Eigenwerte w, ;- existieren. Die dazugehorigen Eigenfunktionen u_ -
bilden dann einen sogenannten Unterraum. Wir wollen im Folgenden davon
ausgehen, dass der Eigenwert w _: g-fach entartet ist. Dies bedeutet, dass
die Eigenwerte w,_z bis w g1k den gleichen Wert haben. Die Eigenfunk-
tionen u,_z bis Up,+g—1 bilden dann die vollsténdig orthonormierte Basis des
Unterraums. Wie aus der Quantenmechanik bekannt ist, kann jede Funktion
des Unterraums durch eine Linearkombination der Basisfunktionen gebildet

werden. Betrachten wir hierzu ein Beispiel aus der Vektorrechnung
3
i =g161+ gabo + g3bs = Y _ Gifi -
i=1

Der Vektor @ wird durch eine Linearkombination der orthonormierten Ba-
sisvektoren é1, éo und és gebildet. Dabei gibt g; die Gewichtung des i-ten
Basisvektors an. Mann nennt g; daher auch Gewichtungsfaktor. Durch eine
solche Vorschrift kann man alle Vektoren des Raumes generieren, der durch
die Basisvektoren aufgespannt wird. Es ist auch ein Basiswechsel moglich.
Dazu muss man neue orthonormierte Basisvektoren finden, welche die obige
Vorschrift erfiillen.

Nach dieser Vorbetrachtung wenden wir uns nun dem Problem der ent-
arteten Stérungsrechnung zu. Dazu wird eine an die Bra-Ket Schreibweise
der Quantenmechanik angelehnte Notation eingefiihrt

Somit lautet die Normierungsbedingung folgendermassen

<m1$ ()

n/;> = dmn -

Zu beachten ist jedoch, dass nun

(mEnk) = /W U () # D

gilt.
FEine neue Basisfunktion des g-fach entarteten Unterraumes hat die Ge-
stalt

m+(g—1)
a,mE) = Z S(éi ’nE> .

Gewichtungsfaktor
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Dabei ist n der Bandindex der entarteten Bénder. Er lduft also vom ersten
der kreuzenden Bénder mit dem Bandindex m bis zum letzten mit dem
Bandindex m + (g — 1).

Ziel der Storungsrechnung ist es nun, herauszufinden, wie diese ent-
arteten Bénder in eine bestimmte Betrachtungsrichtung ¢ aufspalten. Im
entarteten Unterraum kann man, wie oben gezeigt, die Basisfunktionen
frei wihlen. Um die Aufspaltung in eine Betrachtungsrichtung zu erhalten,
bendétigt man somit die Funktionen als Basis, die auch in diese Betrachtungs-
richtung aufspalten. Die Entwicklung einer solchen neuen Basisfunktion in
die Betrachtungsrichtung ¢ lautet nun

IE) .

Die Summe lduft dabei iiber alle Bander, die nicht im entarteten Unterraum
m<n<m+g—1 liegen.

a,mE+§> = ‘a, m/z) + Z(j’- jgg)
l#n

1. Stoérungsrechnung erster Ordnung in ¢
In erster Ordnung setzt man fiir die Basisfunktion in Betrachtungs-
richtung an
IE) .

Fir die Eigenfrequenz in Betrachtungsrichtung gilt

a,mE—i—(f) = ’a, mE) + Z(j’- /f;g)
l#n

(@) _ )
me—Hf B wmk T4 mk '

wobei die Eigenfrequenz an der entarteten Stelle durch w_ - gegeben
ist. Die Gruppengeschwindigkeit héngt dabei auch von der jeweils be-

trachteten Basisfunktion ‘a,m%) ab. Dies wird in Gleichung (2.11)

ZE>

)

eingesetzt und man erhélt
_ vy, () o - gla)
0 = (AE+ - wmg>§q-AlE
n

LA L e @) &(T)
+ <_2q'9(k)+2q'vfni)2 pc2 me>

Diese Gleichung wird nun auf eine der g linear unabhingigen Basis-
funktionen

b, mE) projeziert. Aufgrund der Normierungsbedingung

entfallt dann der Term mit ff@. Dadurch erhalt man einen Ausdruck
fir die Gruppengeschwindigkeit

PO (b, mk ‘ Q(F)

k o
m uJmk

a, mE) Sap - (2.12)
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Dieses Ergebnis ist nicht verwunderlich. Da die neuen Basisfunktionen
orthogonal zueinander stehen miissen, hat man nur eine Geschwindig-
keitskomponente, wenn auf die betrachtete Richtung projeziert wird.
Das Ergebnis ldsst sich leicht auf den nichtentarteten Fall iibertragen
(siehe folgendes Kapitel).

Zur numerischen Berechnung der Gruppengeschwindigkeit stellt man
eine Matrixgleichung auf, in der die Geschwindigkeitskomponenten als
Eigenwerte und die Gewichtungsfaktoren als Eigenvektoren vorkom-
men. Das genaue Verfahren zur numerische Berechnung der Gruppen-
geschwindigkeit aus der Bandstruktur wird in Anhang A geschildert.

Das Projezieren auf eine nicht im Unterraum liegende Funktion ‘LE>
ergibt den Ausdruck

2
7@ 2 ﬂ‘ 50T -
AY = — i <Lk O(F) a,mk) . (2.13)

Dieser wird in der folgenden Rechnung zur Gruppengeschwindigkeits-
dispersion noch eine Rolle spielen.
2. Storungsrechnung zweiter Ordung in ¢

In der zweiten Ordnung setzt man fiir die Basisfunktion in Beobach-
tungsrichtung ¢ an

o mb+d) = a,mE) + 37 A9 ) + Y 8 a]iE)
I#n t#n

Die Eigenfrequenz erhilt nun zusétzlich den Term der Gruppenge-
schwindigkeitsdispersion

w9 =y ~+_’~17(a)+ﬂ-]\7(a)“-ﬂ
mk+q Mk q mk q mk "4 -

Einsetzen in Gleichung (2.11) liefert fiir die zweite Ordung in ¢ die
Gleichung

0 = (I:I(E) + GP(;) me> Z(f 8;;%) -q

+

Durch das Projezieren auf eine der neuen Basisfunktionen des Unter-

7 a 7(a «(a)
b, mk) entfallen Terme mit o' ’); . AZ(E) und C;; . Man

m

vektorraums
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erhilt fiir a = b die folgende Gleichung fiir die Gruppengeschwindig-

keitsdispersion
IR G 5 c? - = 1 S @))2
T Mpgqd = 4 2 (a, mkla,mk) T (q : va>
;2 > (a mk|q- Q(k) lE> g A9 (2.14)
Yk ’ 1k :

Die numerische Auswertung dieser Gleichung ist in Anhang B geschil-
dert.

2.3.2 Nichtentarteter Fall

Der nichtentartete Fall geht aus der entarteten Rechnung hervor, wenn man
die Basisfunktionen des Unterraumes einfach durch Funktionen der Band-
strukturrechnung mk> ersetzt.

e Gruppengeschwindigkeit fiir den nichtentarteten Fall:

G wc; (mk| G |mi) . (2.15)

e Tensor der Gruppengeschwindigkeitsdispersion fiir den nichtentarteten

Fall
2
L o 12 c P 1 R 2
Q'Mmk“q - ’q‘ 2w E<mk|mk>_2w E<q'va>
m m
9 A <mE cj’-ﬁ ZE><ZE cj’-ﬁ mE>
(2.16
+ wmi{»z w? . — W ( )
l#m mk lk

2.3.3 Ergebnisse

Zur Illustration wollen wir die berechneten Daten der Gruppengeschwindig-
keit und Gruppengeschwindigkeitsdispersion fiir die ersten drei Bénder der
in Abbildung (2.2) dargestellten Bandstruktur des Quadratgitters betrach-
ten. In Abbildung (2.6) sind die ersten drei Bénder dieser Bandstruktur
nocheinmal herausgegriffen. Die Bandstruktur ist entlang der Hochsymme-
trieachsen dargestellt. Daher legen wir den Betrachtungsvektor ¢ entlang
dieser Hochsymmetrieachsen und projezieren den Geschwindigkeitsvektor
darauf. Somit wird ¢- ¥, ;- iiber den Hochsymmetrieachsen aufgetragen. Fiir

die Gruppengeschwindigkeitsdispersion stellen wir folglich ¢ ]\7 mi q iber
den Hochsymmetrieachsen dar.

Die Gruppengeschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeitsdispersion
des ersten Bandes sind in Abbildung (2.7) dargestellt. Man erkennt auf dem
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wal(21)

| |
Or X M r

Abbildung 2.6: Die ersten 3 Bander, wobei das 2. und 3. Band an den Stellen
I' und M entartet sind

Abschnitt ' X, dass die Gruppengeschwindigkeit nahezu konstant bleibt und
erst in der Ndhe des X-Punktes auf Null abfillt. Dies entspricht dem Verlauf
der Steigung der Bandstruktur. Die Steigung ist fast konstant und fallt zum
X-Punkt hin auf Null ab. Die physikalische Interpretaion ist die Folgen-
de. Fiir kleine Frequenzen, also lange Wellenldngen des einfallenden Feldes,
sieht dieses nur ein effektiv homogenes Medium, statt eines Photonischen
Kristalls. Da man in einem homogenen Medium eine lineare Dispersion hat,
taucht diese im Grenzfall der kleinen Frequenzen auf. Der Abfall der Grup-
pengeschwindigkeit am X-Punkt kommt nun daher, dass dieser am Rand der
Brillouinzone liegt und sich dort, aufgrund der erfiillten Braggbedingung,
stehende Wellen ausbilden. Dies gilt auch fiir den M-Punkt. Der Verlauf der
Steigung im Bereich X M ist von Null am X-Punkt ansteigend, bis zu einem
Maximum, dann fillt sie am M-Punkt wieder auf Null ab. Auch dieser Ver-
lauf ist in der Gruppengeschwindigkeit gut zu sehen. Der letzte Abschnitt
MT ist dhnlich dem ersten. Die Gruppengeschwindigkeit beginnt hier am M-
Punkt bei Null und fallt dann auf eine Konstante ab. Die Gruppengeschwin-
digkeit des ersten Bandes verschwindet also an den Hochsymmetriepunkten
X und M. Betrachten wir nun die Gruppengeschwindigkeitsdispersion des
ersten Bandes. Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion ist proportional zur
Ableitung der Gruppengeschwindigkeit. Im Bereich I'X ist die Steigung der
Gruppengeschwindigkeit anfangs sehr klein, dann fallt sie zum X-Punkt
schnell ab. Dieses Verhalten spiegelt sich in der Gruppengeschwindigkeits-
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Abbildung 2.7: Gruppengeschwindigkeit(blau) und Gruppengeschwindig-
keitsdispersion(cyan) fiir erstes Band

dispersion wieder. Die physikalische Erkldrung des Verhaltens ist wiederum
die des effektiv homogenen Mediums bei kleinen Frequenzen um I'. Da im
homogenen Medium eine lineare Dispersion vorliegt, kann keine Gruppenge-
schwindigkeitsdispersion existieren. Am X-Punkt hat die Gruppengeschwin-
digkeit einen Knick, daher ist die Ableitung an dieser Stelle nicht definiert.
Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion springt nach X auf einen positiven
Wert und féllt dann bis zu M in den negativen Bereich ab. Dabei hat sie an
der Stelle den Wert Null, an der die Gruppengeschwindigkeit ihr Maximum
erreicht. Die Gruppengeschwindigkeit weist am M-Punkt keinen Knick auf,
die Gruppengeschwindigkeitsdispersion hat an dieser Stelle keinen Sprung.
Sie erreicht ein Minimum und steigt zum I'-Punkt hin erst steil, dann sehr
langsam auf Null an. Dieses Verhalten ist auch in der Steigung der Grup-
pengeschwindigkeit zu finden.

Die gewonnenen Daten aus dem Programm zur Berechnung der Grup-
pengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeitsdispersion geben also ge-
nau den erwarteten Verlauf wieder. Bisher hatten wir allerdings noch keinen
entarteten Punkt. Dies wird nun durch die Betrachtung des zweiten und
dritten Bandes nachgeholt.

Da sich die Bander des zweiten und dritten Bandes am Punkt M beriihren,
ist die Gruppengeschwindigkeit dieser beiden Bénder in Abbildung (2.8) und
die Gruppengeschwindigkeitsdispersion in Abbildung (2.9) aufgetragen. Of-
fensichtlich ist die Gruppengeschwindigkeit an den Hochsymmetiepunkten
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I'; X und M Null. Der Grund hierfiir ist die erfiillte Braggbedingung. Diese
besagt, dass die Anderung des Wellenvektors AK ein Vielfaches des rezipro-
ken Gittervektors G sein muss. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, bilden sich
stehende Wellen mit ¥ : = 0. Man kann allgemein sagen, dass die Grup-
pengeschwindigkeit an den Hochsymmetriepunkten immer Null ist, nur das
erste Band bildet eine Ausnahme am I'-Punkt, da dies den Grenzfall des
homogenen Mediums bildet.

Uns interressiert nun der entartete Punkt M. Dort hat das zweite Band
einen Wendepunkt und das dritte Band ein Minimum. Fiir den Verlauf
der Gruppengeschwindigkeit bedeutet dies, dass die Gruppengeschwindig-
keit des zweiten Bandes nur den Nullpunkt beriihrt, wahrend die Gruppen-
geschwindigkeit des dritten Bandes die Nulllinie schneidet. In Abbildung
(2.8) ist das Schneiden der Gruppengeschwindigkeit des dritten Bandes mit
der Nullline zu sehen. Die Gruppengeschwindigkeit des zweiten Bandes f#llt
am M-Punkt ebenfalls auf Null ab, steigt dann aber wieder. Dies ist auch in
der Gruppengeschwindigkeitsdispersion des zweiten Bandes ersichtlich, da
diese einen Sprung aufweisst. Die Gruppengeschwindigkeitsdispersion des
dritten Bandes zeigt in Abbildung (2.9) einen kontinuierlichen Verlauf oh-
ne Sprung. Fiir die Werte am entarteten Punk M erwarten wir, dass die
Gruppengeschwindigkeit Null ist, wihrend die Gruppengeschwindigkeitsdis-
persion endliche Werte annimmt. Fiir das zweite Band sollte die Gruppen-
geschwindigkeitsdispersion einen negativen Wert haben, da die Kriimmung
des Bandes negativ ist. Fiir das dritte Band muss die Gruppengeschwindig-
keitsdispersion jedoch einen positiven Wert haben. Dies kénnen wir in den
Abbildungen erkennen. Auch der entartete Fall wird daher richtig darge-
stellt.

Nachdem wir den Verlauf der berechneten Werte qualitativ bestétigt ha-
ben, wollen wir nun auch einen quantitativen Vergleich anfiihren. In Abbil-
dung (2.10) ist daher die Stérungsrechnung in schwarz mit der Bandstruktur
abgebildet. Fiir die Storungsrechnung wurde dabei der Wert der Bandstruk-
tur als Ausgangspunkt gelegt. Dann wurde mit Hilfe der daraus berechne-
ten Gruppengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeitsdispersion in die
jeweilige Richtung erweitert. Die Ubereinstimmung der Niherung mit der
Bandstruktur ist in dieser Abbildung ersichtlich.

Zusammenfassung

Wir wollen hier nocheinmal die wichtigsten Punkte dieses Kapitels zusam-
menfassen.

e Photonische Kristalle bestehen aus einer periodischen Anordnung von
Dielektrika.

e Sie besitzen aufgrund dieser Periodizitdt eine Bandstruktur fiir elek-
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Abbildung 2.8: Gruppengeschwindigkeit fiir zweites (rot) und drittes (griin)
Band
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Abbildung 2.9: Gruppengeschwindigkeitsdispersion fiir zweites (rot) und
drittes (griin) Band
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Abbildung 2.10: Ergebnisse der Stérungsrechnung in der Bandstruktur

tromagnetische Wellen.

e Aus dieser Bandstruktur lassen sich mittels der kp-Stoérungstheorie die
Gruppengeschwindigkeit v/ - und die Gruppengeschwindigkeitsdisper-

«—>
sion M i bestimmen.
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Kapitel 3

Nichtlinearitiaten

In Unterkapitel 3.1 wird die Reaktion eines Mediums auf ein dusseres elek-
trisches Feld erklart. Vor allem sollen mégliche nichtlineare Effekte motiviert
werden. Dazu wird ein anschauliches klassisches Modell diskutiert.

Im darauf folgenden Abschnitt 3.2 wird ndher auf die Effekte der nichtli-
nearen Terme eingegangen. Es wird ferner gezeigt, welcher nichtlineare Term
fiir uns interessant ist.

Das Unterkapitel 3.3 beschéftigt sich mit der mathematischen Behand-
lung von nichtlinearen Gleichungen. Es wird die Multi-Skalen-Methode vor-
gestellt und motiviert. Diese Methode wird dann in den folgenden Kapiteln
benutzt.

3.1 Grundlagen

Stabile Systeme haben die besondere Eigenschaft, dass sie nach einer &us-
seren Storung wieder in ihren Ausgangszustand, den sogenannten Grundzu-
stand, zuriickkehren wollen. Dies wird folgendermassen erkldrt. Das System
versucht den Zustand mit der niedrigsten erreichbaren Energie einzunehmen.
Es befindet sich also in einem Minimum der Potentialfunktion. In erster
Naherung kann die Potentialfunktion um dieses Minimum als Parabel an-
genommen werden, dies entspricht dem linearen Fall, welcher schematisch
in Abbildung (3.1 a) dargestellt ist. Jedes stabile System kann daher fiir
kleine Auslenkungen als linear betrachtet werden. Mit Auslenkung ist dabei
gemeint, dass das System durch dussere Kréifte z.B. einem Schlag aus seiner
Ruhelage gebracht wird. Der nichtlineare Charakter kommt nun erst ab einer
gewissen Auslenkung zum Tragen. Dies bedeutet, dass die Parabelndherung
fiir das Potential nicht mehr angenommen werden kann, siehe Abbildung
(3.1 b). Es miissen also bisher vernachléssigte Kréfte im System miteinbezo-
gen werden. Lineare Systeme sind daher als ein Spezialfall der nichtlinearen
aufzufassen. Um dies zu veranschaulichen bedienen wir uns eines einfachen
Experimentes. In Abbildung (3.2) ist der Versuchsaufbau dargestellt.

23
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x=0 X3 X, U(x) @

MM.

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der harmonischen Auslenkung (a)
und anharmonischen Auslenkung (b) einer Feder
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Abbildung 3.2: Versuchsaufbau
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Wir betrachten ein in einen Kondensator eingespanntes Dielektrikum.
Der Kondensator werde mit Wechselspannungen im Frequenzbereich des
optischen Lichtes betrieben. Das jeweils anliegende elektrische Feld indu-
ziert nun eine ihm entgegengerichtete Polarisation des Dielektrikums. Diese
Polarisation entsteht dadurch, dass Elektronen und Atomkerne in unter-
schiedliche Richtungen ausgelenkt werden, sich also ein Dipol ausbildet. Die
Stéarke der Auslenkung wird dabei durch die Amplitude des angelegten Fel-
des bestimmt.

Da sich die Atome in einem Festkorper befinden, bilden sie ein fiir das je-
weilige Dielektrikum charakteristisches Gittersystem aus. In unserem Modell
gehen wir somit davon aus, dass sich die Atomkerne nicht verschieben. Die
Elektronen hingegen konnen in diesem Modell aus ihrer Ruhelage ausgelenkt
werden. Die Bindung der Elektronen an die Atomkerne wird durch eine Fe-
der dargetellt. In Abbildung (3.3) ist das Modell graphisch veranschaulicht.
Dabei sind die Atomkerne rot und die Elektronen blau dargestellt.

jastaann
fronnnee
este

Abbildung 3.3: Klassisches Modell zur Polarisation des Dielektrikums

Oszilliert nun das angelegte Feld, so oszillieren die Elektronen um ihre
Ruhelage. Die Polarisation oszilliert folglich um ihren Ausgangswert. Die
Ruhelage der Elektronen ist im Modell aus Abbildung (3.3) die Position,
in der Atomkerne und Elektronen am gleichen Ort sind, daher ist der Aus-
gangswert der Polarisation in diesem Modell auch Null. Je nach Stérke des
anliegenden Feldes, also der dusseren Kraft, kann man diese Oszillation der
Elektronen in einem harmonischen oder anharmonischen Potential beschrei-
ben. In Abbildung (3.1) wird dies verdeutlicht. Wird das Elektron um die
Lénge x1 ausgelenkt, so befindet sich die Feder noch im linearen Betrieb. Bei
der Auslenkung zu x5 miissen jedoch die nichtlinearen Terme beriicksichtigt
werden, das Potential wird anharmonisch.

Mathematisch lautet die allgemeine Bewegungsgleichung des Elektrons:

0z ox

For 4 Q% — (5(2)x2 + @3 4 )

m gz T2 =B,
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wobei x die Auslenkung aus der Ruhelage, €2 die Resonanzfrequenz und I’
die Dampfungskonstante ist. Das vom Kondensator erzeugte elektrische Feld
wird durch die rechte Seite der Gleichung reprisentiert. Die &-Terme sind
fiir die Anharmoniziit verantwortlich. Fiir den harmonischen Fall, also ohne
die £-Terme ergibt sich mit E(t) = Eycos(wt) die Losung

—ekE) e iwt .
om 2 — 2%lw—w? @

T = c.,

c.c. bezeichnet dabei den komplex konjugierten Ausdruck. Die Polarisation
des Dielektrikums ergibt sich dann fiir N Dipole pro Volumen zu

1 .
P =—Nezx = §eoxE0eﬂ“’t +c.c.
wobei die lineare Suszeptibilitit y gegeben ist durch

Ne? 1

eem 02 = 2iTw —w?

Die Polarisation schwingt mit derselben Frequenz w, wie das anregende Feld.
Tragt man nun die Polarisation tiber das angelegte Feld auf, so erhélt man ei-
ne Gerade. Daher wird dieser Fall als linear bezeichnet. Dies ist in Abbildung
(3.4) gezeigt. Die durchgezogene Linie ist der lineare Fall, die gestrichelte der
nichtlineare. Fiir ein dusseres Feld bis zur Starke Eq kann man den linearen
Fall betrachten.

Abbildung 3.4: Darstellung der linearen (durchgezogene Linie) und nichtli-
nearen (gestrichelte Linie) Antwort des Dielektrikums auf ein &usseres Feld

Legt man nun jedoch ein stérkeres elektrisches Feld an, so werden die
Federn so weit ausgelenkt, dass die lineare Approximation nicht mehr gilt. In
Abbildung (3.4) ist dies durch das Feld E dargestellt. In diesem Fall muss
den anharmonischen &-Termen Rechnung getragen werden. Es kommen also
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noch anharmonische Riickstellkrifte der From m (£ 22 +£®) 234 .. ) hinzu.
Die daraus resultierenden Effekte in der Polarisation werden im folgenden
Kapitel behandelt.

Um die Bewegungsgleichung zu l6sen macht man sich die Storungsrech-
nung zu Nutze und geht somit davon aus, dass die anharmonischen Terme
klein sind im Vergleich zum harmonischen Term. Man entwickelt daher x in
eine Potenzreihe von E. Darum kann auch die Polarisation in eine Potenz-
reihe entwickelt werden und man erhélt

P=c (X(l)E DB O E8 ) .

Hierbei ist () die lineare Suszeptibilitiit aus der vorherigen Betrachtung.
Und es gilt x> @ x®). Fiir uns ist der Stérterm x®) von Interesse,
da der x@-Term fiir unsere zentrosymmetrischen Materialien entfllt (siehe
folgendes Kapitel).

3.2 *-Nichtlinearitét

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass wir die Polarisation als
eine Reihenentwicklung betrachten kénnen. Im Allgemeinen ist die Polari-
sation ein Vektor und die Suszeptibilitdten X(l), X(2), X(3)7 ... sind Tensoren.
Somit lautet die allgemeine Form fiir die i-te Komponente des Polarisations-
vektors

1 2 3
Po=Y VB + Y A E B+ S X EEE + ... (3.1)
J gk Jikl
Dabei werden X(Q), X(g), ... als nichtlineare Suszeptibilititen bezeichnet. Sie

erweitern die Eigenschaften des Mediums sobald die Abweichung vom linea-
ren Fall zu gross werden. Es ist ferner ersichtlich, dass durch den Tensor-
charakter der Suszeptibilitédten die Richtungen von Polarisation und E-Feld
nicht immer iibereinstimmen.

Die nichtlinearen Terme werden im Folgenden genauer untersucht. Wir
beschrinken uns dabei auf die ersten zwei nichtlinearen Terme. Zusétzlich
nehmen wir ein isotropes Medium an, dies bedeutet, dass die Richtung der
Polarisation und die des E-Feldes iibereinstimmen. Wir kénnen daher die
Reihenentwicklung

P=c (X<1>E DR O3 )

des vorherigen Abschnittes iibernehmen. Betrachten wir weiterhin ein linear
polarisiertes einfallendes Feld der Form

FE = Asin(wt) .
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Eingesetzt in Gleichung (3.1) folgt

P = X(l)A sin (wt)

+ =242 - %X(Q)A2 cos(2wt)

1
2
3
1

+ X(3)A3 sin(wt) — ix(g)AB sin(3wt) .

Neben dem linearen x()-Term haben wir zwei y(?)-Terme und zwei x©)-
Terme erhalten.

Auffallend ist zuniichst, dass einer der y()-Terme nicht oszilliert. Die-
ser Term bewirkt also die Erzeugung eines Gleichspannungsfeldes im Medi-
um, obwohl das einfallende elektrische Feld oszilliert. Die Richtung dieser
Gleichspannung hingt von der nichtlinearen Suszeptibilizit x(), welche im
Algemeinen ein Tensor ist, ab.

Der oszillierende Term von x(?) hat ebenso eine Besonderheit. Er besitzt
die Frequenz 2w. Dies bedeutet, dass im Medium ein Dipolmoment dieser
Frequenz induziert wird. Diese oszillierenden Dipole erzeugen dann ihrerseits
ein elektrisches Feld der Frequenz 2w. Dieser Effekt wird Erzeugung der
zweiten Harmonischen (SHG) genannt.

Der eine der y®)-Terme erzeugt, dhnlich dem oszillierenden x(?-Term,
ein Feld der Frequenz 3w und wird daher Erzeugung der dritten Harmoni-
schen (THG) genannt.

Es gibt aber noch einen weiteren Term, welcher mit der gleichen Fre-
quenz w schwingt, wie die anregende Kraft. Wir kénnen also diesen und
den lineraen Term zusammenziehen und die Polarisation folgendermassen
schreiben

P= (x(l) + X(3)E2)E +....

In dieser Schreibweise kann man den Ausdruck in Klammern als effektive
Suszeptibilitit ye.g ansehen. Dies bedeutet, dass man nun eine nichtlineare
Suszeptibilitit erhilt, deren Grosse von der Intensitit E? des einfallenden
Feldes abhéngt. Dies wird Auswirkungen auf die Pulsausbreitung haben, da
das Maximum des Pulses aufgrund der dort héheren Intensitéit eine andere
Polarisation “sehen” wird als die Pulsschwinze. Auf diese Effekte wird spéter
noch einmal eingegangen werden.

Der erste nichtlineare Term in Photonischen Kristallen:

In der spéteren Rechnung soll nur die fithrende nichtlineare Ordnung der Po-
larisation beriicksichtigt werden. Aufgrund der in unserem Fall fiir den Pho-
tonischen Kristall verwendeten zentrosymmetrischen Materialien, entféllt
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x?. Um dies zu beweisen betrachten wir den nichtlinearen Polarisations-
term

wobei {3, j,k} € {z,y,z}. Kehrt man nun die Richtung der Koordinaten-
achsen um, dndert sich das Vorzeichen der Polarisation, sowie das des ein-
fallenden Feldes. Aufgrund der Inversionssymmetrie bleibt das Vorzeichen
von Y@ davon unbeeinflusst. Die Inversionssymmetrie besagt, dass der Kri-
stall die gleichen Eigenschaften unter der Inversionsoperation aufweisst, wie
zuvor. Somit folgt

Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn Pi(Q) = 0 gilt. Da das einfallende Feld
oszilliert, bleibt nur die Moglichkeit

X =0

fiir inversionssymmetrische Kristalle (Medien). Der erste nichtlineare Term
wird fiir unser System somit der y(3)-Term sein.

Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir gezeigt:

e Der fithrende nichtlineare Term in nicht zentrosymmetrischen Medien
ist x(2.

e Die Effekte der x(?)-Nichtlinearitéit sind

— Erzeugung der zweiten Harmonischen,

— Erzeugung eines Gleichspannungsfeldes.

e Der fithrende nichtlineare Term in zentrosymmetrischen Medien ist
®3)
x'2.

e Die Effekte der x*)-Nichtlinearitit sind

— Erzeugung der dritten Harmonischen,

— Erzeugung einer Intensitdtsabhéngigen Polarisation.
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3.3 Multi-Skalen-Methode

Zur Behandlung von nichtlinearen Gleichungen werden zwei Methoden vor-
gestellt. Die erste Methode, von Krylov, Bogoliubov und Mitropolski ent-
wickelt [5, 9], beruht auf einem physikalischen Ansatz. Sie wird an dieser
Stelle erlautert um darauf aufbauend den systematischen Ansatz der Multi-
Skalen-Methode darzulegen und dessen Vorteile aufzuzeigen. Als nichtlineare
Gleichung dient hierfiir der Duffing-Oszillator. Wir werden die Multi-Skalen-
Methode im folgenden Kapitel auf die Gleichung der Einhiillenden eines
Pulses in einem Photonischen Kristall anwenden.
Die Gleichung des Duffing-Oszillators lautet

d?u(t)
de?

+wdut) +eud(t) =0 ,mit e 1.
Die Lineare Gleichung fiir e = 0 hat die Losung

u(t) = a cos(wot + @) .

Krylov-Bogoliubov-Mitropolski-Methode:

Der Ausgangspunkt der Krylov-Bogoliubov-Mitropolski-Methode ist, dass
die Konstanten der linearen Losung durch die Nichtlinearitét zeitlich verédndert
werden. Es wird daher

a — a(t) und ¢ — ¢(t)

gesetzt. Man fithrt somit zwei weitere unbekannte Variablen ein. Die physi-
kalische Interpretation dieses Ansatzes ist die, dass die lineare Losung durch
die Nichtlinearitdten auf der Zeitskala veréindert wird. Da die Nichtlinea-
ritdten als kleine Stérungen des linearen Systems aufgefasst werden kénnen,
d.h. e < 1, sind die zeitlichen Variationen der Variablen langsam. a(t) und
¢(t) stellen langsam verdnderliche Funktionen dar. Die Lésung des linearen
Systems bildet den schnell oszillierenden Teil die sogenannte Tragerfunkti-
on. Es ist jedoch anzumerken, dass man fiir diese Methode die Losung des
linearen Systems bendtigt.
Die zeitliche Ableitung der Losung u(t) ist daher

du(t) da(t)

e cos(wot + ¢(t))
— dﬁgt) a(t) sin(wot + ¢(t))

—  woa(t) sin(wot + B(t))

Wir haben mit a(t) und ¢(t) zwei weitere Unbekannte eingefiihrt. Es steht
aber nur eine Bewegungsgleichung fiir deren Festlegung zur verfiigung. Diese
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Uberbestimmtheit 16st sich auf, wenn man beriicksichtigt, dass die neuen Va-
riablen a(t) und ¢(t) langsam in der Zeit variieren. Ihre Ableitungen miissen
darum von erster Ordnung in € sein. Die Bedingung

da(t) dg ()

% cos(wot + ¢(t)) = Ta(t) sin(wot + ¢(t)) (3.2)

wird, wie wir spéter sehen werden, genau dies liefern. Gleichung (3.2) hat
nun ersteinmal zur Folge, dass in der ersten Ableitung von u(t) die Ableitun-
gen von a(t) und ¢(¢) nach der Zeit entfallen. Damit treten in der zweiten
Ableitung von u(t) nur die ersten Ableitungen von a(t) und ¢(t) nach der
Zeit auf. Man erhélt

dzit) = —woa(t) sin(wot + B(t))
2u a
ddtgf) = —wp dit) sin(wot + (1))
—woa(t)(wo + dgfl(tt)) cos(wot + (1)) -

In die Gleichung fiir den Duffing-Oszillator eingesetzt folgt

da(t)
dt
do(t)
dt

ea’(t)cos® (wot + ¢(t)) = —wp sin(wot + ¢(t))

—  wo a(t) cos(wot + ¢(t)) (3.3)
Mit den Gleichungen (3.2) und (3.3) erhélt man ein neues Gleichungssystem,
welches man in Bezug auf die Ableitungen von a(t) und ¢(¢) auflésen muss.
Dies fiihrt zu zwei gekoppelten Differentialgleichungen

WO~ Zi@sin(ent +0(0) cos’ (wrt +90)  (3.4)
%(tt) = inaQ(t) cos4(wot + ¢(t)) . (3.5)

Das Problem der Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir u(¢) wurde durch
zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzt. Ferner sieht
man, dass die Ableitungen von erster Ordnung in € sind. Unsere Wahl der
Nebenbedingungen (3.2) hat also das gewiinschte Resultat geliefert.

Da e als klein angenommen wird, sind die Ableitungen da(t)/dt ~ O(e/wo)
und d¢(t)/dt ~ O(e/wp) ebenfalls klein. Somit sind a(t) und ¢(¢) langsam
variierende Funktionen in der Zeit. Im Zeitintervall 0 < ¢ < 27/wy werden
sich a(t) und ¢(t) also nicht wesentlich verindern, ebensowenig ihre Ab-
leitungen. Dies nutzt man nun aus, indem man die Differentialgleichungen
(3.4) und (3.5) iiber das Zeitintervalld < ¢ < 27 /wq integriert, d.h. man
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mittelt {iber eine Periode der schnell variierenden Tragerfunktion

t+27r/w0d ( )
wo a\T
o / dr dr
t
t+2m /wo
=0 / dTia?’(T) Sin(on + qb(T)) cos® (on + qb(T))
2w wo
t
t+27r/w0d¢( ) t+27 /wo
wo aeir) _ W €2 4
o / . dr o / dTwoa (1) cos (on—i-qS(T)) .

t t

Da sich a(t) und ¢(¢t) nur langsam in diesem Intervall veréndern, benutzt
man folgende Naherung

t+2m /wo t+27 wo q ( ) d ( )
wo N wo a(t) _ da(l
o / dr a(7) = a(t) , 5 / dr W Ca
t t
t+27‘(‘/u)0 t+27r/wo d(b( ) d(b( )
wo N wo T) t
o / dr ¢(7) = (1) , 27 / dr dr — At
t t

Eingesetzt erhilt man dann, wobei die Zeitabhéngigkeit von ¢ in den Sinus-
und Cosinus-Funktionen vernachléssigt wird

t+27 /wo

U < LowZ [ ar st o) oo
t+;r/w0

M x Lewse [ et o).

t

Die so vereinfachten Integrale kénnen geltst werden

t+27r/u}0
wo . 3 .
or / dr sm(wm'—l—gb) cos (w07'+¢) =0
T
t
t+27‘r/w0
o / d7 cos (w07'+<;5) = 3

t
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Somit folgt fiir die gesuchten Funktionen a(t) und ¢(t)

da(t)
e 0 = a(t)=ao
do(t) e o 3ea?
—— = —a(? t) ~ —t
dt 8w()a ( ) - d)( ) 8w0 +¢O ’

dabei sind ag und ¢y Konstanten, die durch Anfangsbedingungen festge-
legt sind. Diese Losungen fiir a(t) und ¢(¢) legen nun die gesuchte Nihe-
rungslosung u(t) des Duffing-Oszillators fest

u(t) ~ ag cos (wot + Lﬁg (ewot) + qﬁo) .
8wg
Man kann die fiir unsere Zwecke wichtige Auswirkung der Nichtlinearititen
aus der Losung ablesen. Vergleicht man die Losung mit der des linearen
Systems, so erkennt man, dass eine neue Zeitskala et hinzugekommen ist.
Die Nichtlinearitét sorgt also dafiir, dass sich neue Skalen ergeben, auf denen
sich die Losungsfunktion verdndert. Der in der Rechnung verwendete Ansatz
lieferte allerdings nur die fithrende Korrektur der Losung u(t) zum linearen
Fall. Um Korrekturen hoherer Ordnungen zu erhalten, muss man den Ansatz

o0

u(t) = alt) cos (wot + 6(1) + 3 un(alt), 6(1))

n=1

wahlen. Ein solcher Ansatz erschwert das Berechnen héherer Terme erheb-
lich.

Multi-Skalen-Methode

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass Nichtlinearititen
verschiedene Zeitskalen generieren, auf denen sich die Losungsfunktion dndert.
In der jetzt angewandten Multi-Skalen-Methode fiihrt man daher zuerst ver-
schiedene Zeitskalen ein, die dann als unabhéingige Variablen behandelt wer-
den. Wir beschranken uns hier auf zwei Zeitskalen

To<TimitTo=tund T} =€t .

Der Ansatz zur Losung der Differentialgleichung (3.3) ist bei dieser Methode
nicht durch die Losung des linearen Problems vorgegeben. Wir setzen daher
allgemein an

u(t) = uo(To, Th) + eur (To, T1) -

Da die Lésung in Nullter Ordung bereits von zwei Variablen abhéngt, benttigt
man zwei Gleichungen, um sie festzulegen. Wir werden spiter sehen, dass
dies durch die Gleichung in nullter Ordnung von e und die Gleichung fiir
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u1(To,T1) in erster Ordnung von e erreicht wird. Die zeitliche Ableitung
wird nun durch die beiden unabhéngigen Variabeln ausgedriickt

a_d 4
dt  dTy, Ay

Fiir die zweifache zeitliche Ableitung ergibt sich folglich

2 a2 d d L&
€ —= .
72

T 49—
az — amg oA, an

Setzt man nun den neuen Ansatz fiir u(t) und die Ableitungen in Gleichung
(3.3), so erhilt man

[d—2+2eii+e2d—2}(u (To, Th) + eur(To, Th))
dTO2 dTO dTl dT12 0\£0, 41 1\£0,41

3
+ wi (uo(Th, Th) + eur (To, Th)) + €(uo(To, Th) + eur (To, T1))” =0 .

Durch das Ausmultiplizieren der Gleichung erhalten wir Terme verschiede-
ner Ordnung in €. Diese Terme werden dann nach den Ordnungen in € in
Gleichungen sortiert. Wir wollen die Nullte Ordnung der Losungsfunktion
betrachten und benétigen daher nur die Gleichungen der Ordnung €® und
€', denn die Losungsfunktion hingt von der Zeitskala in Nullter und Erster
Ordnung in € ab. Fiir die Nullte Ordung in € ergibt sich

d*ug(To, Th)
d4T'02 + WSUO(To,Tl) =0. (36)
und fiir die erste Ordnung lautet die Gleichung

d?uy (To, Th)
d1?

d2u0 (To, Tl)

2
Ty, Ty) = —2

—ud(Tp, T1) . (3.7)

Diese Gleichungen miissen nun nacheinander gel6st werden. Die Gleichung
in Nullter Ordung (3.6) hat die Losung

Uo(To,Tl) = A(Tl)eiono "‘A*(Tl)e_inTo

Die Losung trennt also die Zeitskalen. Sie besitzt eine Tragerfunktion in
der Zeitskala Ty mit der Frequenz wy und eine Amplitudenfunktion, welche
die Tragerfunktion auf der Zeitskala 77 variiert. Da die Amplitudenfunktion
A(Ty) nur von der langsameren Zeitvariablen abhéngt, nennt man sie lang-
sam variierende Einhiillende. Uber sie wird in nullter Ordnung von € noch
nichts ausgesagt. Um diese nun zu bestimmen, bendtigen wir die Gleichung
der n#chst hoheren Ordnung in e. Daher setzen wir die Losung ug(Tp, T1) in
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die Gleichung der ersten Ordnung von € (3.7) ein

d2 To. T
Collo 1) | tuy (1, T3) =

a2
_ [ino dA(Tl) + 3A2(T1)A* (Tl)] eio.)oTo _ A3(T1)e?>ion0
1
. dAY(TY) e s
_ [_moTl +34m) (a*(1)) | - (A1) e-BiwoTy -

In der so erhaltenen Gleichung stehen die unbekannte Einhiillendenfunktion
A(T1) und die erste Ordnung der Losungsfunktion u(7p,71). Wir wollen
hier, wie oben erwihnt, allerdings nur A(T}) festlegen. Dazu betrachten wir
obige Gleichung genauer. Der Ausdruck der rechten Seite kann als antrei-
bende Kraft fiir u; mit den Frequenzen wy und 3wqg interpretiert werden.
Auf der linken Seite steht die Gleichung eines harmonischen Oszillators mit
der Resonanzfrequenz wg. Die antreibende Kraft der Frequenz wg wiirde also
zu einer Resonanzkatastrophe fithren. Da wir jedoch davon ausgehen, dass
u1(Tp, Th) endlich bleibt, muss der Anteil der Kraft entfallen, der fiir diesen
Resonanzfall verantwortlich ist. Es wird daher folgende Bedingung gestellt

dA(T))
Ty

2iwg + 3A%(T)A*(Ty) =0 .
Zur Losung dieser Bedingung setzt man an

1 :
A(h) = §Q(T1)el¢m) 7

wobei a(T1) und ¢(T1) reell sind. Einsetzen dieses Ansatzes ergibt eine Glei-
chung fiir den Realteil

do(T1) 3 4

_ T + Za3(Ty) = .
woa( 1) d ) 8CL ( 1) 0 (3 8)

und eine Gleichung fiir den Imaginérteil

iw da(Tl)
07dn

=0. (3.9)

Aus Gleichung (3.9) liest man sofort ab, dass gilt
a(Ty) = ag = const.
Dies setzen wir in Gleichung (3.8) ein

do(Th) _ 3aj
dT1 N 8w0 '
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Durch Aufintegrieren folgt die Losung fiir ¢(7})

o(Th) = @Tl +¢o ,

8(4)0
wobei ¢q eine Integrationskonstante ist. Somit ist nun die Einhiillendenfunk-
tion A(T7) bis auf die Konstanten ag und ¢q festgelegt

1

AT = §a(T1)ei¢(T1)

2
1 i
= —aoel(SWOTH%).

2

Die Losungsfunktion in Nullter Ordnung lautet also

UO(To,Tl) = A(Tl)eiono +A*(T1)efiw0T0

. 3a(2)
_ _aoel(@To-i-fbo

: 1 (3% :
1W0T0_'__a0e_1(8w0 0+¢0)e*1w0T0
2

e
3a?

= agcos(woTh + —2T1 + ¢y) -
8(4)0

Ein Vergleich der Losung mit der aus der Krylov-Bogoliubov-Mitropolski-
Methode ergibt, da Ty = ¢t und 17 = et gilt, dass beide Methoden zum selben
Ergebnis fiithren.

Wir haben festgestellt, dass man fiir die Losung in nullter Ordnung
zwei Zeitskalen zu beriicksichtigen hat. Die schnellere Zeitskala bestimmt
die Grundschwingung, die langsamere Zeitskala die Einhiillende. Um die
Losung in n-ter Ordnung zu erhalten wird man folglich n 4+ 1 Zeitskalen
einfithren miissen und den Ansatz

n+1
u(t) = Z emum(Tg, PN ,Tn+1)

m=0

benutzen. Dabei wird die jeweils schnellste Zeitskala die Tragerfunktion der
jeweiligen Ordnung festlegen. Die jeweils langsameren Zeitskalen werden
dann die Einhiillende bestimmen. Der offensichtliche Vorteil dieses Ansat-
zes ist, dass hier die Zeitskalen getrennt sind. Somit l&sst sich festlegen,
welche Ordnung man noch in der Losung beriicksichtigt. Weiterhin wur-
de die Losungsfunktion nicht direkt durch das lineare Problem vorgegeben.
Dadurch lidsst sich die Multi-Skalen-Methode leicht auf andere Probleme
iibertragen.

Zusammenfassung:

Wir haben in diesem Abschnitt zwei Methoden zur Behandlung von nichtli-
nearen Problemen vorgestellt. In beiden Féllen traten folgende Auswirkung
der Nichtlinearitat auf:
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e die Nichtlinearitét erzeugt verschiedene Zeitskalen,

e man erhilt eine auf der schnellsten Zeitskala variierende Tragerfunk-
tion,

e auf den langsameren Zeitskalen findet man dann die langsam variie-
rende Einhiillende der Tragerfunktion.

Der wichtige Unterschied zwischen diesen Methoden besteht darin, dass

e man fiir die Multi-Skalen-Methode keinen Ansatz, der direkt auf der
Losung des zugehorigen linearen Problems basiert, benotigt,

e der Ansatz der Multi-Skalen-Methode alleine auf den verschiedenen
Zeitskalen basiert.

Dies ermoglicht die Anwendung der Multi-Skalen-Methode auf Probleme,
deren lineare Losung nicht direkt oder nur numerisch bekannt ist. Wir wer-
den sie daher spéter verwenden, um die Einhiillende in einem Photonischen
Kristall zu berechnen, dessen zugehoriges lineares Problem wir bereits im
Rahmen der Bandstrukturrechnung in Kapitel 2 numerisch gelést haben.
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Kapitel 4
Pulspropagation

In Unterkapitel 4.1 wird dargelegt, was unter einem Puls zu verstehen ist und
welche Eigenschaften er besitzt. Es wird eine mathematische Beschreibung
eingefiihrt, die sich in den darauffolgenden Betrachtungen als sehr sinnvoll
erweisen wird.

In Abschnitt 4.2 wird die im vorherigen Kapitel 3 vorgestellte Multi-
Skalen-Methode auf die nichtlineare Wellengleichung in einem Photonischen
Kristall angewendet. Wir werden darin die Zerlegung in Einhiillende und
Trégerwelle, die wir in Unterkapitel 4.1 vorgestellt haben, wiederfinden.
Aus diesem Grund wird genannte Vorgehensweise auch als Einhiillenden-
Methode bezeichnet.

4.1 Grundlagen

In Kapitel 2 wurde die Wellengleichung aus den Maxwell-Gleichungen her-
geleitet. Wir wollen diese nocheinmal eingehender betrachten. Dabei be-
schréinken wir uns auf die E-Polarisation. Die Wellengleichung der ange-
nommenen Polarisation lautet

_ GP(F) 62E_:(Fv t) _
c2 oz

AE(7,1)

Gehen wir zunéichst vom einfachen Fall eines homogenen Mediums aus, so
gilt €,(7) = € = const. . Mit dem Separationsansatz

B(7,1) = p(i) ¢!

trennt man das elektrische Feld in einen harmonischen Zeitanteil mit der
Frequenz w und einer Ortsfunkion ¢(7). Eingesetzt erhdlt man
w2
Arp(r) + —5ep(r) = 0.

39
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Um diese Gleichung zu 16sen, setzt man fiir die Ortsraumfunktion eine ebene
Welle der Form

o) = By

an. Die Ausbreitungsrichtung der Welle wird dabei durch den Wellenvektor
k, die Polarisaton durch Ej festgelegt. Eingesetzt in obige Gleichung folgt
eine Dispersionsrelation zwischen dem Wellenvektor k£ und der Frequenz w

)

w(|k)) =

:vp‘k:

C -
— |k
vl
wobei die Phasengeschwindigkeit v, = ¢/+/€ eingefithrt wurde. Wie wir im
folgenden Unterkapitel sehen werden, ist in einem nichthomogenen Medium

die Geschwindigkeit vom Wellenvektor bzw. der Frequenz abhéngig.
Eine Losung der Wellengleichung fiir das elektrische Feld lautet folglich

E(F, t) = E‘O eiE~F o iw(k)t :

dabei gilt k = |l¥| Die allgemeine Losung der Wellengleichung setzt sich be-
kanntlich aus einer Superposition der einzelnen Teillésungen zusammen. Bei
einer kontinuierlichen Wellenvektorverteilung besitzt die allgemeine Losung
die Form

— S - — - (T o

(7, t) = / dk Ey(k)el(Fr—e®r)
—0o0

Fiir eine linear polarisierte Welle mit Ausbreitungsrichtung entlang der z-

Achse vereinfacht sich dies zu

o

Y(z,t) = / dk A(k)elFz=w k)t (4.1)
—00

Fiir t = 0 ist die Ortsraumfunktion v (z,0) also die Fouriertransformierte

der Amplitudenfunktion A(k) des k-Raumes. Diese Feststellung wird uns

nun zur Darstellung eines Pulses fiithren.

Puls:

Einen Puls erhilt man, wenn die Verteitlung A(k) der Amplituden der Ebe-
nen Wellen mit Wellenvektor & ein Maximum bei k¢ hat und dann fiir grosse
|k — ko| auf Null abfillt. Da der Puls fiir ¢ = 0 die Fourietransformierte der
Amplitudenfunktion darstellt, wird er eine dhnliche Form aufweisen. Dies
ist in Abbildung (4.1) dargestellt. Es ist ferner ersichtlich, dass man um
den Puls im Ortsraum eine Einhiillende legen kann (gestrichelte Linie). Dies
wollen wir nun genauer untersuchen.

Die Amplitudenfunktion A(k) gibt an, welchen Beitrag die ebene Welle
des Wellenvektors k zu ¢(z,t) hat. Da sich die Amplitudenfunktion eines
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Y(z,0)

A

Abbildung 4.1: Bild des Pulses im Ortsraum (oben) und der Amplituden-
funktion im k-Raum (unten)
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Pulses aber auf einen Bereich |k — ko| = Ak um ko beschrinkt (siehe Abbil-
dung (4.1)), werden nur die Wellen in diesem Bereich zu v(z,t) beitragen.
Auch die Frequenzen sind folglich auf einen Bereich Aw um die zu kg kor-
respondierende Frequenz wgy konzentriert. Wir gehen nun davon aus, dass
Ak < kg gilt. Darum kann man die Frequenzen w(k) um den Punkt kg ent-
wickeln und erhélt eine Ndherung fiir die Frequenzfunktion im Bereich Aw
um wy

(k) = wo + ow(k)

(k — ko) + O((k — ko)?) .

ko

Wir gehen im Weiteren davon aus, dass die Terme ab der zweiten Ordnung
vernachléssigt werden koénnen, da die Phasengeschwindigkeit v, im homo-
genen Medium nicht vom Wellenvektor abhéngt und daher die Ableitungen
von w(k) nach k ab der zweiten Ordnung entfallen. Der Effekt der zweiten
Ordnung wird spéter kurz aufgezeigt werden. Setzen wir dann die N&herung
von w(k) in Gleichung (4.1) ein, so folgt

Y(z,t) ~ /OO dk A(k) exp(i(kz — wot — 8‘5_55) )

(k= ko)t)) -

Um den Ausdruck zu vereinfachen fiigen wir in der Exponentialfunktion die
Terme ikgz und —ikgz ein. Dies ist moglich, da kg eine Konstante ist. Nun
kann man die konstanten Terme in der Exponentialfunktion vor das Integral
ziehen und erhélt

0

Ow(k)
ok

P(z,t) = ei(koz_wot)/ dk A(k)exp (1(2 -

—0o0

) (k — ko)) -

Das Integral ist eine Funktion der Variablen y = z — (0w/0k)t. Man kann
also die sogenannte Einhiillende schreiben als

ko

E(y) = / " dk A(k) exp (iy(k: . k0)> . (4.2)

—0o0

Offensichtlich ist dabei der Term (Ow/0k) eine Geschwindigkeit. Wir
setzen daher
ow(k)
ok

, (4.3)

vV, =
g ko

wobei vy als Gruppengeschwindigkeit bezeichnet wird. Fiir die Pulsfunktion
ergibt sich somit

Y(z,t) ~ elFoz—wot) By vgt) .

In dieser Schreibweise erkennt man, dass die Funktion E(z — v4t) als Am-
plitudenfunktion oder besser Einhiillende angesehen werden kann. Die Ex-
ponentialfunktion stellt dann die Tragerwelle dar. Die Einhiillende bewegt
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LIJ(Z,O) t=0

Wz, T) =T

Abbildung 4.2: Bild des Pulses im Ortsraum fiir zwei verschiedene Zeiten

sich mit der Gruppengeschwindigkeit v, entlang der z-Achse, wihrend die
Tragerwelle sich mit der Phasengeschwindigkeit v, ausbreitet.

Wir wollen nun noch die Frage klidren, wie die beiden Geschwindigkeiten
zusammenhéngen. Offensichtlich gilt, da w(k) = vpk und im allgemeinen
vp = vp(k) zu setzen ist, fiir die Gruppengeschwindigkeit aus Gleichung
(4.3)

Ovy(k) k

_ _ dup (k)
'Ug(k) - ak ko - Up(k) + ak ko

Gruppen-und Phasengeschwindigkeit sind also nur gleich, wenn v,(k) =
vp = const.. In obiger Herleitung zur Pulsfunktion ¢(z,t) sind wir davon
ausgegangen, dass v, nicht vom Wellenvektor abhéngt. Wir haben also den
nicht dispersiven Fall betrachtet. Daher konnten wir bei der Ndherung von
w(k) die Terme ab der zweiten Ordnung vernachléssigen und haben eine
Einhiillendenfunktion E(z —vg4t) erhalten, die sich mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit ausbreitet. Dies ist in Abbildung (4.2) dargestellt.

Die Dispersion v, (k) # v, = const. hat zur Folge, dass wir die hoheren
Ordnungen in der Entwicklung von w(k) mitberiicksichtigen miissen. Dies
fithrt dann zu weiteren zeitabhéngigen Termen in der Variablen y aus Glei-
chung (4.2). Die Einhiillende wird sich also zeitlich verdndern. Bei genauerer
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Betrachtung stellt man fest, dass die Einhiillende mit der Zeit breiter wird
und die Amplitude abnimmt. Physikalisch lésst sich dieser Effekt dadurch
erkldren, dass sich die beteiligten Wellen mit unterschiedlicher Geschwindig-
keit ausbreiten und sie sich daher mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten
vom Resonanzpunk wegbewegen. Die Trigerwelle bleibt indes unbeeinflusst.
Alle Informationen iiber die Pulsausbeitung in dispersiven Medien sind also
durch die Einhiillendenfunktion gegeben.

Zusammenfassung:
Wir haben in diesem Abschnitt folgendes hergeleitet:

e Ein Puls entsteht aus einer Uberlagerung von Wellen in einem Fre-
quenzbereich um wy.

e Der Puls besitzt eine Trégerwelle mit dem Wellenvektor kg und der
Frequenz wy.

e Die Form der Trégerwelle wird durch eine Einhiillende beschrieben.
e Die Dispersion wirkt sich nur auf die Einhiillende aus.
e Die Einhiillende bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit.

e Die Triagerwelle bewegt sich mit der Phasengeschwindigkeit.

4.2 Einhiillende im Photonischen Kristall

In Abschnitt 4.1 haben wir gesehen, dass sich ein Puls aus einer Triagerwel-
le und einer Einhiillenden zusammensetzt. Eine vergleichbare Darstellung
hatten wir auch bei der Behandlung von nichtlinearen Gleichungen in Ab-
schnitt 3.3. Es wird daher erwartet, dass sich die Dispersion (siehe vorheri-
gen Abschnitt) und Nichtlinearitét (siehe Kapitel 3) nur auf die Einhiillende,
nicht aber auf die Tragerwelle auswirkt. Dies werden wir in der Losung der
nichtlinearen Wellengleichung im Photonischen Kristall wiederfinden, eben-
so wie die Gruppengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeitsdispersion
aus Kapitel 2. Weiterhin haben wir in Kapitel 3 eine Methode zur Behand-
lung nichtlinearer Gleichungen kennengelernt. Diese Multi-Skalen-Methode
soll nun zur Losung der nichtlinearen Wellengleichung eines Photonischen
Kristalls verwendet werden.

Die Wellengleichung in einem nichtlinearen Medium lautet fiir zwei Di-
mensionen in E-Polarisation

, 4
(192 + 02 - 0] By 0) = 7 Pvstayt)

wobei Py (z,y,t) die nichtlinearen Polarisationsterme enthélt. Unser Me-
dium ist ein zweidimensionaler Photonischer Kristall. Dieser besteht, wie
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aus Kapitel 2 bekannt, aus einer periodischen Anordnung von Zylindern ei-
nes dielektrischen Materials in z.B. Luft. Die Anordnung des dielektrischen
Materials ist daher zentrosymmetrisch. Ferner sei das dielektrische Material
selbst zentrosymmetrisch. Der Photonische Kristall ist in diesem Fall ein
zentrosymmetrisches Medium. Wir wollen uns nun auf die fithrende Ord-
nung der nichtlinearen Terme beschrinken. In Kapitel 3 haben wir bereits
gezeigt, dass in einem zentrosymmetrischen Medium der y(?-Term entfillt
und der X(3)—Term fithrend ist, daher lautet unsere nichtlineare Polarisation,
wobei THG vernachléssigt wird

Pyr(z,y,t) = X3 (2, 9) | E(x,y,t) | E(2,y,t) .

Der betrachtete Photonische Kristall hat weiterhin einer periodische, lineare
Dielektrizitatsfunktion

e(:):,y) = €p(x7y) .

Die Wellengleichung fiir einen Photonischen Kristall lautet somit

[[02+02] - Ep(f—’y)af E(z,y,t)

2
47
= C—QX(?’)(CE,y)IE(w7y7t) ?E(z,y,t) . (4.4)

Die effektive Suszeptibilitat X(3)E3 sei dabei klein. Daher fithren wir einen
Entwicklungsparameter 1 < 1 ein, wobei das elektrische Feld von Ordnung
u oder kleiner ist.

Wir wollen nun die Multi-Skalen-Methode benutzen und definieren die
neuen unabhingigen Variablen folgendermassen

T; = ,uiq:
i = My
i = ,ultv

dabei ist p < 1 der Entwicklungsparameter und ¢ = 0,1,2... numeriert die
unabhéngigen Variablen. Durch die Einfiihrung des Entwicklungsparameters
kann man also mathematisch mehrere Skalen erzeugen und diese separat be-
handeln. Nach dieser separaten mathematischen Behandlung des Problems
gelingt der Ubergang zu dem eigentlichen physikalischen Problem dadurch,
dass der Entwicklungsparameter ;. — 1 gesetzt wird. Dadruch fallen die ver-
schiedenen Skalen wieder zusammen und die separat berechneten Beitrige
konnen aufsummiert werden. Dies werden wir in Kapitel 5 demonstrieren.
Die Ableitungen nach den urspriinglichen Variablen x,y,t kann nun in
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die Ableitung nach den neuen Variablen x;,y;,t; umgeschrieben werden

9 _ 9,0 02
oz dzo  Fom M Bz

R R . Y ./
dy o oy dya
0 0 0

a = (‘9t +M8t1+,u at2+... .

Daraus kann nun die zweite Ableitung nach den urspriinglichen Variablen
x,1,t berechnet werden, indem man obige Ausdriicke quadriert und nach
den Ordnungen in p sortiert. Es folgt

0 _ 3_2+2 0 9 2<2i_+8_2)+
022~ Ozg | ompor ! \"0mg 0wy  022) T
9?2 H? o 0 o 0 0?2

Z - 2 49,2 7 9 2 7 4 7

dy? Yo * 'uayo oy < Yo Oy +E)y%> -
0?2 0?2 0 0 0 0 0?2
a2~ o Fawon T (28—t08—t2 + 6t2) *-

Fiir das elektrische Feld wird ebenfalls eine Entwicklung angesetzt mit
E(:Ea Y, t) = M(el(‘ra Y, t) + MBQ(‘Ta Y, t) +.. ) .

Dabei wird davon ausgegangen, dass der Storterm X(3)E3 klein ist, also das
elektrische Feld von Ordnung p oder kleiner ist. Die Entwicklungen e; mit
1 =1,2,... sind Funktionen der neuen Variablen. Einsetzen dieser Ansitze
in die zweiten Ableitungen ergibt drei Gleichungen der Form

aQ—E— 32€+2<28 ae—l-OQe)
80[2 _Mﬁao ! # aOéo 8041 ! 8040 2
0? o 0 o 0 0?
3 2 2 o, (4
+N (8&063 + 8@0 8041 ezt ( 8040 (90&2 + (9051)61> + ’ ( 5)

wobei die Abhéngigkeiten nicht mehr explizit angegeben sind und a = x, y, t.

Nun ist noch die Abhéngigkeit der Funktionen ¢, und 3 zu kldren. Wir
setzen an, dass beide Funktionen nur auf der Skala von zg und g variieren
und in anderen konstant sind. Es gilt also

ep(2,y) = ep(w0, y0) und X (z,y) = x® (20, y0) -

Dieser Ansatz ist dadurch zu erkldren, dass die Variationen der Wellenlédnge
des Lichtes auf der Skala xg,yo festgelegt werden. Daduch miissen auch ¢,
und x® auf dieser Skala variieren.

Setzen wir nun die Gleichungen (4.5) und den Ansatz fiir € sowie x)
in Gleichung (4.4) ein und sortieren nach Ordnungen des Entwicklungspa-
rameters ft.
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4.2.1 Ordnung ;'

In erster Ordnung von g erhélt man eine lineare Gleichung, welche dem
linearen Problem aus Kapitel 2 entspricht

? P o) &
ozt agl =" om0 o)

Aus Kapitel 2 wissen wir, dass die Losung dieser Gleichung aus den Bloch-
wellen £ () besteht. Wir wollen nun davon ausgehen, dass das einfallende
Wellenfeld nur eine Blochwelle im Photonischen Kristall mit der Frequenz

w,. i anregt. Daher kénnen wir fiir die Losung des Bandes m und des Wel-

lenvektors k einen Separationsansatz der Form

er(z,y,t) = a, :(v1, 22, ;Y1, Y2, - - i t1, ta, - ) E, (w0, Yyo)e Wmito

+ak (1, @2, Y2, st e, ) EE (w0, yo)emE L (4.7)

verwenden. Wie oben vorausgesetzt, haben wir nur eine angeregte Blochwelle
und somit den nichtentarteten Fall. Dieser Ansatz trennt offensichtlich die
verschiedenen Skalen. Dabei bildet E, (7o, %0) exp(—iw,;to) die Triagerwelle
auf der schnellsten Skala xq, 4o, tg. Die Einhiillende a, r hingegen ist auf der
schnellsten Skala nicht vertreten, h&ngt also nur von den langsameren Skalen
ab. Uber die Einhiillende wird somit erst in hoheren Ordnungen von j eine
Aussage getroffen werden koénnen.

Unser Ansatz reprasentiert einen Puls, wie er im vorherigen Abschnitt
beschrieben wurde. Es ist weiterhin ersichtlich, dass die Nichtlinearitét erst
auf den langsameren Skalen auftreten wird, also in der Einhiillenden. Die
Trigerwelle wird davon unbeeinflusst bleiben.

4.2.2 Ordnung p?
In der zweiten Ordnung von p ergibt sich die Gleichung

02 0? (0, yo) 02
[[ ] - »(Z0, Yo)

w3 tap e gl =

o 8 9 a] ep(0,50) 8 O

-2
1“8.%’0 81’1 e 83/0 8y1 62 8t0 8t1 61($ Y )

Wir fithren nun folgende Schreibweisen ein

ol
7= <f”1> , V= <6§i> mit i =0,1,2.

In Analogle zum Operator Q(k:) aus Kapitel 2 definieren wir den Operator
(o = —iV. Einsetzen dieser neuen Variablen und der Losung fiir e (x,y,t)
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ergibt

? 0? p(70) 0*
[[3—%2] + 8—y§] T2 8—1%} ea(w,y,t)
= <2i[(E,£(70) - (Via,z) +

€ (FO) — aamﬁ —iw_ =
mk pCZ mE(TO)( atlk):|e mEt0 +ecc, (48)

mit c.c als das konjugiert Komplexe der rechten Seite. Wir haben in der
Berechnung der Gruppengeschwindigkiet in Kapitel 2 festgestellt, dass in
der zweiten Ordnung der Storungsrechung die nicht betrachteten Béander in
die Blochwelle eingehen. Der Ansatz fiir ez lautet folglich

62(I7 Y, t) = Z bl(ﬂfl, T2y o3 Y1,Y2, .- -3 tlv t27 .. )EZ]Z(FO)e_imetO
l#m

+ Z b (1,2, ... 3 y1, Y2, -3 ti, ta, . )E;E(Fg)ei“’mﬁto .
l#m

Zu bemerken ist, dass die angeregte Frequenz w_: der Exponentialfunktion
dabei gleich bleibt. Auch dies ist schon in Kapitel 2 gezeigt worden. Deswei-
teren wird eine neue zusétzliche Einhiillendenfunktion b; eingefiihrt, welche
ebenfalls unabhéingig von der schnellsten Skala ist. Die Blochwellen FE,; vari-
ieren hingegen nur auf der schnellsten Skala 7. Einsetzen dieses Ansatzes in
Gleichung (4.8) ergibt eine Gleichung, welche man in zwei konjugiert kom-
plexe Teilgleichungen aufspalten kann. Wir beschrédnken uns daher auf die
Betrachtung einer der Teilgleichungen. Sie lautet

0> 02 L. &(fo)w T -
Sl + ) —

mi; )} e mit0 | (4.9)

Offensichtlich kann die Exponentialfunktion auf beiden Seiten gekiirzt wer-
den. Ferner ist bekannt, dass die Blochfunktion E,; die lineare Gleichung

0? 0? ep(70) .
[[8—% + 8—3/8] - pC2 wlﬂ E”;(’l“o) =0 (4.10)

erfiillt. Mit Hilfe von Gleichung (4.10) kann die Summe der zweiten Ablei-
tungen nach dem Ort [;—;2 + %] von E-(7o) in Gleichung (4.9) ersetzt
0 0
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werden. Gleichung (4.9) lautet damit

ep(T0) o ep(70) o o
sz[—cg YET a2 w2 2| B(io)
l#m

=—2i[<—ﬁoEmk ) (V14,.)
7_” da,_ »
S B ) ()] L )

wobei die Abhéingigkeiten der Einhiillenden a_: und b; nicht mehr expli-

zit angegeben sind. Diese Gleichung wird nun in zwei Schritten bearbeitet.

Durch das Projezieren auf E_: erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir
a, r auf der Skala x1,y1,t1. Projeziert man auf ein E ;- mit n # m so folgt

eine Beziehung zwischen den Einhiillenden a7 und ;. Dabei werden wir

uns der in Kapitel 2 eingefithrten Schreibweise bedienen. Es wurde dort
eingefiihrt

u E(F):’mlg> und <mE

&p(7)

Dies muss hier nur leicht modifiziert werden. Fiir unseren Fall gilt

"y

nE> = Omn -

B l7) = () = P

Projezieren auf £ - :
mk

Wir multiplizieren Gleichung (4.11) von links mit E;E und integrieren {iber
die Brillouinzone. Somit erhalten wir in der neuen Notation

> [“’L _ “’_]b (] eyt 1)
l#£m

:—21[<mk‘ k7o Qo eF T

) - (Via,.7)
wC";k <ml§‘ €p(70) ‘ml;> (a;;";)} .

Aufgrund des Kroneckersymbols ist die linke Seite der Gleichung identisch
Null. Ferner koénnen wir den Ausdruck mit € umschreiben, da man die
Ableitung der Exponentialfunktion nach 7y ausfiihren kann und sich die
beiden konjugiert komplexen Exponentialfunktionen dann aufheben

) = (i i o)

wobei der Operator QO(E) =—i (ﬁo + 112:) aus Kapitel 2 verwendet wurde.

<mkz‘ e k70 () ekTo

Mit diesen neuen Erkentnissen vereinfacht sich die Gleichung zu

0= [(mik

A~ —

- - w . 0a 7
Qo(F) [mF) - (Via,,g) + —25( afjk)}‘
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Mit Hilfe der in Kapitel 2 berechneten nichtentarteten Gruppengeschwin-
digkiet
2
7 .=L <mk
mk w -
mk

Qo(k)

)

folgt eine Gleichung, welche die Einhiillende a_ - in der Skala x1,y1,t; be-
schreibt

i Gam,; 0
mk 8t1 - Y
Diese Gleichung ist erfiillt, wenn die Variablen ¢; und z1,y; als Linearkom-
bination auftreten. Man kann statt dieser Variablen eine neue Variable 23
einfithern mit

v Via

2 =71 — ﬁm]; t1 . (4.12)

Dadurch wird impliziert, dass sich die Einhiillende a_ ;- auf der Skala x1,y1, {1
mit der Gruppengeschwindigkeit v ;- bewegt.

Wir haben also bis jetzt eine Tréagerwelle und eine, sich mit der Gruppen-
geschwindigkeit bewegende, Einhiillende. Dies enspricht den im vorherigen
Abschnitt untersuchten Fall eines Pulses im homogenen Medium ohne Di-
spersion. Wir koénnen daraus also schliessen, dass in dieser Ordnung der
Naherung weder Dispersion noch Nichtlinearitédten berticksichtigt sind.

Das neue Koordinatensystem 2z entspricht also einem mitbewegten Ko-
ordinatensystem, in welchem der Puls ruht. Um die zeitliche Verdnderung
der Einhiillenden im neuen System Z; zu erhalten, miissen wir die néchsthéhe-
re Zeitskala to miteinbeziehen. Dies wird uns dann zeigen, wie sich die lau-
fende Einhiillende verdndet, wenn Dispersion und Nichtlinearitét auftreten.
Das Verhalten der Einhiillenden a,_ ;- auf den anderen Skalen wird offensicht-

k
lich durch die hoheren Ordnungen von p beschrieben.

Projezieren auf E ; mit n #m :
nk

Multiplizieren wir nun Gleichung (4.11) von links mit E;E’ wobei n # m, so
erhalten wir in der neuen Notation
2 2
W . W - -
>[5 = 2 b (o ptr0) )
m

- ,Oa_ >
€,(10) |mk mk) |
a1 0)) >( ot )}
Die Summe iiber [ wird beschrinkt durch d,;. Ebenso entfillt der letzte

Term auf der rechten Seite aufgrund des Kroneckersymbols. Die vereinfachte
Gleichung lautet daher

- —2i[<nl%" o (F)

mE> . (ﬁlam];) + % <nE

QO (E) mk

w2 w2
k k _ o/ T

mk) - (Via,z) -
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Diese Gleichung liefert also eine Beziehung zwischen den Einhiillendenfunk-
tionen b, und a_z. Die Beziehung wird in der néchsten Ordnung von p
verwendet werden um eine Bestimmungsgleichung fiir a, ; auf der Skala
T2,%2,to zu erhalten. Wir wollen sie daher noch nach b, auflésen. Dabei
ersetzen wir gleichzeitig die Ableitung V1 durch die Ableitung nach der
neuen Variablen zi, es gilt dabei 61amg = ﬁzamg. Dadurch kénnen wir
die im vorherigen Abschnitt gefundene Abhénigkeit der Variablen xq,y1, %1
beriicksichtigen. Die Beziehung lautet demnach mit expliziten Abhéngigkei-

ten

bn(xl,:z:g,...;yl,yg,...;tl,tg,...)
2ic? N T

= <nk‘ Qo (k) ‘mk:> : (VZ amE(zl;xz,...;yg,...;tg,...)) .
nk m

(4.13)

4.2.3 Ordnung ;3 :

In der dritten Ordnung von p erhélt man folgende Gleichung, wobei die
Abhéngigkeiten der Entwicklungskomponenten nicht mehr explizit angege-
ben sind

G+ o~ " )
2 .3 2 2

[l o

s )~ a2l

_ 2[[%%+%%]6pg°)%%]eg. (4.14)

47 .
= C—QX(g (70)

+ 2]

In dieser Gleichung kommt, aufgrund der x(®) Nichtlinearitét, eine hohe-
re Potenz einer Entwicklungskomponente des Wellenfeldes, e‘;’, vor. Bisher
hatten wir nur Entwicklungskomponenten in erster Potenz. Die dritte Po-
tenz liefert, wie in Kapitel 3 gezeigt, ein neues Wellenfeld mit der dreifachen
Frequenz des anregenden Feldes 3w, . Diese Erzeugung der dritten Harmo-
nischen wollen wir hier allerdings vernachléssigen. Wir beschrénken uns also
auf den durch den y® Term erzeugte intensitiitsabhingingen Effekt
e1(@,9,8) & 3| az [ Bogl’ (ag By 9 40 B2 i )
Wie oben erwéhnt wollen wir aus Gleichung (4.14) eine neue Bestim-
mungsgleichung fiir die Einhiillende a, - gewinnen. Diese werden wir analog

zur zweiten Ordnung von p durch die Projektion auf E_ - erhalten. Da wir

k
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dabei fiir e3 den Ansatz

es(r,y,t) = > cn@r, @2, YLy, st by, ) Byp ek B
h#m
+ Y @, Y, st b, ) Bl @m0
h#m

benutzen, wird die linke Seite von Gleichung (4.14) entfallen. Ferner wollen
wir nur den intensititsabhingigen Teil des x(® Terms mitberiicksichtigen,
dies bedeutet, dass man die Gleichung wieder in zwei konjugiert komple-
xe Teilgleichungen aufspalten kann und wir daher nur eine der beiden zu
betrachten brauchen. Bevor wir nun projezieren schreiben wir zunéchst die
rechte Seite, mit den Ansiitzen fiir e; und eq, sowie der Niherung fiir e} aus

Am . 2 Sy 2 S\ e -
X E0) 3 [P i) [* (=g i Byl ) mi
62 2 Q 6 GP(FO) 82 2% E — —iw P to
n [ 1] + [1 0° 2} o c2 [E%% B lme 8t2] amE mE(ro)e m

A2 . o) O N
—2“190 : V1] +iw,_ r Epgo) 8_t1} Z by Ep(7o)e " “mF to
l#m

Multiplizieren wir nun die gesamte Gleichung von links mit E:n’; und inte-
grieren, so folgt

12 . B -
0= — w2 "5 a,gl e (|| B, () [*XO(0) [m)
_ <ml_ﬂml_5> 6%%11?5 -2 <ml¥ i€ (k) ‘mE> : ﬁme
O N I N LA 9
Tz <mk »(7) ’mk> [a_tg —2w,p a—m]amg

-2y <ml’5‘ iQ0(F) ‘1E> Vb
I#m

Dabei entfillt, wie schon erwéhnt, die linke Seite. Der letzte Term des £,
Terms entfillt offensichtlich ebenfalls, da [ # m. Ferner kann die Exponen-
tialfunktion gekiirzt werden.

Nun ersetzen wir b; mit Hilfe von Gleichung (4.13). Damit wird nur
a, r als Einhiillendenfunktion vorkommen und wir kénnen die Ableitungen
nach 7 und t; durch die Ableitung nach der in Gleichung (4.12) definierten
Variablen z; ersetzen. Es gilt dabei dz; = dry und d?) = ¥ dt1. Man erhélt
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dann die Gleichung

0 = a,r ‘ a,r ‘2 a, z— [<mE!mE> V., V,— %(ﬁmk ﬁz) (6mE ﬁz)}am/}'
— 2 (mi|i0(k ‘mk:> Vsa, - — ik z 3;;,;;;’

iQ0(k)

lk:> <lk’Qo ‘mk> (Vea, z)

- QZW# E<mE

l#m

wobel im nichtlinearen Term

w2
_ 2 3)
a »=—12 <m/€‘ E (7 ( ’mk>
mk a2 | E,x(F0) | x

gesetzt wurde.

Nun ist es an der Zeit sich der Rechnungen aus Kapitel 2 zu erinnern.
Dort haben wir einen Ausdruck fiir die Gruppengeschwindigkeit und die
Gruppengeschwindigkeitsdispersion hergeleitet. Fiir die Gruppengeschwin-

digkeit hatten wir im nicht entarteten Fall folgende Gleichung erhalten

2

<ml;’ Qo (k) ‘le> .
mk
Setzen wir nun zunéchst die Gruppengeschwindigkeit ein und sortieren wir
nach Ableitungen. Dadurch erhalten wir

—

> 0
mk‘amk} a _‘_21 (vmk v2 +8—t2>amE

2wm* 02 - o\ = 1 = . 2
- —2’“[ <mk|mk>v§—2 (vz-v ];’)

c 2“)le

24 1 —
+ D 2 <mk
“mk l#m wml; B le

* amE .

Vergleicht man nun den Ausdruck in den eckigen Klammern mit dem Aus-
druck fiir die Gruppengeschwindigkeitsdispersion aus Kapitel 2 so erkennt
man, dass die Gleichung auch wie folgt geschrieben werden kann

T s D L o o 2
HOmE Vo + 8—752]aml;+ |:Vz MmE Vz}aml; +ﬁmE ‘ aml;‘ @k
=0, (4.15)
wobei die effektive Nichtlinearitit 8 - = _2620‘m12/wm12 eingefiihrt wurde.

Dies ist nun also die Gleichung fiir die Einhiillende @, ; in einem Photoni-
schen Kristall in der Skala xs, 12, ts. Man erkennt, dass in dieser Skala die
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Nichtlinearitdt und die Dispersion zum ersten mal vorkommen. Ferner ist
in der Gleichung implizit die Abhéngigkeit von a_: in der Skala x1,y1,t
durch die Ableitung nach z; angegeben.

Betrachten wir die einzelnen Terme nun genauer. Die Nichtlinearitét
wird offensichtlich durch den g --Term dargestellt. Das Vorzeichen dieses
Terms wird durch den Wert von 8 und damit durch die Suszeptibilitat
x® bestimmt. Die Dispersion wird durch den Term mit der Gruppenge-

schwindigkeitsdispersion ]\HJ i dargestellt. Zu bemerken ist dabei, dass die
Dispersion nur auf der Skala 7} wirkt, da sich die Ableitung nur auf diese Va-
riable bezieht. Der mittlere Term ist auf die Skala von xs, 32, to beschrinkt.
Wir wollen nun davon ausgehen, dass sich die Einhiillende a,_ - nicht auf

der Skala 75 und t3 veréndert. Dies ist z.B. in der Ndhe der Bandkante der
Fall, da dort |U | < c gilt, wodurch der Term ?7m];;62 gegeniiber 0y, ver-
nachlissigt werden kann. Wir setzen also die Abhéngigkeiten der Einhiillen-
den fest zu a, r= amE(Zl, ta). Wir befinden uns damit in einem neuen Sy-
stem, welches sich aus einem mit der Gruppengeschwindigkeit v = bewegten
Koordinatensystem 27 und der Zeitskala to zusammensetzt. Dieses neue Sy-
stem ist in Abbildung (4.3) schematisch dargestellt. Mit der Abhéngigkeit
von to haben wir, da wir eine héhere Ordnung von p betrachten mussten,
die Nichtlinearitéit und Dispersion in dem jetzt betrachtenten System 27, to
miteinbezogen. Unsere Gleichung (4.15) vereinfacht sich dann zu

[0 " > o = .

1[6_t2]a =(Z1,t2) + [Vz M, VZ] amE(Zl,tQ)

mk
8,7 | a5 (21, t2) \2 a, #(Z1,t2) = 0. (4.16)

Diese Gleichung hat die Form einer nichtlinearen Schrédingergleichung. Die
Besonderheiten dieser Gleichung werden wir allerdings im Folgenden nicht
behandeln, da wir uns zunichst auf den endlichen Kristall im linearen Fall
beschrianken. Es sei erwéhnt, dass diese Gleichung solitére Losungen besitzt.
Dies bedeutet, dass sich der Puls trotz Dispersion und Nichtlinearitét nicht
verformt. Die Behandlung dieses Falls wird Thema von Folgearbeiten sein.

Zusammenfassung

Wir haben die Multi-Skalen-Methode auf die nichtlinearen Wellengleichung
eines Photonischen Kristalls angewendet. Dabei haben wir festgestellt:

e In Ordnung p': Die Trigerwelle in einem Photonischen Kristall ist die
Blochwelle.

e Uber die Einhiillende wird in dieser Ordnung noch nichts ausgesagt,
daher bendtigten wir die nichsten Ordungen in pu.

e In Ordnung p?: Die Einhiillende bewegt sich mit der Gruppenge-

schwindigkiet v aus Kapitel 2.
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Zly

Abbildung 4.3: Neues Koordinatensystem

e Diese Feststellung ermdoglichte es uns in ein mitbewegtes Koordinaten-
system 2 zu transferieren.

e Um die zeitliche Verdnderung in der Nidhe der Bandkante in diesem
neuen System zu erhalten, mussten wir die néchst hohere Zeitskala to
miteinbeziehen. Dies fiihrte zur Ordnung p3.

e In Ordnung #3: Die Einhiillende erfiillt eine nichtlineare Schrédinger-
gleichung, in welche Dispersion und Nichtlinearitdt eingehen.

Wir haben damit die Grundlagen geschaffen um einen Puls in einem Photo-
nischen Kristall zu beschreiben. Im Folgenden Kapitel werden wir am Bei-
spiel eines endlichen Photonischen Kistalls berechnen, wie der Puls innerhalb
des Kristalls und das reflektierte sowie transmittierte Wellenfeld aussehen.
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Kapitel 5

Endliche Photonische
Kristalle

Nachdem wir in den vorangegangenen Kapiteln die Grundlagen zur Behand-
lung des endlichen Photonischen Kristalls gelegt haben, wird hier die Trans-
mission durch einen endlichen Photonischen Kristall behandelt.

Im Unterkapitel 5.1 wird die Einhiillende im Photonischen Kristall im
Allgemeinen aufgestellt. In den darauf folgenden Kapiteln wird die Einhiillen-
de fiir die drei Félle eines einfallenden Wellenfeldes mit der Frequenz in
der Bandliicke, an der Bandkante und im Band aufgestellt. Damit sind die
Voraussetzungen fiir die Behandlung des Transmissionsproblems geschaffen.
Wir kennen dann das Wellenfeld im Photonischen Kristall und kénnen dieses
an die dusseren Wellenfelder ankoppeln. Dies wird in Abschnitt 5.5 durch-
gefithrt. Das daraus entstehende Gleichungssystem wird im Unterkapitel 5.6
gelost.

5.1 Allgemeine Betrachtungen

In diesem Abschnitt wollen wir genauer auf die im Photonischen Kristall
laufende Wellen eingehen. Wir werden sehen, dass wir drei Félle zu un-
terscheiden haben, welche dann in den folgendne Abschnitten behandelt
werden.

Im vorherigen Kapitel hatten wir eine Entwicklung fiir das elektrische
Wellenfeld in einem Photonischen Kristall aufgestellt

E(l’, yvt) = M(€1($, yat) + M€2(m7 yvt) +.. > .
Ferner haben wir eine Gleichung fiir die Einhiillende a, - in einem Photoni-
schen Kristall hergeleitet. Ebenso ist uns aus diesem Kapitel bekannt, dass

die Tragerwelle in einem Photonischen Kristall die Blochwelle ist.

o7
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Nach der mathematischen Behandlung in Abschnitt 4.2 wollen wir nun
das physikalische Problem betrachten und setzen daher p — 1. Wir be-
schrianken uns im Folgenden auf die ersten beiden Terme in F(z,y,t). Dabei
bezeichnen wir die erste Ordnung e; als Primérteil, wahrend die zweite Ord-
nung ey als Begleitteil bezeichnet wird. Durch den Ubergang p — 1 kehren
wir wieder zu den Koordinaten x,y und der Zeit ¢ zuriick, die Indizes aus
Kapitel 4 fallen also weg. Fiir unsere in Kapitel 4 neu definierte Variable gilt
somit =7 — ¥ _: t, wodurch die Einhiillende mit Abhéngigkeiten a, -(Z,t)
lautet. Der Ansatz fiir das elektrische Wellenfeld im Photonischen Kristall
wird damit und mit der Beziehung (4.13) zu

E(rt) = a,p(Z0E ()

milT
+ Y T Bp(MV.a,z(2,t) e @i b (5.1)
l#m

Die Ableitung nach Z kommt dabei aus der Beziehung (4.13), in welcher b;
durch a,_ - ausgedriickt wird. Es wurde weiterhin

o 2ic?
B = = (1| O
1k mk

gesetzt. In zweiter Ordnung tritt folglich die Ableitung der Einhiillenden
nach Z auf, sie verschwindet, wenn die Einhiillende eine Konstante beziiglich
Z ist. Andererseits ist die zweite Ordnung nicht mehr zu vernachléssigen,
wenn die Einhiillende stark ab- oder ansteigt.

Um die Welle im Photonischen Kristall festzulegen, muss die Einhiillende
a, r (bis auf Konstanten) bekannt sein. Die Einhiillende erfiillt, laut Kapi-
tel 4, die nichtlineare Schroedingergleichung

250+ [V M,z Ve a,z(5,0)

+8, 7 |a, z(Z1) ‘ a z(Zt) = 0.

[otJons

Wir wéhlen einen Separationsansatz, welcher die explizite Zeitabhéngigkeit
von der Ortsvariablen 2" trennt

a, #(Z,t) = wmk(z“)e*”t .

Dabei miissen wir allerdings beachten, dass Z = 7~ ebenso zeitabhiingig
ist, es also durch diese Ortsvariable noch eine implizite Zeitabhéngigkeit
gibt. Die Konstante v in der Exponentialfunktion bezeichnen wir als Dif-
ferenzfrequenz. Um die Rolle von « genauer zu verstehen, setzen wir den
Separationsansatz zunéchst in Gleichung (5.1) ein. Es folgt

B(7, 1) = [, OB, z(7) + > T V.0, () Ep(7)] e i)t (5.2)
l#m
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Offensichtlich setzt sich die Frequenz, der im Photonischen Kristall laufen-
den Welle, aus der Frequenz der angereten Blochwelle w - und der Dif-
ferenzferquenz v zusammen. Die Gesamtfrequenz w = w,  + 7 entspricht
dabei der des einfallenden Wellenfeldes. Es findet also eine Frequenzaufspal-
tung statt in der v die Differenz der Frequenz des einfallenden Wellenfeldes
w und der Frequenz der angeregten Blochwelle w, : bildet. Daher bezeichnet
man « auch als Differenzfrequenz. Sie ist offenbar Null, wenn das einfallende
Wellenfeld eine Frequenz im Band bzw. an der Bandkante besitzt.

Nach dieser Betrachtung der Differenzfrequenz, setzen wir den Separa-
tionsansatz in die nichtlineare Schrodingergleichung ein. Wir erhalten eine
Gleichung fiir ¢, -, da sich die Exponentialfunkiton kiirzen lésst

,5(2) + [% M,z ¥ }wm,;@)

Diese Gleichung wird nun weiter auf das betrachtete Problem zugeschnit-
ten. Man kann drei Fille unterscheiden, je nachdem welche Frequenz das
einfallende Wellenfeld hat:

1. Frequenz liegt in der Bandliicke,
2. Frequenz liegt auf der Bandkante,
3. Frequenz liegt im Band.

Diese drei Félle werden in den folgenden Unterkapiteln separat behandelt.

5.2 In der Bandliicke nahe einer Bandkante

Betrachten wir zunéchst ein einfallendes Wellenfeld mit einer Frequenz w in
der Nihe der Bandliicke. In Abbildung (5.1) sind die Félle einer Frequenz in
der Néihe der oberen und unteren Bandkante dargestellt. Diese Frequenz w
muss, wie aus der vorherigen Betrachtung bekannt, folgendermassen zerlegt
werden

w:wmg—l—'y.

Im Kristall wird also eine Blochwelle der Frequenz w_» angeregt, wihrend
die Einhiillende die Differenzfrequenz v aufnimmt. Das einfallende Wellen-
feld wird dabei die ndchst mogliche Blochwelle anregen. Diese Blochwelle
hat daher eine Frequenz w, r, die sich an der zur anregenden Frequenz w
néchsten Bandkante beﬁndet Durch diese Bedingung lésst sich der Wellen-

vektor k finden. Damit sind k w, i sowie vy festgelegt.
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Abbildung 5.1: Freqenzen in der Bandliicke nahe der unteren Bandkante w;
und oberen Bandkante wo

Nachdem wir wissen, wie fé, w,  und 7 aus der Frequenz des einfallenden
Wellenfeldes zu bestimmen sind, wenden wir uns der Einhiillenden 1 =(2)
zu. Dazu wird die lineare Gleichung

Yy (D) +Ve M, Vet () +B8 2|0 (D)0 (=0 (5.3)

betrachtet. In einem zweidimensionalen Photonischen Kristall ist - von
zwei Komponenten abhéngig. Bisher wurde die Lage der Koordinatensyste-
me z1, 20 bzw. x,y in Bezug auf die Ausbreitungsrichtung der Welle nicht
festgelegt. Wir wihlen daher die z-Achse parallel zur Ausbreitungsrichtung
der Welle im Photonischen Kristall, also zu ¥ : bzw. k. In Abbildung (5.2)
sind dazu zwei Félle dargestellt. Die beiden Ausbeitungsrichtungen sind dort
auch in die Brillouinzone eingezeichnet. Sie liegen auf den Hauptsymmetrie-
achsen I'X und I'M. Da nun die z-Achse parallel zur Ausbreitungsrichtung
liegt folgt, dass zo = y und 21 = x — |¥_¢|t gilt. Offensichtlich haben wir
durch diese Wahl die Zeitabhéngigkeit des bewegten Koordinatensystems
auf eine Achse beschrinkt. Da ein Photonischer Kristall, wie aus Kapitel 2
bekannt, aus einer periodischen Anordnung von Dielektrika besteht, werden
wir dabei in y bzw. 29 Richtung, also orthogonal zur Ausbreitungsrichtung,
immer dieselbe Periodizitéit besitzen. Diese Periodizitdt muss folglich auch
in der im Photonischen Kristall laufende Welle zum Ausdruck kommen. Wir
wiahlen daher folgende Beschreibung

Ui(9) = DI
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Abbildung 5.2: Ausbreitungsrichtung der Welle im Photonischen Kristall
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mit G, = 2mn/a, als jeweilige Wellenzahl in zo-Richtung. Da sich die Welle
mit obiger Wahl der Koordinatensysteme nur in z-Richtung bewegt (was
durch z; festgelegt ist), haben wir in y-Richtung stationidre Wellen unter-
schiedlicher Periodizitéiten. Die Interpretation dieses Ansatzes ist einfach.
Man hat die im Photonischen Kristall in z-Richtung laufende Welle, da
sie eine Symmetrie orthogonal zur Ausbreitungrichtung haben soll, einfach
durch eine Uberlagerung von in y-Richtung stationirer Wellen unterschied-
licher Periodizitéten dargestellt. Dabei steht a, fiir die Periodizitétslinge
in z9-Richtung. Aufgrund der Periodizitit in diese Richtung sind nur ganz-
zahlige Vielfache von 2m/a, als Wellenvektor in zp-Richtung méglich. Diese
ganzzahligen Vielfache werden mit n = 0,41,£2,... numeriert. Wir be-
zeichnen n auch als Kanalzahl, daher ist die Summe {iber n die Summe iiber
die N beteiligten Kanéle. Dies wird bei der Betrachtung der Anschlussbe-
dingungen noch deutlicher werden. Einsetzen dieses Ansatzes in Gleichung
(5.17) liefert

(n) an & m) 2 (00) o O ()
S [rate MO A ) 420G )

_ M@;)G?Lfgg)(m) + ﬂm;; (zz: Z fr(ri)zz(zl) (fr(ri;j)(zl))*fs,;_j)(zl)ﬂ olGnz2
J

m

=0,
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wobei M up,M 2 nd M die Komponenten der symmetrischen 2x2-
(_)mk mk mk

Matrix M, r und [ sowie j Kanalzahlen sind. Die Gleichung ist nur dadurch
zu erfiillen, dass der Ausdruck in den eckigen Klammern fiir alle n Null ist.
Der nichtlineare Term bewirkt offensichtlich eine Kopplung der Kanéle bzw.
f::g Dieser Effekt konnte in der Betrachtung des eindimensionalen Falls von
Sipe [6] nicht beobachtete werden. Da die Nichtlinearitéit die Kanéle koppelt,
wird das Problem sehr komplex, wir wollen uns daher in dieser Arbeit auf
den linearen Fall beschréinken und setzen 3, : = 0. Die zu 16sende Gleichung
lautet dann:

82

N IS
. 0 .
FAM G [0 () = MPDGL ) - (54)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Wir setzen daher an
(n) — A€Mz
me (Zl) = Ae .

Da sich die durch das einfallende Wellenfeld angeregte Blochwelle in dem
hier betrachteten Fall an der Bandkante befindet, konnen wir MS%) #0
voraussetzen und erhalten, wenn wir den Ansatz einsetzen

(00) M@z
(@) + Sk )er - () =o.
mk mk

Betrachten wir zunéchst den Spezialfall von n = 0. In diesem Fall hat die
Gleichung, da Gy = 0 ist, die Losung

5
27D

—

mk

0 _
51/2 ==

Offensichtlich entscheidet das Vorzeichen von v/MSkp, ob es eine propa-
gierende Losung oder eine exponentiell ab- oder ansteigende Losung gibt.
Betrachten wir daher die Vorzeichen von ~ und MS}) Da die Frequenz des
einfallenden Wellenfeldes in der Néhe einer Bandkante sein soll, gibt es nur
zwei Félle zu betrachten. Diese sind in Abbildung (5.1) graphisch dargestellt.

1. Die einfallende Frequenz w liegt in der Niahe der unteren Bandkante.
Dann muss die Differenzfrequenz v positiv sein, da die Frequenz w_ -
der angereten Blochwelle kleiner ist als die des einfallenden Wellenfel-
des. Das Band hat an der unteren Bandkante eine negative Kriimmung.
Da wir die Achsen so gewéihlt haben, dass die xz-Achse in Propagati-

onsrichtung zeigt, gibt M (11)

z die Kriimmung an und hat daher eine
m.
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negativen Vorzeichen. Die Losungen 59)2 sind imaginédr. Wir haben
also eine exponentiell geddmpfte und eine exponentiell anwachsende
Losung.

2. Die einfallende Frequenz w liegt in der Nédhe der oberen Bandkante.
Dann hat die Differenzfrequenz einen negativen Wert. Die Kriimmung

des Bandes der oberen Bandkante ist positiv und daher hat auch Mr(ikp

einen positives Vorzeichen. Die Lésungen §$)2 sind auch in diesem Fall
imaginér.

Wir haben somit fiir den Fall n = 0 in der Bandliicke, wie man erwarten
konnte, keine propagierende Losungen.

Kehren wir nun zur allgemeinen quadratische Gleichung fiir €™ zuriick.
Diese hat die zwei Losungen

(00) (00) 1 /(00) 1 1(22) 1 (1) o0 (11)
w _ Mx (M M =M M )G+ M
51/2_ M(M)Gni M(n) M(n) - (5.5)

Es gibt fiir den Fall n # 0 einen reellen Term. Die Wurzel kann aber immer
noch imaginér sein. Das Vorzeichen der Wurzel hidngt zum einen von der De-
tereminante der Gruppengeschwindigkeitsdispersion und zum anderen von
der Differenzfrequenz ab. Die Detereminante hat an der Bandkante einen
positiven Wert. Da unter der Wurzel die negative Determinante steht und
wir aus der vorherigen Betrachtung wissen, dass fyMT(nl}) ein negatives Vor-
zeichen hat, ist der Wurzelausdruck imaginér und der kVVert um so grosser,
je grosser G, ist. Wir erhalten also auch im allgemeinen Fall nur nicht-
propagierende Losungen. Der Beitrag dieser nichtpropagierenden Losungen
zur Transmission wird daher von der Linge des betrachteten Photonischen
Kristalls abhingen. Die allgemeine Losung fiir die Einhiillende in Ausbrei-
tungsrichtung lautet

£ e1) = et 4 B (5.6)

Wir haben hiermit die Welle im Photonischne Kritall bis auf die Konstanten
A, und B, festgelegt. Die Konstanten werden durch die Anschlussbedingun-
gen bestimmt.

Um die Anschlussbedingungen benutzen zu kénnen miissen wir in das
Koordinatensystem x,y iibergehen. Wir befinden uns zur Zeit im beweg-
ten Koordinatinsystem mit z; = = — [¢_»| ¢ und 22 = y. Den Ubergang
erreichen wir durch das Ersetzen der Komponenten von z. Wir betrachten
in diesem Abschnitt ein einfallendes Wellenfeld dessen Frequenz w sich in
der Bandliicke nahe der Bandkante befindet. Dabei wurde festgestellt, dass
die Blochwelle an der nidhchstgelegenen Bandkante angeregt wird. An einer
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Bandkante ist die Gruppengeschwindigkeit, wie aus Kapitel 2 bekannt, Null.
Wir kénnen daher schreiben

mg‘zO — Z=T.

Damit lautet die komplette Ortsraumfunktion der Einhiillenden ¢, - mit
r1 = x und ro = y folgendermassen

V(M) = Z(An6151 T 4+ Bpel® m)e‘G”y .
n

Der Charakter der Ortsraumfunktion wird durch €™ bestimmt. Es sind
reine exponentiell an- bzw. absteigende Losungen oder eine Mischung aus
periodischen und exponentiellen Losungen denkbar. Dabei bleibt die Orts-
raumfunktion jedoch fest, sie bewegt sich also ¢rtlich gesehen nicht.

Somit setzt sich die im Photonischen Kristall laufende Welle bei einem
einfallenden Wellenfeld der Frequenz w in der Bandliicke in erster Ordnung
ey aus einer Blochwelle der Frequenz w, : an der Bandkante als Trégerwelle
und einer im Ortsraum stehenden Funktion, welche die Differenzfrequenz v
aufnimmt, als Einhiillende zusammen. Die Formel fiir die Einhiillende lautet
in dem hier betrachteten Fall also

se(n) cp(n) .
) [ B,

n
r = (e (n) . o(n) .
+ D BRI Ve ) (An6151 4 Bpel® x) elGny}
l#m n

*eii(wmlz+'y)t .

Zusammenfassung

Fassen wir unser bisheriges Vorgehen nocheinmal kurz zusammen:

e Ein einfallendes Wellenfeld mit einer Frequenz in der Bandliicke nahe
einer Bandkante regt eine Blochwelle an dieser Bandkante an.

e Die Blochwelle dient als Tréigerwelle des sich im Photonischen Kristall
ausbreitenden Wellenfeldes.

e Die Differenzfrequenz zwischen der Frequenz der Blochwelle und der
des einfallenden Wellenfeldes wird dabei von der Einhiillenden aufge-
nommen.

e Nach diesen Vorbetrachtungen wurde eine allgemeine Gleichung fiir
die Welle im Photonischen Kristall aufgestellt.

e Dabei erfiillt die Einhiillende eine nichtlineare Schrédingergleichung.
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e Ein Separationsansatz fiir die Einhiillende lieferte eine Gleichung fiir
den Ortsanteil ¢ : im bewegten Koordinatensystem.

e Die Ortsraumfunktion ¢ : konnten wir aufgrund der Symmetrie des
Photonischen Kristalls in einen periodischen Anteil in Richtung der y-
Achse und einen Anteil f (n) entlang der Ausbreitungsrichtung, welche
als x-Achse festlegt Wurdgj zerlegen. Aus der Gleichung der Ortsraum-

(n)

funkiton wurde somit eine nichtlineare Gleichung fiir f i
m.

e Die nichtlineare Gleichung fiir fgl’_f). zeigte, dass die Nichtlinearitét

verschiedene Kanéle bzw. f(nlg) koppelt. Die Losung der nichtlinearen
Gleichung ist daher sehr au?wendig. Wir haben uns fiir die weiteren
Betrachtungen auf das lineare Problem beschrénkt, in welchem diese
Kopplung nicht auftritt.

e Die lineare Gleichung fiir f (n]_j. konnten wir 16sen und erhielten so die
m
Losungsfunktion (5.6), in welcher nur A, und B, unbekannt sind.
Diese Unbekannten werden erst durch die Anschlussbedingungen fest-
gelegt.

e Um eine Anschlussbedingungen der Welle im Photonischen Kristall
mit dusseren Wellenfeldern verwenden zu kénnen, musste die Einhiillen-
de in das unbewegte Laborsystem x,y zuriicktransformiert werden.
Dabei stellte sich heraus, dass fiir den in diesem Abschnitt behandel-
ten Fall 2= 7 gilt, da [v_ ;| = 0 ist.

Das weitere Vorgehen wird darin bestehen, die noch unbekannten Konstan-
ten A, und B, mit Hilfe der Anschlussbedingungen zu bestimmen.

5.3 An der Bandkante

Betrachten wir nun den Fall einer Frequenz w, welche genau an der Band-
kante liegt. Die angeregte Blochwelle wird also dieselbe Frequenz haben, wie
das einfallende Wellenfeld, daher gilt

w=w, ¢ = 7=0.

Dies ist der einzige Unterschied zu der vorherigen Betrachtung. Die Rechnun-
gen aus dem vorherigen Kapitel kénnen daher ibernommen werden, wenn
man v = 0 setzt. Aus Gleichung (5.5) folgt dann

M(OO) (M(OO) M(OO) _ M(22) M(H))
5(") - _ mk G + QG mk mk mk mk
b2 e MY D

mk mk
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Betrachten wir zunéchst den Spezialfall n = 0. Es gilt dann
0) _
3 2 =0.

Die Einhiillende in z-Richtung f . besteht in diesem Fall aus zwei Konstan-
ten Ag und By. Wir haben daher eine propagierende Losung fiir den Kanal
n = 0. Fir den Fall n # 0 ist die Wurzel imaginidr. Der Wurzelausdruck
bewirkt daher das exponentielle An- bzw. Abfallen der Losungsfunktion.
Wir haben also keine propagierende Losung fiir n # 0. Ob die Kaniile zur
Transmission beitragen liegt folglich an der Lénge des Photonischen Kri-
stalls. Die allgemeine Losung fiir die Ortsraumfunktion der Einhiillenden im
Photonischne Kristall fiir eine Frequenz an der Bandkante hat die Form

se(n) se(n) ;
UilP) = D (Ane 7 4 Bel®s e )elCrv
n

Da die Gruppengeschwindigkeit an der Bandkante verschwindet und wir
keine Differenzfrequenz haben, ist die Einhiillende a,_(,t) = ¢, (7) eine
statische Funktion in Raum und Zeit. Die Blochwellen laufen dabei aller-
dings mit der Phasengeschwindigkeit, da sie die Trégerwellen bilden. Der
Unterschied in den beiden Geschwindigkeiten ist duch die Dispersion zu
beriinden, welche hier durch den Tensor der Gruppengeschwindigkeitsdisper-
sion dargestellt wird. Die Auswirkungen der Dispersion wurden in Kapitel 4
besprochen.

Der Ausdruck fiir die im Photonischen Kristall laufende Welle entspricht
dem aus dem vorherigen Abschintt fiir v = 0:

ce(n) . o (n) .
B = [ (A" 4 B8 (i
n
r = (™) () N\
F Y BT 9, 30 (4,647 4 B0 ) o]
l#m n
xe Wit
5.4 Im Band

Betrachten wir nun den letzten Fall. Das einfallende Wellenfeld hat eine
Frequenz w, welche im Band liegt. Wiederum werden wir keine Differenzfre-
quenz erhalten, es gilt

w=w y = v=0.

mk

Wir kénnen somit die Rechnung aus dem vorherigne Abschnitt ibernehmen.
Die Gleichung fiir die Einhiillende im bewegten Koordinatensystem ist fiir
Bk =0

-

VoM, Vot 2(2)=0.



5.4. IM BAND 67

Da im Band die Gruppengeschwindigkeit nicht immer Null ist, kann die
Transformation in den Ortsraum x,y nicht aus den vorherigen Abschnitten
iibernommen werden. Wir legen die x-Achse und die z1-Achse der beiden
Koordinatensysteme parallel zur Ausbreitungsrichtung der Welle im Pho-
tonischen Kristall. Dies hat dann zur Folge, dass 21 = x — |v/ [t und
z9 = y gilt. Es gibt allerdings eine Periodizitét in y-Richtung, die sich auch
in der Welle zeigen wird. Der Ansatz fiir die Funktion ¢ _: im bewegten
Koordinatensystemzy, zo lautet folgendermassen
U3 = Y F ()
n

Es wird dabei iiber alle beteiligten Kanéle n summiert. Jeder Kanal be-
sitzt eine Wellenzahl G, = 27n/a,. Setzen wir dies in die Gleichung der
Einhiillende ein, erhalten wir nach dem Kiirzen der Exponentialfunktion
eine Differentialgleichung der Form

* n .+ (00 0 ,(n 22 n
0= MU 5 fd o) + 25M DG ) = MU GRf )

Diese Differentialgleichung wird mit dem Ansatz
(n) . ig(n) 2y
me(zl) = Ae

auf eine quadratische Gleichung gebracht, welche die zwei Losungen

M (MO 0D _ pg P2 g0y
12 = Ty = e 270 200

mk mk mk

besitzt. Der Fall n = 0 liefert auch hier eine propagierende Losung. Fiir
n # 0 gibt es nun ebenfalls propagierende Losungen, da die Determinan-
te jetzt nicht immer einen positiven Wert hat und somit die Wurzel nicht
immer imaginér ist. Die allgemeine Losung fiir die Funktion im bewegten
Koordinatensystem lautet hier

0D = 3 (A, 4 B )i
n
Die Konstanten A,, und B,, miissen durch die Anschlussbedingungen festge-
legt werden. Transformieren wir in das unbewegte Koordinatensystem x, y,
indem wir z’ durch seine Definition ersetzen, so folgt
U= T 1) = 3 (A" (e 10nil ) 4 67 (210,51 0)) i
n
Offensichtlich 1dsst sich nun der zeitabhéngige Anteil nicht mehr vom orts-
abhéngigen trennen. In der im Photonischen Kristall laufenden Welle besitzt
sowohl die Blochwelle als auch die Einhiillende ¢_ - einen Zeitanteil. Die bei-
den Zeitanteile konnen nun nicht mehr zu einem zusammengefasst werden,
was sich auf die Anschlussbedingungen auswirken wird. Eine genauere Be-
handlung dieses Falles wird Thema von Folgearbeiten sein.
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5.5 Anschlussbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun um die Anschlussbedingungen fiir
den Fall eines einfallenden Wellenfeldes mit einer Frequenz in der Bandliicke
kiimmern. Dazu betrachten wir zunéchst einmal den Versuchsaufbau. Wir
haben einen endlichen Photonischen Kristall, auf den ein senkrecht einlau-
fendes Wellenfeld trifft, siche Abbildung (5.3). Ein endlicher Photonischer
Kristall ist nichts anderes, als eine Beugungsgitter. Aus der Wellenoptik ist
bekannt, dass sich beim reflektierten und transmittierten Wellenfeld kon-
struktive und destruktive Interferenzen ausbilden. Diese Interferenzen liegen
aufgrund der Periodizitit des Beugungsgitters in bestimmten, diskretisier-
ten Ausbreitungsrichtungen. Wir bezeichnen die Ausbreitungsrichtungen der
konstruktiven Interferenzen als Kanile.

In einem Photonischen Kristall treten Bragg-Streuungen auf, die sich
dann iiberlagern und ein Wellenfeld bilden. Durch diese Uberlagerungen
erhélt man im unendlichen Photonischen Kristall (ohne Nichtlinearitidt und
Dispersion) die Bandstruktur. Die Blochwellen sind daher die durch die
Bragg-Streuungen entstehenden Wellenfelder fiir eine bestimmte Ausbei-
tungsrichtung k und Frequenz w_ . Wenn die Dispersionseffekte und Nichtli-
nearitéten beriicksichtigt werden, muss man die Blochwelle der betrachteten
Ausbeitungsrichung und Frequenz als Tragerwelle betrachten. Die Amplitu-
de der Tragerwelle wird durch die Einhiillende variiert. In dieser Einhiillen-
den werden Nichtlinearitdt und Dispersion mitberiicksichtigt. Ferner besitzt
die Einhiillende eine Diskretisierung orthogonal zur Ausbreitungsrichtung
der Blochwellen. Diese stimmt mit der des transmittierten und reflektierten
Wellenfeldes iiberein. Die diskretisierten Komponenten der Einhiillenden ha-
ben wir daher als Kanile bezeichnet.

In einem endlichen Photonischen Kristall werden aber durch die An-
kopplung mit dem Aussenraum weitere Effekte hinzukommen. Man kann
sich dies folgendermassen vorstellen. Ein Teil des auf den Photonischen Kri-
stall auftreffenden Wellenfeldes wird reflektiert, der andere Teil dringt in den
Photonischen Kristall ein. Der Teil, welcher in den Photonischen Kristall
eingedrungen ist, wird auf der anderen Seite teilweise reflektiert und trans-
mittiert werden. Wir werden auf diese Art und Weise eine transmittierte
Welle erhalten. Im Photonischen Kristall ergibt sich nun eine Uberlagerung
der eindringenden und am anderen Ende teilweise reflektierten Wellenfelder.
Dieser Effekt wird durch unseren Ansatz der Einhiillenden beriicksichtigt.
Da die Einhiillende aus einer vorwérts bzw. riickwérts laufenden Welle be-
steht, welche mit den Konstanten A, und B, gewichtet werden. Mit die-
sen Konstanten ist Ankopplung an die dusseren Wellenfelder méglich. Die
Einhiillende ist also das Bindeglied zwischen den einfallenden, reflektierten
und transmittierten Wellenfeldern. Wir werden die Analogie zur Beugung
an einem Gitter spéter noch einmal aufgreifen.

Wir legen unser Koordinatensystem z,y, das Laborsystem, ausserhalb
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Abbildung 5.3: Bild des Versuchsaufbaus

des Photonischen Kristalls so, dass die xz-Achse parallel zu der Einfallsrich-
tung des auf den Photonischen Kristall treffenden Wellenfeldes liegt. Wei-
terhin betrachten wir den senkrechten Einfall, wodurch die y-Achse parallel
zur Kristallkante ist. Die Periodizitét des Photonischen Kristalls entlang der
y-Achse wird fiir uns im Folgenden von besonderem Interesse sein. Ferner
soll das einfallende Wellenfeld nach links laufen und an der Stelle x = L
auf den Photonischen Kristall treffen. Das einfallende Wellenfeld mit der
Wellenzahl k£ = w/c hat also die Form

By = Ege™ F@=L) glwt (5.7)

Das einfallende Wellenfeld wird weiter die Periodizitét des Photonischen
Kristalls in y-Richtung sehen, welche sich nach der Wechselwirkung mit
diesem im reflektieren und transmittieren Wellenfeld zeigen wird (Bragg-
Streuung). Diese Betrachtung der Periodizitit orthogonal zur Ausbreitungs-
richtung hatten wir in den vorherigen Abschnitten fiir die Welle im Photo-
nischen Kristall ebenfalls durchgefiithrt. Dort wurde einen Wellenvektor in
y-Richtung definiert mit

G, = n n mit n=0,4+1,£2,... .
ay
Dabei ist n die sogenannte Kanalzahl. Die Interpretation war folgende. Man
hat die y-Periodizitdt der in x-Richtung laufenden Welle dadurch erreicht,
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dass man sie in y-Richtung aus einer Uberlagerung von stationéiren Wellen
dargestellt hat.

Wir miissen dies fiir die Wellenfelder ausserhalb des Photonischen Kri-
stalls nun auch einfiihren. Die Ausbreitungsrichtung wird durch den Wel-
lenvektor angegeben. Wir kennen die y-Komponente des Wellenvektors fiir
jeden Kanal n und definieren daraus einen Wellenvektor fiir die transmit-
tierte und reflektierte Welle

B EON (r)
(0 — (7)) Re) Z ()
n Gn ’ n Gn

Dabei gilt es zu beriicksichtigen, dass wir durch den Betrag des Wellenvek-
tors des einfallenden Wellenfeldes, also der Wellenzahl k, auch die Betrége
der Wellenvektoren des transmittierten und reflektierten Wellenfeldes fest-
gelegt haben. Es gilt also

K

n

k= ‘K’,(f)

Der Betrag des Wellenvektors darf sich also ausserhalb des Photonischne
Kristalls nicht &ndern. Wir kénnen dariiber die jeweilige z-Komponente fin-
den, indem wir das Betragsquadrat bilden und nach dieser auflésen. Es folgt
somit

EOV — k22 (kM) =2 - G2 .
(n) n’(n) n

Offensichtlich muss hier zur Vorzeichenwahl physikalisch argumentiert wer-
den. Die Ausbreitungsrichtung der transmittierten Welle in z-Richtung ist
dieselbe wie die der einfallenden Welle, daher gilt

KO = k2 —G2 fiir k<G kW = —i\/—k2+ G2 fiir k> G, . (5.8)

Die Ausbreitungsrichtung der reflektierten Welle ist der der einfallenden
entgegengerichtet, daher wechselt das Vorzeichen und es gilt

E) = k2 —G2 fir k< Gp; kW =iy/-k2+ G2 firk>G,. (5.9)

Es ist also durchaus mdoglich, dass man einen imaginédren Wert fiir den Wel-
lenvektor in z-Richtung erhilt. Dies wiirde bedeuten, dass man eine in x-
Richtung exponentiell gedampfte Welle hétte, die sich aber in y-Richtung
ausdehnt. Bei senkrechtem Einfall liegt die y-Achse parallel zur Kristallkan-
te und das Phénomen wird als Oberflichenwelle bezeichnet. Es ist ferner
ersichtlich, dass fiir n = 0 die reflektierte und transmittierte Wellenfeld par-
allel zu der Achse des einfallenden Wellenfeldes liegen.

Wir kénnen nun die transmittierte Welle durch alle Kanél n folgender-
massen beschreiben

O
Br() = 3 T it (5.10)
n
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Fiir die reflektierte Welle muss beachtet werden, dass diese an der Stelle
x = L beginnt. Daher lautet der Ansatz

Er(7) = 3 Rue B (L)) et (5.11)

Wir erkennen an diesen Ausdriicken, dass eine Uberlagerung von n Wel-
len unterschiedlicher Ausbreitungsrichtungen vorliegt. Diese Ausbreitungs-
richtungen sind durch G,, diskretisiert. Es gibt also kein kontinuierliches
Spektrum der Wellenvektoren. Wir bezeichnen die moglichen Ausbreitungs-
richtungen daher als Kanéle und n damit als Kanalzahl. Da der senkrechte
Einfall betrachtet wird sind die Richtungsvektoren I?ét) und I?,(f) spiegel-
symmetrisch zur Richtung fiir n = 0 angeordnet. Die Koeffizienten T;, und
R, geben dabei die Stirke bzw. Amplitude der einzelnen Kanile an. Sie
gilt es durch die Anschlussbedingungen zu bestimmen, um das transmittier-
te und reflektierte Wellenfeld festzulegen. Das Ergebnis der so aufgestellten
Gleichungen erinnert an die Intensitétsverteilung eines Beugungsbildes, in
dem die Intenistdtsmaxima kein kontinuierliches Spektrum bilden, sondern
durch die Interferenzbedingung diskretisiert sind. Dieser Vergleich ist nicht
verwunderlich, da das Experiment nichts anderes als ein Beugungsexperi-
ment ist.

Wir wollen uns an dieser Stelle in Erinnerung rufen, dass wir in der
Einhiillenden im Photonischen Kristall die Koeffizienten A,, und B,, eben-
falls durch die Anschlussbedingungen bestimmen wollten. Die Koeffizienten
A, und B, geben die Amplituden der Wellenfelder an, aus denen sich die
Einhiillende zusammensetzt. Sie spielen also dieselbe Rolle, wie die Koeffi-
zienten T, und R,,.

Die Anschlussbedingungen und die beteiligten Wellenfelder sollen nun
aufgestellt werden. Wir teilen die Wellenfelder in drei Bereiche auf. Auf der
rechten Seite des Photonischen Kristalls befindet sich das einfallende und
reflektierte Wellenfeld. Die Wellengleichung lautet in diesem Bereich

E\(7,t) = Ei(T,t) + Er(7,t) .

Das transmittierte Wellenfeld befindet sich auf der linken Seite des Photoni-
schen Kristalls und man kann die Wellengleichung auf dieser Seite darstellen
mit

E\(r,t) = Ex(rt) .

Das Wellenfeld im Photonischen Kristall hatten wir in den vorherigen Unter-
kapiteln fiir drei Félle hergeleitet. Wir beschréinken uns hier auf den Fall der
Bandliicke. Die Gleichung fiir das Wellenfeld in einem Photonischen Kristall
hat die Form

Bro (i) = [, Ey@) + 30T+ [V, 2(7)| Bp(?)| e (enat)t
l#m
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Nun ist noch den Ubergang an der Ubergangsstelle z = 0 fiir die bei-
den Wellenfunktionen E; und Epc sowie den Ubergang an der Stelle z = L
fiir £; und Epc festzulegen. Aus der Elektrodynamik ist bekannt, dass beim
Ubergang des elektrischen Feldes von einem Medium in ein anderes Material
die Tangentialkomponenten der E- und H-Felder erhalten bleiben. Die Wel-
lenfunktionen innerhalb und ausserhalb des Photonischen Kristalls miissen
an den Ubergangsstellen dieselben Werte haben, es gilt also

El(x = O?Z/; t) = Ep(j(.ili' = an;t) (512)
Er(x = L?@/; t) = EPC(-T = L?y; t) . (513)

Mathematisch betrachtet bedeutet dies, dass die Funktion an den Stellen
x = 0 und z = L stetig ist. Wir wollen das magnetische Feld nun mit
Hilfe der Maxwellgleichungen durch des elektrische Feld ausdriicken, da wir
uns in unserer Betrachtung auf dieses beschréinkt haben. Fiir beide Felder
konnen wir Zeit- und Ortsanteil durch einen Producktansatz trennen. Dabei
schwingen beide Felder mit derselben Frequenz, haben also beide denselben
zeitlichen Term exp (iwt). Fiir die Ortsfunktionen der Felder in zusétzlich
nichtmagnetischen Medien mit p = 1 gilt daher

iwpoH (7) = V x E(F) .

Die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes ist proportional zur Ab-
leitung des elektrischen Feldes nach x. Die weiteren Anschlussbedingungen
lauten somit

O EN(z =0,y;t) = Oy Epc(x=0,y;t) (5.14)
aa:Er(x =L,y; t) = axEPC(SC = L,y; t) . (515)

Mathematisch folgt daraus, dass wir eine in z-Richtung stetig differenzier-
bare Funktion haben. Wir sind bei dieser Herleitung davon ausgegangen,
dass sich Zeit- und Ortsanteil der betrachteten Felder H und E separie-
ren lassen und die Zeitabhéngigkeit daher nur in der Exponentialfunktion
exp (iwt) auftritt. Dies ist fiir eine Welle in einem Photonischen Kristall bei
einer Frequenz im Band fiir das E-Feld nicht mehr der Fall, wie wir aus den
vorherigen Betrachtungen wissen. Dieser Fall muss daher noch eingehender
untersucht werden. Wir beschrinken uns auf den Fall in der Bandliicke.

Bevor wir nun an das Losen der Anschlussbedingungen gehen, wollen
wir noch eine Vereinfachung durchfiihren. Die Zeitabhéngigkeit der Wellen-
funktionen entfallt, da sich die Exponentialfunktionen und mit ihnen die
Zeitabhingigkeit aus den Anschlussbedingungen kiirzen.
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Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des endlichen Photonischen Kri-
stalls mit Einheitszellen

Ubergang an der Stelle z =0 :

Betrachten wir zunéchst die Anschlussbedingung 5.12. Fiir das Wellenfeld
der linken Seite Folgt an der Stelle z = 0

Ei(x=0,y) = ZTneiG"y .
n

Dabei summieren wir wieder iiber alle Kanile n. Fir das Wellenfeld im
Photonischen Kristall ist die Gleichung nicht so einfach aufzustellen. Wir
haben dort die Blochwellen als Tragerwellen. Diese werden iiber die Band-
strukturrechnung bestimmt, also in Bezug auf die Einheitszelle berechnet.
Der Ursprung des Koordinatensystems fiir diese Berechnung liegt aber in der
Mitte der Einheitszelle. Man muss daher beriicksichtigen, dass die Werte der
Blochwellen an der Stelle x = 0 des Laborsystems, also an der Kristallgrenze,
durch die Lage dieser Kristallgrenze in Bezug auf die Mitte der Einheitszelle
bestimmt wird. Um diese Lage zu beschreiben, fithren wir die Konstanten ¢
und d ein. Sie beschreiben die Verschiebung des Schnittes von der Mitte der
Einheitszelle. Es gilt ¢ < 0 bzw. d < 0 fiir eine Verschiebung nach links und
¢ > 0 bzw. d > 0 bei einer Verschiebung nach rechts. In Abbildung (5.4) sind
Schnitt und Konstanten graphisch dargestellt. Offensichtlich bestimmt der
Schnitt den Wert der Blochwelle an der Grenze des Photonischen Kristalls.
Damit wird er auch Auswirkungen auf die Ankopplung der dusseren Felder
haben. Dies wird im folgenden Kapitel bestétigt werden.
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Wir setzen fiir das Wellenfeld wie folgt an

EPC('I" = Oa y) = djm]z(x = O,y)EmE(ZL' =G y)

+ ) [f’,;m Vo, (@ =0, y)} Ejp(r=cy) .
l#m

Dabei ist ¢ die Konstante, welche die Kristallgrenze in Bezug auf die Ein-
heitszelle beschreibt. Die Summe geht dabei iiber alle nicht betrachteten
Bénder, nicht iiber die Kanile. Setzen wir die Gleichungen fiir die Wellen-
felder in die Anschlussbedingung (5.12) ein, so erhalten wir

Y T =y #(0,9)E, z(cy)
n

+ YTV, 1 (0,9)] Ble,y)
l#m

Es ist von Vorteil, wenn die Summe iiber die Kanalzahlen n auf der linken
Seite der Gleichung wegfillt. Dazu bedient man sich der Beziehung

1 [ : 2
— dy (Gn=Grly — dpp mit Gy = iy s v=n,p, (5.16)

ay Jo Ay

indem man auf beiden Seiten mit exp (—iG,y) multipliziert und anschlies-
send integriert. Dadurch erhilt man, fiir n = p folgende Gleichung

T’n, = a/i ay dy e*iGny (f(ljm’;(o’ y)EmE(C,y)
y JO
+ [V, 0,0)] Eglen) |
l#m

Die allgemeine Form fiir die Einhiillende ¢, : lautet fiir die hier betrachteten
Félle, in denen 7 = Z gilt, nach Kapitel 5.2

Uo7 = D LI (@)el (5.17)
J

Dabei wird iiber die Kanéle summiert, wir haben also auch die Kanalzahl j
zu beriicksichtigen. Setzen wir diese Form in die zu l6sende Gleichung ein,
so kann man diese zu

T, = S[90), [May o ey
j mk Gy Jo

L D) N 1
+ rim. < mk ) —/ dy GGV E (¢, y)
Z{ Fo\iG; V0 }ay 0 . }
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vereinfachen. Diesen Ausdruck verkiirzen wir noch durch die Definition

G=m _ L ("4, 6iG—Gvg
D~ _ay/o dy "™ E =(c,y) . (5.18)

Damit lautet die aus Anschlussbedingung (5.12) gewonnene Gleichung

)
T, :Z[ (G—n) f(J (ZDJ ) Zn) ) <8xf"z’;)(0))>} . (5.19)

i iG;f3(0

Offensichtlich benétigen wir N solcher Gleichungen, wenn N die Anzahl
Kaniile ist. Die Summe {iber alle j auf der rechten Seite lduft dabei ebenfalls
iiber die betrachteten Kanéle. Dies bedeutet, dass der Transmissionskoeffi-
zient eines bestimmten Kanales n durch alle Kanile j bestimmt wird. Die
Funktion f Ny ist uns aus den vorherigen Abschnitten bekannt. Wir haben
sie fiir drei verschiedene Fille aufgestellt.

Betrachten wir nun die Anschlussbedingung (5.14). Fiir die Ableitung
der Wellenfunktion nach x auf der linken Seite des Photonischen Kristalls
an der Stelle x = 0 folgt

OpEr(z=0,y) = > ik{DT,emv .

Die Summe lduft iiber alle N Kanile. Die Ableitung der Wellenfunktion im
Photonischen Kristall nach x an der Stelle x = 0 ist nicht ganz so einfach.
Wir miissen auch hier beachten, dass die Ableitung der Blochwelle an der
Kristallkante x = 0 durch die Ableitung an der Stelle x = ¢ ersetzt werden
muss. Somit lautet die Ableitung

OuBro(=0,y) = (00,500 =0,9))E, 1z = c.y)
+ wm,;(xzo,y)(aE il =cy)

)
Z(@w [f%m Twmk =0,y DEm

_.|_
l#m

+ Y[ Ve pa = 0.9)] (0., (e = >).
l#m

Dabei wird iiber alle nicht betrachteten Bander [ summiert. Wir setzen diese
beiden Ausdriicke nun in Gleichung (5.14) ein und erhalten

ST = (90,10.9) ) By lesy) +4,1(0,9) (0B, p(e.w)

+ Y (0] T, 20.9)] ) Bt n)
I#m

v Y[V, 0.0)] (2.8, pew)
I#m
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Wir wollen nun die Summe auf der linken Seite der Gleichung eliminieren.
Darum multiplizieren wir mit exp (—iG,y) und integrieren. Mit Hilfe der
oben angefiihrten Beziehung (5.16) folgt dann fiir p = n

ikOT, = a_1y andy e—iGny(aﬂme(o,y)) E -(c.y)
+ a_ly andy e 15y 2(0,9) (0 E, 1(c.)
+ a_ly andy e‘iG"y;n(aw{fi;’"-ﬁrwm,;(o,y)}) £ (o)
+ a_ly andy o iGny l;n [f%m Vot (0, y)] (8$Em’—€»(c, y)) _

Um diese Gleichung zu vereinfachen, ersetzen wir ¢ - durch den allgemei-
nen Ausdruck aus (5.17). Dann werden Integrale der in Gleichung (5.18)
dargestellten Form auftauchen und Integrale, die wir durch

- 1 ay .
T,Ej];’ n) _ a_/o dy e1(Gj—Gn)yamEmE(c, y)
Yy

abkiirzen. Die vereinfachte Gleichung lautet
w0 =3 DY0:10)
J
(G—n) £(4)
+ Toi Lk

4 8219 (0)
(G—n) Rim Tk
+ (> DT ( ) >
<l¢m # ) 160 71(0)
| 0 fV2(0)
(G—n)Rim mk
+ (DT < : ) . (5.20)
<l¢m ) iG;f9(0) |

Ubergangsbedingungen an der Stelle z =L :

Die Betrachtung der Anschlussbedingungen an der Stelle z = L verlauft
analog zu der an der Stelle x = 0.

Betrachten wir also zunéchst die Anschlussbedingung 5.13. Fiir das Wel-
lenfeld der linken Seite folgt an der Stelle x = L

Ey(x=L,y) = Ey+ Z Rpeln¥
n

Es kommt im Gegensatz zur obigen Gleichung noch eine Konstante FEj
aus dem einlaufenden Wellenfeld hinzu. Die Summe lduft iiber die alle N
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betrachteten Kanéle. Fiir das Wellenfeld im Photonischen Kristall ist zu
beriicksichtigen, dass die Blochwellen an der Stelle x = L durch die Lage
der Kristallgrenze in Bezug auf die Einheitszelle bestimmt wird. Wir setzen
daher an

Epc(z=L,y) = ¢, px=LyE ;(x=dy)

Dabei ist nun d die Konstante, welche die Kristallgrenze in Bezug auf die
Einheitszelle beschreibt. Der Schnitt muss an der linken und rechten Seite
des Kristalls nicht denselben Abstand zum Einheitszellenmittelpunkt haben,
deshalb fithren wir verschiedene Konstanen ¢ und d ein. Die Summe lduft
iiber alle nicht betrachteten Bénder . Setzen wir die Gleichungen fiir die
Wellenfelder in die Anschlussbedingung (5.13) ein, so erhalten wir

Ey + Z RneiGny = me(La y)EmE(d7 y)

+ 3 [f%m Vi, (L) | Ep(d,y) -
l#m

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit exp (—iG,y) und integrieren. Un-
ter Beriicksichtigung der zuvor angegebenen Beziehung entfillt dabei die
Summe iiber n auf der linken Seite und es folgt fiir n = p die Gleichung

L[ ~ia
bwoBo+ Rn = — | dye O (g i(Ly)E, ;(d.y)
ay L
+ [ o, o (L) B, y)
l#m

Auf der linken Seite kommt der Ausdruck d,0 hinzu, da 1 = exp (iGoy) gilt.
Wir ersetzen 1 duch den allgemeinen Ausdruck. Dadurch erhalten wir
eine Gleichung in der auf der rechten Seite iiber alle Kanile j summiert
wird

Sn0Eo+ Ry = Z[D(j:”) F9 L)

- mk mk
J

o 8.f9(L)
EOOL Ak v B (i | RS
I#m iG;f (L)

Auch der Reflektionskoeflizient eines bestimmten Kanals n wird durch alle
betrachteten Kanéle j bestimmt. Dabei haben wir den Ausdruck mit der
Definition von

. 1 a o
PV ):a— /0 "dy GG E (d,y) (5.22)
Yy
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etwas iibersichtlicher gestaltet.

Betrachten wir nun die Anschlussbedingung (5.15). Fiir die Ableitung
der Wellenfunktion nach z auf der rechten Seite des Photonischen Kristall
an der Stelle x = 0 folgt

OpEr(x = L,y) = —ikEy + ijg“)RneiGny )

Dabei erhalten wir einen zusétzlichen Term —ikFEy durch das einlaufende
Wellenfeld. Das reflektierte Wellenfeld setzt sich wieder aus der Summe {iber
alle Kanéle zusammen. Bei Ableitung der Wellenfunktion im Photonischen
Kristall nach x an der Stelle x = L miissen wir beachten, dass die Ableitung
der Blochwelle an der Kristallkante x = L jetzt durch die Ableitung an der
Stelle © = d ersetzt werden muss. Wir erhalten

eEpc(z=L,y) = (wamg(aﬁ =1L, y))Em;;(x =d,y)
+ Gile = L) (0. B, z(x = dy)

l#m
+ Z |:f\’%m . ﬁrz/)m];(x =1L, y)] (ELCEmE(x =d, y)) .
l#m
Die hier auftretende Summe lauft tiber alle nicht betrachteten Bénder I.
Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in Gleichung (5.14) ergibt

~ikBy + 3k R = (0,0,,1(L,9)) B, 2(d,y)

+ 0i(L.y) (0B, (o)

l#m
+ Y[ Ve (L) (0:B, 2. w))
l#m
Um die Summe auf der linken Seite der Gleichung zu eliminieren multipli-
zieren wir mit exp (—iGpy) und integrieren. Mit Hilfe der oben angefiihrten
Beziehung (5.16) folgt dann fiir p =n

1 @ :
—ikbn0Fo + ik‘,(f)Rn - = ydy e—lGny{ (axqme(L,y))EmE(d,y)
Gy Jo

+ 0i(L,y) (0B, (o)
+ ) (&p [f;m Ve (L, y)DEm,g(d, y)

£ [T Vg o] (08,50 w) ] |
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Das Ersetzen von ) - durch den allgemeinen Ausdruck aus (5.17) wird
Integrale der in Gleichung (5.22) dargestellten Form und Integrale, die wir

duch

a1 [ e
S = —/O dy @ NNo, E H(d,y)

mk ay

abkiirzen wollen, ergeben. Die vereinfachte Gleichung lautet

—iképoEo + ik R, = Z[Fgg")amfg%@)
J
(i—n) +(3)
+ S L)

. a2 Y1)
(3—n)Rim T mk
@) ()

I£m et iGjﬁifT(j%(L)
L 8,.f9(L)
) (L) ] o
I#m iGf (L)

Zusammenfassung

Hier werden bisherigen Schritte nocheinmal zusammengestellt. Wir haben
die bisherigen Erkenntnisse angewendet, um die Transmission und Reflektion
durch einen endlichen Photonischen Kristall zu betrachten. Dabei haben wir
uns auf den linearen Fall in Bandliicke nahe einer Bandkante beschrankt.

Zuerst haben wir die Wellenfelder innerhalb und ausserhalb des end-
lichen Photonischen Kristalls aufgestellt.

Dabei haben wir beachtet, dass ein Photonischer Kristall ein Beu-
gungsgitter ist und wir daher aufgrund des Blochtheorems in transver-
saler y-Richtung diskrete Ausbreitungskanéle in z-Richtung erhalten.

Weiterhin haben wir entdeckt, dass die Kanile symmetrisch zur Ein-
fallsrichtung verteilt sind. Bei senkrechtem Einfall bedeutet dies, dass
man den senkrechten Kanal mit n = 0 bezeichnet und die benachbar-
ten mit n = +1,+£2... durchzihlt.

Wir haben durch die Darstllung der dusseren Wellenfelder mit Hilfe
der Kanéle weitere Unbekannte erhalten. Diese Unbekannten T, und
R, geben die Stérke, d.h. die Amplitude der Welle in dieser Richtung,
des jeweiligen Kanals an.

Um die aufgestellten Wellenfelder an den Ubergansstellen z = 0 und
x = L miteinander zu verkniipfen haben wir vier Anschlussbedingun-
gen hergeleitet.
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e Durch die genauere Betrachtung der Anschlussbedingungen erhielten
wir jeweils zwei Gleichungen fiir T;, und R,,.

e Diese Gleichungen zeigten, dass sich die Kaniile gegenseitig beeinflus-
sen. Da die Unbekannten T}, bzw. R, fiir einen bestimmten Kanal n
durch diese Gleichungen, mit der Summe iiber alle betrachteten Kanéle
in Beziehung gesetzt werden.

e Wir haben ferner festgestellt, dass der Schnitt durch die Einheitszelle
an der Grenze des Photonischen Kristalls die Ankopplung der dusseren
Wellenfelder mit dem Wellenfeld im Photonischen Kristall beeinflusst.

e Bei der Herleiten der Gleichungen haben wir nur die allgemeine Glei-
chung von ¢, verwendet. Die Frequenz des einfallenden Wellenfeldes
ist also nicht festgelegt. Die Unbekannten A,, und B, sind daher nicht
in den Gleichungen vertreten.

e Wir haben bisher ebensowenig die moglichen Orientierungen der Ein-
heitszellen im Photonischen Kristall angesprochen. Bei senkrechtem
Einfall wird die Orientierung der Einheitszellen im Photonischen Kri-
stall bestimmen, fiir welche Richtung in der Brillouinzone die Band-
struktur berechnet werden muss.

Das weitere Vorgehen besteht darin, die Frequenz des einfallenden Wel-
lenfeldes festzulegen. Dadurch kénnen wir den fiir die jeweilige Betrachtung

richtigen Ausdruck fiir fT(,Z;) einsetzen. Wir miissen also z.B. fiir eine Frequenz

in der Bandliicke den in Kapitel 5.2 hergeleiteten Ausdruck fiir f ™) benut-
zen. In den Gleichungen der Anschlussbedingungen erhalten Wirmc]fann die
weiteren unbekannten A,, und B,,. Wir haben damit 4N Unbekannte, wobei
N die Anzahl der betrachteten Kanile ist. Dabei gilt N = 2n + 1, da die
Kanéle symmetrisch um n = 0 verteilt sind. Wir haben auch 4N Gleichun-
gen. Damit sind die Unbekannten also durch das Gleichungssystem der 4 N
Gleichungen bestimmbar und wir erhalten durch A,, und B,, das Wellenfeld
im Photonischen Kristall. Ebenso erhalten wir iiber den Transmissionskoef-
fizient T,, das transmittierte Wellenfeld und durch den Reflektionskoeflizient
R,, das reflektierte Wellenfeld. Es muss allerdings noch geklért werden, wie-
viele Kanéle man zur Berechnung von z.B. Ty, Ry, Ag und By benotigt.

5.6 Gleichungssystem und Losung

In diesem Abschnitt werden wir die hergeleiteten Gleichungen auf ein kon-
kretes Problem anwenden. Wir werden das dazugehorige Gleichungssystem
aufstellen und dessen Losungen préisentieren. Darauf werden wir unsere Me-
thode mit anderen bekannten Methoden vergleichen und die Vor-und Nach-
teile aufzeigen.
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Abbildung 5.5: Bild der ersten zwei Bénder in I'X-Richtung

5.6.1 Frequenz w in der Bandliicke nahe der Bandkante

Wir betrachten den in Bild (5.3) dargestellten Versuchsaufbau. Der verwen-
dete Photonische Kristall sei aus Luft und aus periodisch angeordneten Zy-
lindern mit dielektrischem Material der Dielektrizitétskonstante ¢ = 13 und
einem Radius von r = 0, 45a aufgebaut. Die Einheitszellen des Photonischen
Kristalls seien dabei auf die Weise angeordnet, die in Abbildung (5.4) sche-
matisch dargestellt ist. Da wir eine senkrecht zur Kristallkante einfallende
ebene Welle haben, liegt ihr Wellenvektor in der I' X-Richtung der Brillouin-
zone. Wir miissen also die Bandstruktur in dieser Richtung betrachten. Ein
Ausschnitt fiir die ersten zwei Bénder der in Kapitel 2 berechneten Band-
struktur ist in Abbildung (5.5) fiir die ' X-Richtung dargestellt. Wir wollen
nun mit einer Frequenz w in der Nihe der Bandkante des ersten Bandes,
welches in Abbildung (5.5) blau dargestellt ist, einstrahlen. Die Frequenz
wird im Photonischen Kristall dann zerlegt geméss

w:wmg—i—fy.

Wir betrachten das erste Band, darum gilt m = 1. Die Bandkante des ersten
Bandes befindet sich am X-Punkt in der Brillouinzone. Damit ist auch der
Wert fiir k& festgelegt. Es gelte ferner v > 0 und v < w. Dies entspricht dem
betrachteten Fall einer einfallenden Frequenz in der Nédhe der Bandkante des
ersten Bandes am X-Punkt der Brillouinzone.

Nun wollen wir uns den Gleichungen (5.19) - (5.23) aus dem vorheri-
gen Abschnitt zuwenden. In diesen Gleichungen ist noch nicht festgelegt, ob
der Fall einer einfallenden Frequenz in der Bandliicke oder an der Band-
kante betrachtet wird. Fiir den hier betrachteten Fall einer Frequenz in der
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Bandliicke gilt

n e(n) se(n
fr(n,%(x) = A,V 4 B
- M (MY a0 — @2 Ay 4y
M. MY MY
mk mk mk

Durch das Einsetzen dieses Ausdruckes in die Gleichungen (5.19) - (5.23),
erhilt man ein Gleichungssystem mit den Unbekannten A,,B,,T, und R,.
Betrachten wir zunéchst Gleichung (5.19). Wenn wir fgg ersetzen folgt fiir
diese

_ (—n) (—n) ie{” A; +i&)" B;
Tn—Z[Dm (4, + Bj) (ZDJ )‘(ilGjAj-JriC;ijJ)}‘

j I#m

Fiir Gleichung (5.20) ergibt sich mit f r(:l})'

wOT, = Y [iDY (6745 + 67 B))
J
+ TU-™(4; + B))

mk
n)\ 2 n)\ 2
+ (X pgmr). <_(51 )())Aj - (& z)) Bj)
i e E —Gj& A — Gy B,

- e(n) - ()

(—n)[lm 151 Aj +1£2 BJ)

n TU=MEmY < , _ :
<l;£m Ik k ) lGjAj +1Gij ]

Nun wenden wir uns Gleichung (5.21) zu und ersetzen fxlz) Es ergibt sich
dann die Gleichung

0noEo + Ry, =
2 {Dgﬁ " (4 exp (i€ L) + By exp(i&g' L))

J

) Wy L e . (n)
) il Ajexp(i&VL) +i&" Bjexp(i&5 L)
+<ZFI(EJ )FZE)<1 1 2 B 2))]

= iGjA; exp(1§1 ) +1iG; B; eXp(iﬁén)L
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Fiir Gleichung (5.23) erhélt man nach Ersetzen von fquz) folgende Form

— kb By + k"R, =
3 [ FUZ (6™ 4; exp (i€ L) + 168" B; exp (i) L))

7 mk
+ Sgﬂgn) (A exp (ifgn)L) + Bjexp (igén)L))

( F(f_”)fﬁm) : <_(§§n))2Aj exp(ién)L) - (fén))QBj exp(ifén)L)>
v ~G;¢" 4 exp (i€l L) — Gy&5" By exp (i€ L)

_l’_

l#m

(X sum. <is$”>Aj exp(i L) +16" B expos;”)L)) |
e iG;A;jexp (i€ L) +1G; B; exp (i€ L)
Nachdem man die Gleichungen ausmultipliziert hat und alle Variablen auf
eine Seite gebracht hat, kann man sie in einer Matrixgleichung der Form

Ma=hb (5.24)

schreiben. Dabei ist a ein Vektor mit 4N Komponenten. Dieser Vektor be-
steht aus den Unbekannten A,,,B,,T,, und R,. Die Matrixelemente von M
bilden die Koeffizienten, welche in den Gleichungen vor den unbekannten
Variablen stehen. Sie hat daher die Dimension 4N x 4N. Auf der rechten
Seite muss b also ebenso ein Vektor mit 4N Komponenten sein. Aufgrund
der einfallenden Welle sind die Komponenten fiir n = 0 von b nicht null,
daher haben wir ein inhomogenes Gleichungssystem, welches aber eindeutig
losbar ist. Weiterhin haben wir gesehen, dass sich die betrachteten Kanéle
gegenseitig beeinflussen. Es ist also nicht ohne weiteres moéglich nur einen
Kanal zu betrachten. Wir werden allerdings zeigen, dass man sich bei der
numerischen Auswertung im hier betrachteten Fall einer Frequenz in der
ersten Bandliicke auf den Fall N = 1 beschrinken kann. Im Anhang ist
das Aufstellen des Gleichungssystems fiir den eindimensionalen Fall N =1
explizit aufgefiihrt.

Berechnung und Ergebnisse:

Zur Losung des Gleichungssystems wurde in dieser Arbeit ein Programm
erstellt, welches zuerst die Gruppengeschwindigkeit und Gruppengeschwin-
digkeitsdispersion aus der Bandstruktur berechnet und damit die Matrix M
aufstellt. Das Gleichungssystem kann mit diesem Programm fiir Quadratgit-
ter oder Dreiecksgitter fiir die in der Bandstruktur berechneten Hauptsym-
metrieachsen gelost werden. Die Struktur des Programms erlaubt es ferner
die Parameter Kanalanzahl N, Kristalllinge L, Schnitt ¢ bzw. d und der Dif-
ferenzfrequenz ~ fiir einen zuvor festgelegten Wellenvektor im Photonischen
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N | 1 3 5
[To| | 0.511 | 0.513 | 0.513
|Ro| | 0.859 | 0.859 | 0.860

Tabelle 5.1: Werte fiir die Parameter: v; = 0.001, L1 =10, ¢c; =d; =0

N | 1 3 5
[To| | 0.041 | 0.044 | 0.045
|Rol | 0.999 | 0.999 | 0.999

Tabelle 5.2: Werte fiir die Parameter: v = 0.01, L1 = 10,¢cy =d; =0

Kristall ¥ und Bandindex m frei zu wihlen. Der Wellenvektor und die Fre-
quenz w des einfallenden Wellenfeldes werden dann fiir die gewéhlten Werte
7, m und k bestimmt. Durch das Losen des Gleichungssystems werden die
Koeffizienten A,,, By, T, und R, berechnet.

Wir wollen die Ergebnisse der Rechnungen fiir den oben diskutierten Fall
anfithren. Dazu wird gezeigt, dass man sich fiir Frequenzen in der ersten
Bandliicke auf den eindimensionalen Fall N = 1 beschrinken kann. Die
Vernachlédssigung der anderen Kanéle entspricht der Vernachléssigung der
Braggstreuungen ab der ersten Ordnung im Aussenraum. In den Tabellen
(5.1) bis (5.4) sind die Berechnungen fiir |7p| und |Rg| fiir verschiedene N
aufgelistet. Aus diesen Tabellen kann man entnehmen, dass die Anderung
der Werte von |Tp| und |Rp| bei mehreren Kanélen vernachléssigbar. Dieser
Effekt ist folgendermassen zu erkdren. Der Betrag des Wellenvektors der
einfallenden Welle ist bei einer Frequenz in der ersten Bandliicke zu klein,
um die Braggbedingung fiir die erste Ordnung oder héhere Ordnungen zu
erfiillen. Wir kénnen uns also auf die Berechnung mit NV = 1 beschrinken.

In den Graphiken (5.6) bis (5.11) sind |Tp|? in griin, |Rp|? in rot und
|To|? + |Ro|? in blau iiber die Kristalllinge L, die Differenzfrequenz v und
den Schnittparameter d aufgetragen. Dabei haben wir vorausgesetzt, dass
der Schnittparameter auf der rechten und linken Seite den gleichen Wert hat.
Die Energieerhaltung |Tp|?+|Ro|? = 1 ist in allen Fillen gegeben. Offensicht-
lich fallt die Transmission zu grossen Kristalllingen und grossen Differenz-
frequenzen hin ab, wihrend die Reflektion steigt. Besonders interessant sind

N | 1 3 5
[To| | 0.688 | 0.684 | 0.682
|Ro| | 0.725 | 0.731 | 0.734

Tabelle 5.3: Werte fiir die Parameter: v; = 0.001, Lo =7,¢1 =d; =0
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N [ 1 3 5
[To| | 0.504 | 0.507 | 0.506
|Ro| | 0.863 | 0.862 | 0.864

Tabelle 5.4: Werte fiir die Parameter: v; = 0.001, Ly = 10, ¢y = do = 0.02

o
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gl

o
&

Transmission und Reflektion

025 —

L/a

Abbildung 5.6: |Ty|?(griin), |Ro|?(rot) und |Tp|? + |Ro|?(blau) iiber Linge
des Kristalls fiir verschiedene Schnittparameter bei konstaneter Differenz-
frequenz va/(2mc) = 0.001

Abbildungen (5.9) und (5.8). Sie zeigen den Einfluss des Schnittparameters
auf das Transmissionsverhalten. Dieses Verhalten wurde bisher weder expe-
rimentell noch theoretisch untersucht. Die Ankopplung der dusseren Felder
ist fiir einen Schnitt durch die Mitte der Einheitszelle gut, sie fillt aber zum
Rand der Einheitszelle ab. Dies ist folgendermassen zu erkldren. Die Bloch-
welle des ersten Bandes am X-Punk hat in der Mitte der Einheitszelle einen
Nulldurchgang, also einen Knoten. Obwohl das &dussere Feld mit einer leicht
anderen Frequenz als die Blochwelle schwingt wird die Ankopplung an einem
Knotenpunkt dadurch nicht beeinflusst. Enfernt man sich aber von diesem
Knotenpunkt, tritt der Effekt der leicht unterschiedlichen Frequenzen hervor
und die Ankopplung wird schwécher.

5.6.2 Vergleich mit anderen Methoden

Wir wollen unere Berechnungsmethode des Transmissionsproblems mit an-
deren Methoden vergleichen. Es gibt eine Fiille von Methoden, die man
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Abbildung 5.7: |Tp|?(griin), |Ro|?*(rot) und |Tp|? + |Ro|?(blau) iiber Linge
des Kristalls in Einheitszellen fiir verschiedene Differenzfrequenzen bei kon-
stantem Schnittparameter d/a =0
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Abbildung 5.8: |Tp|?(griin), |Ro|?(rot) und |Tp|? + |Ro|?(blau) iiber den
Schnittparameter fiir verschiedene Differenzfrequenzen bei konstanter Kri-
stallinge L/a = 10
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Abbildung 5.9: |Tp|*(griin), |Rol?(rot) und |Tp|*> + |Ro|?(blau) iiber

den Schnittparameter fiir verschiedene Kristallingen bei
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Abbildung 5.10: |Tp|?(griin), |Ro|?(rot) und |Tp|? + | Ro|?(blau) iiber die Dif-
ferenzfrequenz fiir verschiedene Kristallangen bei konstantem Schnittpara-

meter d/a =0
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Abbildung 5.11: |Ty|?(griin), | Ro|?(rot) und |Tp|?+| Ro|? (blau) iiber die Diffe-
renzfrequenz fiir verschiedene Schnittparameter bei konstanter Kristallinge
L/a=10

auf das Transmissionsproblem anwenden kann, so z.B. die Finite-Difference-
Time-Domain (FDTD) [10] oder die Plane-Wave-Expansion-Method (PWEM)
[11]. Die FDTD-Methode beruht auf der numerischne Zeitintegration der
Wellengleichung. Es ist dabei offensichtlich, dass diese Methode besonders
fiir grossere Kristalle sehr aufwendig ist. Thr Vorteil liegt allerdings darin, das
auch Defekte bzw. Unordnungen beriicksichtigt werden kénnen. Dies ist mit
unserer Methode nicht moglich. Die PWEM basiert auf der Fourierreihenent-
wicklung der Dielektrizitdtsfunktion und des Wellenfeldes im Photonischen
Kristall unter Einbezug der Anschlussbedingungen. Dies fithrt dann auf ein
Gleichungssystem, dessen Grosse von der Linge des betrachteten Kristalls
abhéngt.

Wir kommen fiir unsere Betrachtungen mit der Bandstrukturrechnung
fiir den unendlichen Photonischen Kristall aus. Dadurch kénnen wir das Wel-
lenfeld im Photonischen Kristall aufstellen und haben nur noch ein 4N x 4N
Gleichungssystem zu 16sen. Die Grosse ist also nur von der Anzahl der zu
betrachtendne Kanile abhéngig, nicht jedoch von der Lange des Kristalls.
Wie wir weiterhin gesehen haben reicht es fiir den Fall der ersten Bandliicke
sogar aus, sich auf einen Kanal zu beschrdnken. Unsere Methode ist den
oben genannten im linearen Fall also iiberlegen. Weiterhin kénnen wir un-
ser Verfahren leicht auf den nichtlineare Fall ausweiten, da sich dieser nur
in der Einhiillenden vom linearen Fall unterscheiden wird. Im nichtlinearen
Fall werden die Kanéle schon in der Bewegungsgleichung der Einhiillenden
gekoppelt, welche dann numerisch gelést werden muss. Dies wird Thema
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von Folgearbeiten sein. Die PWEM kann dagegen nicht auf nichtlineare Sy-
steme ausgedehnt werden. Das FDTD-Verfahren kann Nichtlinearitéten be-
handeln, wird aber wie im linearen Fall entsprechend aufwendiger als unser
Verfahren sein.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

Zusammenfassung

In Kapitel 2 haben wir uns mit den linearen KEigenschaften Photonischer
Kristalle beschiftigt. Es wurde die Wellengleichung in einem Photonischen
Kristall hergeleitet und festgestellt, dass sie mit Hilfe des Blochtheorems zu
einer linearen Eigenwertgleichung wird, deren Ldsungen die Bandstruktur
bilden. Auf diese Eigenwertgleichung wurde die kp-Storungsrechnung ange-
wandt und wir erhielten Ausdriicke fiir die Gruppengeschwindigkeit und die
Gruppengeschwindigkeitsdispersion im entarteten und nicht entarteten Fall.
Die Ausdriicke des nicht entarteten Falls sind uns spéter in Kapitel 4 wie-
der begegnet. Zur genaueren Analyse der Gruppengeschwindigkeit und der
Gruppengeschwindigkeitsdispersion wurden diese fiir die ersten drei Bénder
der Bandstruktur eines Quadratgitters berechnet. Dabei stellten wir fest,
dass, wie erwartet, die Gruppengeschwindigkeit an den Hochsymmetrie-
punkten I', M und X verschwindet. Die einzige Ausnahme bildet das erste
Band am I'-Punkt.

In Kapitel 3 befassten wir uns dann mit optischen Nichtlinearitéiten.
Es wurde festgestellt, dass der fithrende nichtlineare Term in nicht zentro-
symmetrischen Systemen x( ist. Dieser nichtlineare Term sorgt fiir die
Erzeugung der zweiten Harmonischen und die Erzeugung eines Gleichspan-
nungsfeldes. Der fiithrende nichtlineare Term in einem zentrosymmetrischen
System ist x(3). Dieser Term ist fiir die Erzeugung der dritten Harmonischen
und die Erzeugung einer intensitdtsabhéngigen Polarisation verantwortlich.
Daraufthin wurde die Krylov-Bogoliubov-Mitropolski-Methode [5, 9] und die
Multi-Skalen Methode [5] vorgestellt, mit denen man Differentialgleichun-
gen mit schwachen Nichtlinearitdten ndherungsweise 16sen kann. Beide Me-
thoden zeigten, dass die Nichtlinearitit die Einfiihrung von verschiedenen
Zeitskalen ermoglicht und die Losungsfunktion aus einer Trégerwelle und ei-
ner Einhiillenden besteht. Die Tragerwelle variiert auf der schnellsten Zeits-
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kala, die (langsam variierende) Einhiillende hingegen auf den langsameren
Zeitskalen. Der Unterschied zwischen den beiden Methoden lag darin, dass
die Multi-Skalen-Methode nur auf dem Ansatz der verschiedenen Zeitskalen
basierte und daher keine Losung des zugrundeliegenden linearen Problems
notig war.

In Kapitel 4 haben wir die Ausbreitung von Pulsen betrachtet. Es wur-

de festgestellt, dass ein Puls aus einer Uberlagerung von Wellen in einem
Frequenzbereich um wg besteht. Weitere Untersuchungen ergaben, dass wir
einen Puls durch eine Tragerwelle der Frequenz wgy mit einer mit der Grup-
pengeschwindigkeit laufenden Einhiillenden darstellen konnen. Die Einhiillen-
de bestimmt dabei die Form der Trigerwelle. Dispersion und Nichtlinearitét
machen sich daher nur in der Einhiillenden bemerkbar.
Mit dem bisher erarbeiteten Grundwissen leiteten wir eine Gleichung fiir
die Einhiillende in einem Photonischen Kristall mit intensitdtsabhéngiger
Nichtlinearitét her. Wir kamen zu dem Ergebnis, dass die Einhiillende sich
mit der Gruppengeschwindigkeit aus Kapitel 2 bewegt. In einem mit der
Gruppengeschwindigkeit bewegten Bezugssystem erfiillt sie eine nichtlineare
Schrodingergleichung. Eine nihere Betrachtung der nichtlinearen Schrédin-
gergleichung ergab, dass die Gruppengeschwindigkeitsdispersion aus Kapi-
tel 2 dispersive Effekte generiert. Die Tragerwelle erfiillt dabei die lineare
Wellengleichung der Bandstrukturrechnung aus Kapitel 2. Daher sind, in
einem Photonischen Kristall, die Blochwellen die Tragerwellen des Pulses.

In Kapitel 5 wurde die nichtlineare Schrédingergleichung genauer behan-
delt. Wir haben herausgefunden, dass wir drei Félle unterscheiden miissen.
Der fiir uns wichtigste Fall war der einer einfallenden Frequenz in der Band-
liicke nahe einer Bandkante. Dabei wurde erkannt, dass die einfallende Fre-
quenz aufgespaltet werden muss. Im Photonischen Kristall wird ein Teil
der einfallenden Frequenz von der angeregten Blochwelle, der Trigerwelle,
aufgenommen, wéhrend der andere Teil von der Einhiillenden aufgenom-
men wird. Aufgrund der Symmetrie des Photonischen Kristalls haben wir,
analog zu den diskreten Wellenvektoren bei der Beugung an einem Git-
ter, Kanile eingefiihrt. Diese Kanile werden nun durch die nichtlinearen
Terme gemischt. Die Mischung der Kanéle konnte in der analogen von Si-
pe und Sterke durchgefiihrten Rechnung an eindimensionalen Photonischen
Kristallen [6] natiirlich nicht beobachtet werden. Danach wurde die Lésung
fiir den linearen Fall fiir die verschiedenen Kanile gesucht. Dabei haben wir
gesehen, dass die Einhiillenden fiir die verschiedenen Kanile keine propa-
gierenden Losungen haben. Dies war fiir eine einfallende Frequenz in der
Bandliicke zu erwarten.

Daraufhin wurde das Transmissionsproblem durch einen endlichen Photo-
nischen Kristall fiir den linearen Fall behandelt. Die Frequenz des einfal-
lenden Wellenfeldes lag dabei in der Bandliicke nahe einer Bandkante. Bei
der Betrachtung der Anschlussbedingungen stellten wir fest, dass die Ober-
fliche des Photonischen Kristalls, also der Schnitt durch die Einheitszelle
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des Photonischen Kristalls, die Werte der Trégerwelle an der Kristallkante
bestimmt und damit Auswirkungen auf die Ankopplung der dusseren Felder
hat. Die Anschlussbedingungen lieferten uns ein Gleichungssystem, durch
dessen Losung die Einhiillende im Photonischen Kristall, das reflektierte und
das transmittierte Wellenfeld festgelegt wird. Das Gleichungssystem wurde
fiir einen speziellen Fall gelost und die Ergebnisse aufgezeigt. Ein Vergleich
mit anderen Methoden ergab ferner, dass unsere Methode wesentlich effek-
tiver ist als die Entwicklung nach Ebenen Wellen (PWE) oder der direkten
Simulation mittels Finiter-Differenzen Time-Domain Verfahren (FDTD).

Ausblick

Mit den hier aufgefiihrten Berechnungen wurde lediglich der Grundstein fiir
weitere Behandlungen von nichtlinearen Effekten in Photonischen Kristallen
gelegt. Beispielsweise konnte der nédchste Schritt sein, das Transmissionspro-
blem fiir eine Frequenz im Band zu erfassen. Ein weiteres Ziel ist die Er-
weiterung des Transmissionsproblems auf den nichtlinearen Fall. In diesem
muss die Kopplung der Kanile sowohl durch die Nichtlinearitdt als auch
durch die Anschlussbedingungen beriicksichtigt werden. Wir sind in unserer
Berechnung davon ausgegangen, dass nur eine Blochwelle als Triagerwelle an-
geregt wird. Es konnen bei einer Frequenz tief in der Bandliicke jedoch auch
beide Blochwellen an den Bandkanten angeregt werden. Ebenso ist es denk-
bar, dass fiir eine einfallenden Frequenz zwei Blochwellen im Band angeregt
werden. Daher miissen die Uberlegungen auf mehrere durch Nichtlinearitét
gekoppelte Trigerwellen ausgedehnt werden.
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Anhang A

Gruppengeschwindigkeit

Zur numerischen Berechnung der Gruppengeschwindigkeit geht man von der
aus der Storungsrechnung bekannten Gleichung

2

) (b, mk ‘ Q(F)

a, mk) Oub
w
mk

aus. Offensichtlich erhélt man diese Gleichung auch aus
A9
a,mk:) = 6—2me UmE

Q(k)

a, mE) . (A1)

wenn man auf (b, mk ’ projeziert. Wir wollen nun aber obige Gleichung mit

dem Betrachtungsrichtung ¢ multiplizieren und erhalten dann

q-Q(k)

a m/;) 6P(F) . q- 177(:]1

a 'mk) . (A.2)

Zur numerischen Berechnung benétigen wir die bisher noch nicht bekann-

ten Basisfunktion )a, mE) Aus der Bandstrukturrechnung ergeben sich aber

Basisfunktionen, die eine Darstellung von

a,m/z) der folgenden Form er-

laubt
. m+(g—1) .
a,mk‘) = Z gl nk‘> . (A.3)

(a)

Die unbekannte Grosse ist hier der Gewichtungsfaktor gy, ’. Eingesetzt in die
Gleichung erhélt man

7 - Qk Zgn nk:> (r) il 7 Z‘nk‘> (A4)

wobei n iiber alle entarteten Béander lduft. Eine Matrixgleichung erhélt man

nun indem man obige Gleichung mit <ZE ’ von links multipliziert und iiber 1
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summiert. Der Index [ 1duft dabei ebenfalls iiber alle entarteten Bénder, er
befindet sich im entarteten Untervektorraum. Die Gleichung lautet

» <zE‘ 7 QF) nE> gl
n l
=BT Y (60 ) ) (1
n l

Auf der linken Seite hat man also die Matixelemente einer Matirx (g, E)
mit

[, 7)), <zx§§‘ 7 QF) ‘mk’> . (A.6)

Die rechte Seite kann vereinfacht werden mit Hilfe der Normierungsbedin-
gung. Es folgt somit

ZZ[Q(Q_" E)] lmggla) E‘T 77( %ZZCSMQ” . (A?)
n l

Die linke Seite kann man nun als Multiplikation eines “Vektors” ¢(®, welcher
aus den einzelnen Gewichtungsfaktoren besteht, mit der Matrix Q(cj’, E) auf-
fassen. Auf der rechten Seite steht dann die Einheitsmatrix E multipliziert
mit ¢(*). Bringt man alles auf die rechte Seite, so erhilt man die Gleichung

mE g 7o = 0. (A8)

N = —mk g, @) (A.9)

und dem dazugehorigen Eigen-” Vektor” ¢(®). Der Eigenwert und somit auch
¢(®) sind von der Betrachtungsrichtung ¢ abhinging. Daher erhilt man je
nach Betrachtungsrichtung neue Basisvektoren, die ja iiber die Gewichtungs-
faktoren im Eigenvektor festgelegt werden.

Zur weiteren Rechnung ist es jedoch von Vorteil nicht die Geschwindig-
keit in Betrachtungsrichtung zu wissen, sondern die einzelnen Geschwindig-
keitskomponenten, welche mit dem Einheitsvektor in Betrachtungsrichtung
dann die Geschwindigkeit in jene Richtung ergeben. Um diese Komponenten
zu erhalten, wihlt man einmal die Betrachtungsrichtung entlang der x-Achse
und einmal entlang der y-Achse. Man erhilt dann zwei Determinantenglei-
chungen mit

det (Q((j, R — BEmE

ET‘l

m ) _— (A.10)

)
2 Vi,
Ve Ty, pYmE @ )
det(Q(q k) — @ ) = 0. (A.11)
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Diese Gleichungen kénnen nun nummerisch mit Hilfe der LAPACK-Routinen
gelost werden. Man erhélt daraus dann den Eigenwert A\, fiir ¢ auf der x
bzw. y Achse. Somit kénnen die Komponenten von 177(:1 einfach berechnet
werden. Die Gruppengeschwindigkiet in eine bestimmte Richtung 7 erhélt
man dann, indem man den erhaltenen Gruppengeschwindigkeitsvektor auf

diese Richtung projeziert.
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Anhang B

Gruppengeschwindigkeitsdis-
persion

Es wurde schon erwihnt, dass die Gruppengeschwindigkeitsdispersion eine
2x2-Matrix ist. Wir wollen uns nun zunutze machen, dass man jede Matrix
immer in eine Addition aus einer symmetrischen und einer antisymmetri-
schen Matirx dargestellen kann. Fiir unsere Gruppengeschwindigkeitsdis-
persion bedeutet dies

(Mn M12>:(M11 M00)+<0 A>
My Moo Moo  Ma2 -A 0)°

Mit diesem Ansatz gehen wir nun in die linke Seite der Gleichung fiir die
Gruppengeschwindigkeitsdispersion ein und erhalten

M, 7 7= M+ g3 Moz + 2q1¢2Moo + 12 A — 12 A

Dabei sind ¢; und ¢o die beiden Komponenten von ¢. Offensichtlich entf#llt
der antisymmetrischen Anteil. Wir kénnen in unserem Fall also die Grup-
pengeschwindigkeitsdispersion als symmetrischen Matrix annehmen. Multi-
plizieren wir nun die Gleichung fiir die Gruppengeschwindigkeitsdispersion
aus, so erhalten wir

2
I5; N R
@My + 3 Moy + 2q1qo Moy = (Q% + q%) P (a7 mk|a, mk:)

me i

- (0. ) + a2, 1)
mk l#n

02

w

(AR, + o A)

1 (a) @) )2
2w ﬂ(qwmlg;x_{—qwmﬁ;y) ’

mk
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Ordnet man dies nun nach ¢?, g5 und q; g2, so erhiilt man folgende Ausdriicke
fiir die einzelnen Komponenten der Gruppengeschwindigkeitsdispersion

c? - - 1,
My = 2 (a,mk|a,mk) — mv(am
2 2 2 oo o . o =
P (a,mk‘Q(k)x Ik <lk‘9(k)x a,mk) (B.1)
“mk l#n me Y2
c? . ~ 1
My = _ 2
22 %, - (a,mk|a,m/~c) 2wmgv(a)7y
c? 2¢2 S| Ao - S Ao .
: k‘Qk ’lk: lk’Qk mE) (B2
+WME;%’;_W (a,mk| QE), |1F) (K| Q(F), |a,mF)  (B.2)
My = — ! 7 59
meE mk;x mk;y
2 2c2 Sl oA - S A o 5
: k‘ka % lk‘Qk ,mk) . (B3
+wm];#znwig—w”—ﬁ»2(am (k) >< ()yam> (B.3)

Diese Gleichungen kénnen mit Hilfe der aus dem vorherigen Programm be-
stimmten Gruppengeschwindigkeiten berechnet werden.



Anhang C

Eindimensionaler Fall

Um das Schema genauer darzustellen betrachten wir nun einmal den eindi-
mensionalen Fall. Dies bedeutet, dass wir nur einen Kanal zu beriicksichtigen
haben, da keine Variation in y-Richtung auftritt. Wir setzen also N = 1.
Unsere Matrix hat dann die Dimension 4 x 4 und die Vektoren besitzen 4
Komponenten. Der einzige betrachtete Kanal tragt die Kanalzahl n = 0, da
N = 2n+ 1 gesetzt wurde. Daher sind nur die Unbekannten Ag, By, Ty und
Ry zu finden. Fiir den betrachteten Fall der Kanalzahl n = 0 gilt weiterhin
Go = 0 und dadurch vereinfacht sich der Ausdruck fiir €™ zu

0) _ i
51/2 ==+ M(lé)

Eine weitere Folge von Gg = 0 ist, dass k(()r) =k und k:((]t) = —k gilt. Da wir
den eindimensionalen Fall betrachten, entfallen auch die y-Komponenten in
den zuvor hergeleiteten Gleichungen des Gleichungssystems. Ebenso entféllt
die Summe iiber alle Kanalzahlen n bzw. j. Das zu l6sende Gleichungssystem
hat mit diesen Vereinfachungen die Form

m Ik k
l#m
+ Bo(DY) +ief” [g;n DTy )
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kT = (15 +T<0 [Z D<o>rzm}
I£m
w3 Tl%’f%m} m)
n B0<i§§O)D$]); 7O — ()2 [Z D rlmL

l#m

e[S
I#m

.~(0
)elfg 'L

T

Eotfo = Ao(Fp+ie” Y0 R
1#m

(e[ ] )
I#m

_ikEy +ikRy = A0<ig§°)F$§ — (€9y? [Z F(O)rlm}
l#m
]
l;ﬁm
e @SR
l#m

L; ] o

Um diese Gleichungen in eine Matrixgleichung der Form (5.24) umzuschrie-
ben, wollen wir zunéchst die beiden Vektoren a und b festlegen. Im a sollen
die unbekannten Grossen, also in unserem Fall T, Ry, Ag und By, stehen.
Wir setzen daher

xT

To
Ry
Ao
By

Der Vektor b enthélt die nichtlinearen Komponenten der Gleichungen. Wir
bleiben der Reihenfolge der obigen Gleichungen treu und erhalten daher
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Die durch
M= {my}; i,j=1,2,3,4

definierten Matrixelemente der Matrix M mgsen noch bestimmt werden.
Durch obige Wahl von a sind die Spalten (Index 7) der Matrix M festgelegt.
In der ersten Spalte der Matrix stehen daher die Koeffizienten der Unbe-
kannten Ty, in der zweiten die von Ry. Die dritte Spalte besteht aus den
Koeffizienten von Ag und die vierte aus denen von By. Die Zeilen der Ma-
trix M werden durch die Wahl von b festgelegt. Die erste Zeile (Index j)
entspricht dabei der ersten Gleichung, die zweite die der zweiten. In der
dritten Zeile ist die dritte Gleichung und in der vierten die vierte zu finden.
Somit sind die Matrixelemente wir folgt gegeben

mi1 = -1
mia2 = 0
mig = DO+l |3 DT
l#m
mu = DY 4 5(0)[ZD§£)I‘TL
l#m
mo1 = —ik
Mmoo = 0
ma3 = iéo)DS’% 0~ (0) {Z le Flm}
I£m v
+iel” [S- T
l#m v
Moy = lgé )D(0)+T (0) [Zle I\lm:|x
l#m
+igg” [ Y TP
l#m
ms31 = 0
msy — -1
mag = (FO4ie” S RO Yot
l#m
mu = (F0+ig) [ Ty )
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ma1
ma2

ma3

maq

ANHANG C. EINDIMENSIONALER FALL

0
—ik
(e"rd sz @ [Ty,
+ie) [0 sPrp] Jes”s
l#m
(s @[]
+ied” [ S| x) s L
I#m

Diese Matrixgleichung kann nun mit Hilfe von LAPACK-Routienen gelost

werden.
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