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geduldige Erklären, für seine stetige Bereitschaft meine Fragen zu beantworten, auch
während der Zeit seiner Promotion, die gleichzeitig in die Zeit meines Abschlusses
fiel, ich schätze das sehr, Danke!

• All den Kollegen am Institut, für die freundliche Atmosphäre,
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1. Einleitung

Die technische Nutzbarmachung der fundamentalen Gesetze der Quantenmechanik, aber
auch das bessere Verstehen derselben, dies alles vereinigt sich in dem lebendigen For-
schungsfeld der Quantenbits.
Ein Quantenbit (Qubit) ist dabei ein quantenmechanisches Bit. Im Gegensatz zu einem
herkömmlichen Bit, welches die klassische Informationseinheit mit den beiden Zuständen
0 und 1 darstellt, kann ein solches Qubit nach den Gesetzen der Quantenmechanik auch
einen Überlagerungszustand der Zustände 1 und 0 einnehmen. Einen solchen Überlage-
rungszustand |ΨQ〉 kann man sich als einen Zustandsvektor im Hilbertraum aufgespannt
durch die beiden Basisvektoren |0〉 und |1〉 vorstellen,

|ΨQ〉 = α |0〉+ β |1〉 |α |2 + |β |2= 1. (1.1)

Schaltet man mehrere Qubits aneinander, so könnte man analog zu den herkömmlichen
Gattern der digitalen Elektronik, einfache Gatter aus Qubits konstruieren. Diese Gatter
aneinander geschaltet würden komplexe Rechensysteme erlauben, man hätte einen auf sei-
nen Bausteinen basierenden Quantencomputer realisiert [1].

Ist so ein Quantencomputer nun schneller wie ein herkömmlicher Computer, der den Ge-
setzen der klassischen Physik folgt?

Tatsächlich kann man theoretische Überlegungen dahingehend anstellen. Es stellt sich
heraus, dass ein Quantencomputer Stärken wie auch Schwächen in bestimmten Rechenope-
rationen gegenüber dem klassischen Computer aufweist. Für gewisse Operationen würde
keine Beschleunigung der Rechengeschwindigkeit erreicht werden, manche hingegen wür-
den exponentiell erhöht. Ein Beispiel für die Beschleunigung stellt die Faktorisierung großer
Zahlen auf der Basis des “Shor’s Algorithmuses” dar [2, 3].

Viele verschiedene Realisierungen für Qubits wurden bislang vorgeschlagen, darunter Ato-
me in optischen Fallen [4], nukleare Spins [5], Photonische Kristalle [6] sowie supraleitende
Qubits aus Josephson Kontakten [7, 8, 9].
Abgesehen von der Herausforderung Qubits herzustellen, müssen allgemein die folgenden
sogenannten “DiVincenzo-Kriterien” erfüllt sein [2]:

1. Reproduzierbar- und Skalierbarkeit

2. Qubitzustand muss initialisierbar sein

3. Hinreichend lange Qubitkohärenzzeiten für die Rechenoperationen

4. Interkonnektivität der Qubits

5. Auslese des Qubitszustandes muss möglich sein

Gerade die supraleitenden Qubits aus Josephon Kontakten stellen hier wegen ihrer relativ
leichten Reproduzierbar- und Skalierbarkeit, erfolgsversprechende Kandidaten dar [10].
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1. Einleitung

Zu den supraleitenden Qubits gehört auch das hier behandelte Phasenqubit. Ein solches
setzt sich aus einem supraleitendem Ring mit einem Josephon Kontakt und zusätzlicher
Induktivität zusammen. Der Ring wird von einem magnetischen Fluss φext durchsetzt.

Der die Dynamik des Phasenqubits charakterisierende Hamiltonoperator HQ schreibt sich
wie folgt,

HQ = EC(p̂− nG)2 + EL(φ̂− φext)2 − EJ cos(φ̂), (1.2)

EC =
2e2

C
, nG =

VgCg
2e

, EL =
1

2L

(
φ0

2π

)2

, EJ = Ic
φ0

2π
, (1.3)

mit EC der Ladungsenergie, nG der reduzierten Gatespannung, EL der induktiven Energie
und EJ der Josephson Energie. Ferner ist Ic der kritische Strom und φ0 das magnetische
Flussquant. p̂ und φ̂ werden als Impulsoperator und Ortsoperator interpretiert, welche die
kanonische Vertauschungsrelation erfüllen,

[p̂, φ̂] = i. (1.4)

Ein Prinzipschaltbild des Phasenqubits mit einem typischen Potentialverlauf zeigt Abbil-
dung 1.1.

Abbildung 1.1.: links Prinzipschaltbild: In blau Ankopplung der Mikrowelle über Kapazi-
tät CG, φext bezeichnet den externen Fluss. In grün Josephson Kontakt
EJ , intrinsische Kapazität C und zusätzliche Induktivität L; rechts Po-
tential als Funktion der supraleitenden Phase φ zusätzlich sind die ersten
vier Energieeigenzustände eingezeichnet.

Der rechte Teil der Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus dem Potential des Hamiltonope-
rators (1.2). Wir erkennen eine Potentialmulde, welche eine endliche Anzahl von Energie-
levels aufweist. Als Qubit werden dabei die ersten beiden Energiezustände benützt. Die
Bevölkerung des erst angeregten Zustandes wird durch Einstrahlung einer Mikrowelle, re-
sonant mit dem Energieunterschied zwischen Grundzustand und erst angeregten Zustand,
realisiert. Hierbei dient die Anharmonizität zur Unterscheidung zwischen den darüberlie-
genden Übergängen. Diese Nichtäquidistanz der Energieunterschiede im Potential kommt
aufgrund der Nichtlinearität der intrinsischen Induktivität des Josephson Kontaktes zu-
stande. Die Auslese des Qubitzustandes erfolgt herkömmlicherweise durch einen kurzen
Flussimpuls welcher die Mulde soweit verringert, dass alle Zustände oberhalb des Grund-
zustandes die Mulde ins Kontinuum verlassen können. Dies führt zu einer Änderung der
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supraleitenden Phase über dem Josephon Kontakt, welche wiederum zu einer Flussände-
rung durch den Ring führt. Diese Flussänderung kann mit hochpräzisen DC-SQUIDS (in
engl. “Direct Current Superconducting Quantum Interference Devices“) nachgewiesen wer-
den, und somit letztlich der Zustand des Qubits [11].

Ein Nachteil der Phasenqubits sowie allgemein der supraleitenden Qubits gegenüber an-
deren Qubits stellen ihre relativ kurzen Relaxations- T1 und Kohärenzzeiten T2 dar. Unter
der Relaxationszeit T1 versteht man die charakteristische Zeit bei der die Diagonalelemen-
te der Dichtematrix des Zustandes |ΨQ〉 in ihren Gleichgewichtswert zerfallen. Hingegen
ist die Kohärenzzeit T2 die typische Zeit bei der die Nebendiagonalelemente zerfallen.
Für ein allgemeines Zwei-Niveau-System welches durch folgenden Hamiltonoperator be-
schrieben wird,

H = HS +HSR +HR (1.5a)

H = −1

2
εσz −

1

2

[
sin(η)σx + cos(η)σz

]
V (X) +HR, (1.5b)

mit HS dem Hamiltonian des Zwei-Niveau-Systems, HR dem Hamiltonian der Umgebung
und HSR deren Wechselwirkung untereinander, erhält man für die Relaxations- T−1

1,2NS und

Dephasierungsrate T−1
2,2NS folgende Ausdrücke,

T−1
1,2NS =

1

2
sin2(η)SV (ω = ε), (1.6a)

T−1
2,2NS =

1

2
Γ1 + T−1

φ,2NS. (1.6b)

Dabei ist,

T−1
φ,2NS =

1

2
cos2(η)SV (ω = 0), (1.7)

die ”reine Dephasierungsrate“ aufgrund der longitudinalen Kopplung zum Bad ∝ σzV (X).
Die Relaxations- T−1

1,2NS und Dephasierungsrate T−1
2,2NS werden mit der symmetrisierten

Gleichgewichtskorrelationsfunktion SV (ω) verknüpft,

SV (ω) :=
1

2

(
CV (ω) + CV (−ω)

)
. (1.8)

Diese stellt eine spezifische Größe der Umgebung dar.

Die Effekte der Relaxation und Dekohärenz beruhen auf der endlichen Kopplung des Sys-
tems zu seiner Umwelt. Bei supraleitenden Qubits sind die genauen Quellen der Relaxation
und Dekohärenz noch nicht entgültig geklärt, das Studium derer ist aktuelles Forschungs-
gebiet. Bei Phasenqubits wurde jedoch eine Verbesserung der Abschirmung zur Umgebung
bereits durch die Verwendung von induzierten Strömen durch Magnetfelder erreicht.

Wie kann man Dissipation und Dekohärenz theoretisch beschreiben?

Um die wesentlichen Eigenschaften von Dissipation in der klassischen Mechanik richtig
wiederzugeben, führt man den Bewegungsgleichungen ad hoc einen Reibungsterm hinzu,
welcher proportional zur Geschwindigkeit des Teilchens ist. Im Falle des harmonischen Os-
zillators erhält man dadurch einen Abfall der Amplitude, der Geschwindigkeit sowie der
Energie, die dissipativen Eigenschaften werden also richtig wiedergegeben.
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1. Einleitung

In der Tat wurden für die in der Zeitordnung reversible Schrödingergleichung schon ähnli-
che Erweiterungen vorgenommen, befriedigend scheinen diese jedoch nicht zu sein, den die
Frage nach dem zugrundeliegenden Mechanismus bleibt dadurch weiterhin unbeantwortet
[12].
Ein weiterer wichtiger Punkt in dieser Hinsicht ist das von dem Mathematiker und Phy-
siker Henri Poincaré aufgestellte Wiederkehr-Theorem. Das Theorem besagt, dass ein ab-
geschlossenes, konservatives System für hinreichend lange Zeiten seinem Anfangszustand
beliebig nahe kommt [13]. Beide Punkte, die scheinbare Unmöglichkeit der Existenz von zei-
tunumkehrbaren Gleichungen aus in der Zeitordnung völlig reversiblen zugrundliegenden
Grundgleichungen sowie das streng mathematisch bewiesene Wiederkehr-Theorem, wurden
historisch zum ersten Mal als Einwand für die nach seinem Begründer Ludwig Boltzmann
in der Zeitordnung irreversible Boltzmann-Gleichung herangezogen. Beide Punkte wurden
jedoch frühzeitig von Boltzmann selbst entkräftigt [14].
Der Schlüssel zum Verständnis für Dissipation physikalischer Systeme liegt in der Vor-
stellung, dass das zu betrachtenden dissipative System mit seiner Umgebung eine nicht-
verschwindende Wechselwirkung besitzt. Die Umgebung besitzt ihrerseits eine sehr große
Anzahl an Freiheitsgraden. Einmal vom System in die Umgebung transferierte Energie
wird somit für physikalisch sinnvolle Zeiten nicht mehr in das System zurückkehren. Wir
erhalten genau den Effekt der Dissipation.

Quellen der Relaxation und Dekohärenz können verschiedene Systeme sein, so z.B. Pho-
nonen in Festkörpern, Photonen aber auch Ensemble von Zwei-Niveau-Systemen.
Einzelne Zwei-Niveau-Systeme mit einer Eigenfrequenz in der Größenordnung der Eigen-
frequenz des Qubits eröffnen dabei zusätzliche Kanäle der Relaxation und Dekohärenz
[15, 16]. Solche hochfrequenten Zwei-Niveau-Systeme wurden in Phasenqubits zum ersten
Mal in spektroskopischen Daten (”Qubitspektroskopie”) in der Gruppe von John M. Mar-
tinis im Jahre 2003 entdeckt [17].

Abbildung 1.2 zeigt einen Ausschnitt aus diesem Experiment.

Abbildung 1.2.: Gemessene Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Zustandes |1〉 als Funktion
der eingestrahlten Mikrowellenfrequenz und externem Fluss φext; Leve-
laufspaltungen an den Resonanzstellen aufgrund der Wechselwirkung mit
einem weiteren 2-Niveau-System; Quelle: [17].

4



Bei diesem Experiment wird die Wahrscheinlichkeit den angeregten Zustand |1〉 im Qubit
vorzufinden als Funktion der eingestrahlten Mikrowellenfrequenz und des externen magne-
tischen Flusses φext gemessen. Mit zunehmendem Fluss wird die Potentialmulde kleiner was
eine Erniedrigung des Energieunterschiedes ω01 zwischen den Qubitzuständen zur Folge
hat. Völlig in Übereinstimmung mit der Erwartung zeigt das Experiment, dass mit zuneh-
mendem Fluss das resonante Treiben bei immer kleiner werdender Frequenz der Mikrowelle
stattfindet. Wir erkennen dies an dem hellen Streifen in der Abbildung. Zusätzlich sehen
wir aber auch, dass an bestimmten externen magnetischen Flüssen φext,i eine Aufspaltung
der Anregungsfrequenz stattfindet. Man kann sich diese Aufspaltungen dadurch erklären,
dass ein weiteres 2-Niveau-System in Wechselwirkung mit dem Qubit steht.

Die Erklärung des Befundes findet man im Hamiltonoperator gekoppelten Systems,

HS = HQ +HF +HQF
WW , (1.9a)

HS = −1

2
ω01σz −

1

2
ωfτz +

1

2
vσxτx. (1.9b)

Abbildung 1.3 zeigt die Eigenzustände des vorliegenden Hamiltonoperators für den Reso-
nanzfall ω01 = ωf :

Abbildung 1.3.: Eigenzustände des gekoppelten Systems aus Qubit und 2-Niveau-System
für den Resonanzfall ω01 = ωf . links: verschwindende Kopplung v = 0;
rechts: endliche Kopplung v > 0.

Anregungen in Form von Ein-Photonenübergängen finden bei endlicher Kopplung v > 0
zwischen dem Grundzustand und den hybridisierten Zuständen statt,

• |1+〉 := 1√
2
(|1↓〉+ |0↑〉),

• |1−〉 := 1√
2
(|1↓〉 − |0↑〉).

Diese weisen im Resonanzfall eine Energieaufspaltung ω1+ − ω1− in der Größe der Kopp-
lungskonstante v auf, dies erklärt die Aufspaltung in Abbildung 1.2 an Stellen φext,i.
Hohe Intensitäten erlauben zudem Zwei-Photonenübergänge zwischen dem Grundzustand
|0↓〉 und dem höchstangeregten Zustand |1↑〉, was sich in einer zusätzlichen jedoch schwä-
cheren Linie zwischen den Energieaufspaltungen äußern würde (in 1.2 nicht zu sehen)

5



1. Einleitung

[18, 19, 20].

Tatsächlich wurden Kollektive von Zwei-Niveau-Systemen bereits in den 1970 Jahren er-
folgreich zur Deutung der Anomalie der thermischen Leitfähigkeit und der spezifischen
Wärme in amorphen Systemen herangezogen [21, 22, 23].
Zwei-Niveau-Systeme sind heute in allen Qubits nachgewiesen, wenngleich sie am häufigs-
ten in Phasenqubits vorgefunden werden. Solche weisen sich durch eine gegenüber anderen
Qubits verhältnismäßig große Kontaktfläche des Josephson Kontaktes aus. Ihre mikro-
skopische Natur ist dabei noch nicht endgültig geklärt. Hinweise deuten jedoch auf die
Existenz von elektrischen Dipolen, welche über das elektrische Feld der Tunnelbarriere des
Josephon Kontaktes an das Qubit ankoppeln, oder bistabile Ionen in der Tunnelbarriere
welche zu einer Modulation des kritischen Stromes führen, hin [24, 18, 20, 25].

Seit ihrer Entdeckung wurden viele Eigenschaften und Auswirkungen auf das Qubit unter-
sucht. Sie bewirken nicht nur eine Aufspaltung der Energielevels. Sie haben als weiteres dis-
sipatives Element auch Einfluss auf die Rabi-Oszillationen Mikrowellen getriebener Qubits.
So führt die Wechselwirkung beispielsweise zu Schwebungen in den Oszillationen [26, 27,
28, 19]. Sie erklären auch die spektrokopischen Daten mit Mehr-Photonenübergängen [20],
[29].
Kollektive von niederfrequenten Zwei-Niveau-Systemen sind Modellgrundlage für das Rau-
schen mit einer spektralen Dichte welche eine Frequenzabhängigkeit in Form eines inversen
Zusammenhang zur Frequenz besitzt, abgekürzt als 1

f -Rauschen [30]. Tatsächlich können
sie sogar als Speicher des Qubitzustandes aufgrund ihrer meist besseren Kohärenzeigen-
schaften benützt werden, was eindrucksvoll in [31] gezeigt wurde.

Motivation

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit stellen die Experimente über die Dissipations- und De-
phasierungseigenschaften einzelner hochfrequenter Zwei-Niveau-Systeme in Phasenqubits
der Gruppe A. Ustinov dar [32]. Im Speziellen wurde die Relaxationszeit T1, Dephasie-
rungszeit T2 und Rabi-Oszillationszerfallszeit Trabi in Abhängigkeit von der Verstimmung
δω := ωf − ω01 sowie deren Temperaturcharakteristika vermessen.

Abbildung 1.4 zeigt einen Ausschnitt aus diesem Experiment.

Links in der Abbildung (a,b,c) sehen wir die Antworten des Zwei-Niveau-Systems bei fester
Verstimmung δω:

• (a) Relaxationszeitverhalten des angeregten Zwei-Niveau-System zur Bestimmung
der Relaxationszeit T1

• (b) Rabi-Oszillationen in dem Zwei-Niveau-System durch resonantes Treiben mit
einer Mikrowelle zur Bestimmung der Rabi-Zerfallszeit Trabi

• (c) Ramsey-Oszillationen zur Bestimmung der Dekohärenzzeit T2

Auf der rechten Seite (d,e,f) sind die aus (a,b,c) extrahierten Zerfallszeiten als Funktion
der Verstimmung δω aufgetragen.

Völlig in Erwartung für ein Zwei-Niveau-System wechselwirkend mit einem Qubit erhalten
wir in allen drei Experimenten eine Abnahme der Zerfallszeit für kleine Verstimmungen
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Abbildung 1.4.: Antwortfunktionen des Zwei-Niveau-Systems auf Standartmikrowellense-
quenzen aus Ref.: [32] (a) Relaxation des Zwei-Niveau-Systems bei fes-
ter Verstimmung δω. (b) Rabi-Oszillationen für einen getriebenes Zwei-
Niveau-System bei fester Verstimmung δω. (c) Ramsey-Oszillationen bei
fester Verstimmung δω (d,e,f) Die extrahierde Relaxationszeit: T1 , Rabi-
Zerfallszeit: Trabi, und Dekohärenzzeit: T2 als Funktion der Verstimmung
δω.

| δω |≤ v [33]. Ungewöhnlich ist jedoch die relativ große Resonanzbreite σ � v, welche
zudem stark asymmetrisch zu negativen Verstimmungen hin verschoben ist.

Wir werden in dieser Arbeit einen effektiven Hamiltonian für den Phasenqubithamiltonian
(1.2) einführen. Dieser effektive Hamiltonian stellt dabei ein stark anharmonisches Mehr-
Niveau-System dar. Wir werden zeigen, dass resonante Wechselwirkung des Zwei-Niveau-
Systems mit dem Phasenqubit an allen Zwischenzuständen des Phasenqubits stattfinden
kann. Desweiteren erhalten wir aufgrund des abnehmendem Levelabstandes zwischen hö-
heren Levels resonante Wechselwirkung bei zunehmend negativen Verstimmungen δω < 0.
Durch eine Überlagerung der einzelnen Resonanzen könnte dann das Bild einer großen
Resonanz entstehen, welche zudem zu negativen Verstimmungen hin verschoben ist.

Aufbau der Arbeit

Wir beginnen mit einer Einführung in den Bloch Redfield Formalismus, einen Ansatz zur
Beschreibung von offenen Systemen [34, 35]. Der Ausgangspunkt des Formalismuses stellt
dabei die in der Zeitordnung reversible Schrödingergleichung für das dissipative Fluktuator-
Phasenqubit System. Wichtige Näherungen zur Lösbarkeit der Gleichungen werden auf der
Grundlage, dass die Umgebung des betrachteten Systems sehr viele Freiheitsgrade besitzt,
gemacht. Die Resultate bestätigen im Nachhinein die gemachten Näherungen, die wesent-
lichen Aspekte der Dissipation gehen nicht verloren und werden richtig wiedergegeben.
Im anschließenden Kapitel spezifizieren wir das System und seine Umwelt weiter. Formu-
lieren dabei die einzelnen Hamiltonians des Systems und der Umwelt, insbesondere deren
Wechselwirkungsterme.
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1. Einleitung

Die anschließende Diskussion widmet sich der allgemeinen Struktur der Gleichungen, der
allgemeinen Lösungsform, sowie der Berechnung der Relaxations- T1 und Dephasierungs-
zeiten T2.
Im anschließenden Kapitel analysieren wir dann die Ergebnisse der Berechnungen. Wir stu-
dieren dabei zunächst den Fall des Zwei-Niveau-Systems gekoppelt an ein 3-Level-System.
Ausgehend von diesem Modell sind wir dann in der Lage Aussagen über das Zwei-Niveau-
System unter der Wechselwirkung des Phasenqubits zu treffen.
Die Arbeit schließt mit einer Diskussion des Quanten-Zeno-Effektes ab, ein der Intuition
widersprechender jedoch grundlegender Effekt der besagt, dass ein System durch ständige
Beobachtung an seiner Zeitentwicklung gehindert wird.

Notationen, Abkürzungen und verwendete Programme

• Wir setzen durchwegs, Ausnahme Vergleich Theorie mit Experiment, kB ≡ 1, } ≡ 1.

• Für die Berechnungen der Relaxations- und Dekohärenzzeiten wurde das Compu-
teralgebrasystem “Mathematica 7.0.1” benützt.

• Für die Berechnung der Eigenenergien des Phasenqubitpotentials nach (1.2) wurde
das in “Matlab” geschriebene Skript von Dr. Clemens Müller verwendet.

• Für das “Zwei-Niveau-System” wird der Name “Flukutator”, sowie für das “Pha-
senqubit” das Wort “n-Level-Qubit” zwecks größeren Informationsgehalts synonym
verwendet.
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2. Bloch Redfield Formalismus

Der Bloch Redfield Formalismus stellt eine Möglichkeit zur Berechnung der zeitlichen Ent-
wicklung der Dichtematrix eines Systems, im Folgenden reduzierte Dichtematrix genannt,
das an eine Umgebung gekoppelt ist, dar. Wie im Folgenden noch genauer erläutert wird,
gibt der Bloch Redfield Formalismus die wesentlichen Eigenschaften adäquat wieder, sofern
die Kopplung des Systems an die Umgebung hinreichend klein ist und die Korrelationen
der selbigen (Gleichgewichtskorrelationsfunktionen) genügend schnell in der Zeit zerfal-
len. Im Speziellen erhält man die Möglichkeit die charakteristischen Zerfallsraten für das
Systems, die Relaxationsrate T−1

1 sowie die Dekohärenzrate T−1
2 , auch Dephasierungsrate

genannt, anzugeben. Für die folgende Darstellung des Formalismuses, haben wir die Bü-
cher Ref.: [36], [37] sowie die wissenschaftlichen Abschlussarbeiten Ref.: [38], [16] benützt.
Die ursprünglichen Arbeiten gehen auf die Begründer F.Bloch und A.G.Redfield zurück
[34], [35].

2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

Wir betrachten den folgenden Hamiltonoperator,

H = HS +HR +HSR, (2.1)

mit,

• HS : Hamiltonoperator des Systems,

• HR: Hamiltonoperator der Umgebung,

• HSR: Wechselwirkungsoperator zwischen System und Umgebung.

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf einen in den Operatoren linearen Wech-
selwirkungsterm HSR der folgenden Form,

HSR =
∑
i

siXi. (2.2)

Dabei sind si Operatoren des reduzierten Systems und Xi Operatoren der Umgebung.
Der Hamiltonian des Systems HS sowie der Hamiltonian der Umgebung HR seien vorerst
beliebig.

Sei χ(t) die Dichtematrix des zusammengesetzten Systems S
⊗

R, deren Zeitentwicklung
vollständig durch die fundamentale Liouville Gleichung,

χ̇(t) = −i[H,χ(t)], (2.3)

festgelegt wird. Ausgehend von der Lösung können wir zumindestens im Prinzip alle Ei-
genschaften des zusammengesetzten Systems berechnen.
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2. Bloch Redfield Formalismus

Die Lösbarkeit wird allerdings aufgrund der großen Anzahl der Freiheitsgrade der Um-
gebung und allen Wechselwirkungen innerhalb derer ungemein verkompliziert. Wir sind
jedoch ohnehin nur an den Eigenschaften des Systems interessiert.
Allgemein erhalten wir Erwartungswerte von physikalischen Größen indem wir die Spur
der entsprechenden Observable mit der zugrunde liegenden Dichtematrix nehmen. Sei dazu
O eine beliebige Observable des Systems. Ihr Erwartungswert erhalten wir wie folgt,

〈O〉 = TrS
⊗
R[Oχ(t)] = TrS [OTrR[χ(t)]]. (2.4)

Wenn wir ρ(t) := TrR[χ(t)] als die Dichtematrix des reduzierten Systems definieren so
können wir das obige Ergebnis in der gewohnten Schreibweise ausdrücken:

〈O〉 = TrS [Oρ(t)], (2.5a)

ρ(t) = TrR[χ(t)]. (2.5b)

Offensichtlich beinhaltet die reduzierte Dichtematrix ρ(t) alle Information über das System.
Unseres weiteres Vorgehen besteht nun darin eine Näherung für die Bewegungsgleichung
der reduzierten Dichtematrix ρ(t) anzugeben, welche alle für uns relevanten Informationen
über das System beinhaltet.

Wir tranformieren zunächst ins Wechselwirkungsbild. Dabei fassen wir HSR in (2.1), den
Kopplungsterm zwischen System und Umgebung, als kleine Störung auf. Die zeitliche
Entwicklung des Zustandes im Wechselwirkungsbild ist alleinig durch diesen Störterm ge-
geben. Da wir ihn als klein annehmen ist dies ein guter Ausgangspunkt für notwendige
Näherungen.
Für einen beliebigen Zustandsvektor |ψ(t)〉 und beliebigen Operator A(t) im Schrödinger-
bild, ist die Transformation definiert durch,∣∣∣ψ̃(t)

〉
:= ei(HS+HR)t |ψ(t)〉 , (2.6a)

Ã(t) := ei(HS+HR)tA(t)e−i(HS+HR)t. (2.6b)

Wir erhalten aus (2.3) die Liouville Gleichung im Wechselwirkungsbild,

˙̃χ(t) = −i
∑
j

[s̃j(t)X̃j(t), χ̃(t)]. (2.7)

Als nächstes integrieren wir diese Gleichung formal ab dem Zeitpunkt des Einschaltens t0
der Wechselwirkung. Wir setzen t0 = 0 und erhalten,

χ̃(t) = χ(0)− i
∑
j

t∫
0

dt′[s̃j(t
′)X̃j(t

′), χ̃(t′)], (2.8a)

χ(0) = χ̃(0). (2.8b)

Substituieren wir dieses Ergebnis in den ursprünglichen Ausdruck (2.7) zurück, so erhalten
wir,

˙̃χ(t) = −i
∑
j

[s̃j(t)X̃j(t), χ(0)]−
∑
ij

t∫
0

dt′[s̃i(t)X̃i(t), [s̃j(t
′)X̃j(t

′), χ̃(t′)]]. (2.9)
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2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

Verwenden wir nun noch (2.5b) um den entsprechenden Ausdruck für das reduzierte System
zu erhalten,

˙̃ρ(t) = −i
∑
j

TrR[s̃j(t)X̃j(t), χ(0)] (2.10a)

−
∑
ij

t∫
0

dt′TrR[s̃i(t)X̃i(t), [s̃j(t
′)X̃j(t

′), χ̃(t′)]],

T rR[χ̃(t)] = eiHStρ(t)e−iHSt = ρ̃(t). (2.10b)

Diese Integrodifferentialgleichung ist noch zu schwer um sie exakt zu lösen. Sie stellt aber
einen guten Ausgangspunkt dar, um vernünftige Näherungen anzusetzen.
Im weiteren Vorgehen werden wir drei Näherungen vorstellen von denen wir die ersten
zwei durchwegs in dieser Arbeit zur Analyse des Problems, Zwei-Niveau-System wechsel-
wirkend mit dem Phasenqubit, verwenden werden.

Diese Näherungen lauten:

• Bornsche Näherung

• Markov Näherung

• Sekulare Näherung (auch: rotating wave approximation (RWA))

Bornsche Näherung
Wir schreiben für die Dichtematrix des zusammengesetzten Systems

χ̃(t) = ρ̃(t)R0 +O(HSR), t ≥ 0, (2.11a)

R0 =
1

Z
e−

HR
T , Z = TrR[e−

HR
T ]. (2.11b)

Wir nehmen also an, dass für alle Zeiten die Dichtematrix des zusammengesetzten Systems
χ̃(t) sich schreiben lässt als Direktprodukt aus der Dichtematrix des reduzierten Systems
ρ̃(t) mit der Dichtematrix der Umgebung im thermischen Gleichgewicht R0. Weiterhin
nehmen wir an, dass Abweichungen davon klein und linear in HSR sind.
Diese Näherung ist vernünftig, da die Umgebung sehr viele Freiheitsgrade im Vergleich zu
dem reduzierten System aufweist, daher sollte der Einfluss des Systems auf die Umgebung
vernachlässigbar klein sein. Jedoch erwarten wir einen Einfluss der Umgebung auf unser
System, natürlicherweise, da wir ein relaxierendes und dephasierendes System beschreiben
wollen.

Ein Vergleich der Größenordnungen der relevanten Energien in unserem System unter-
mauert diese Behauptung nochmals:
Bekanntlich gilt im thermischen Gleichgewicht nach dem Gleichverteilungssatz für die mitt-
lere Energie pro Freiheitsgrad,

〈E〉 =
1

2
T. (2.12)

Und damit für ein Mol N mit ∼ 1023 Teilchen,

〈E〉N =
1

2
NT. (2.13)
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2. Bloch Redfield Formalismus

Damit ergibt sich bei einer für supraleitende Qubits typischen Arbeitstemperatur T von
35mK und einer Resonanzfrequenz ω01, welche in der Größenordnung von etwa 10 GHz
liegt, folgendes Verhältnis für die relevanten Energien,

ω01

〈E〉N
w 10−21. (2.14)

Wie diese Abschätzung also zeigt liegen die Größenordnungen weit auseinander. Der Ein-
fluss des Qubits auf das Bad sollte demnach für seine makroskopischen Eigenschaften völlig
vernachlässigbar sein.

Wir bemerken ferner, dass die Bornsche Näherung (2.11a) äquivalent zu einer Näherung
in 2ter Ordnung in der Störung HSR für die Bewegungsgleichung des reduzierten Systems
ist. Wir können das leicht durch Einsetzen von (2.11a) in (2.10a) überprüfen.
Setzen wir also (2.11a) in (2.10a) ein, so ergibt sich,

˙̃ρ(t) = −i
∑
j

TrR[s̃j(t)X̃j(t), ρ(0)R0] (2.15)

−
∑
ij

t∫
0

dt′TrR[s̃i(t)X̃i(t), [s̃j(t
′)X̃j(t

′), ρ̃(t′)R0]].

Dabei verschwindet der erste Term, was immer der Fall ist sofern der thermische Mittel-
wert von Xi verschwindet. Andernfalls absorbieren wir

∑
i
siTrR[XiR0] in HS .

Markov Näherung
Wir haben mit (2.15) eine in der Zeit nichtlokale Integralgleichung erhalten. In Markov
Näherung machen wir die Gleichung lokal in der Zeit für ρ̃. Wir formen zunächst Gleichung
(2.15) etwas um, um anschließend ein Kriterium für die Anwendbarkeit der Näherung zu
formulieren.
Dazu schreiben wir den Doppelkommutator in (2.15) aus, und erhalten,

˙̃ρ(t) = −
∑
ij

t∫
0

dt′
[(
s̃i(t)s̃j(t

′)ρ̃(t′)− s̃j(t′)ρ̃(t′)s̃i(t)
)
· CXiXj (t, t

′)

+
(
ρ̃(t′)s̃j(t

′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃(t′)s̃j(t
′)
)
· CXjXi(t

′, t)

]
,

(2.16)

CXiXj (t, t
′) := TrR[R0X̃i(t)X̃j(t

′)], (2.17a)

CXjXi(t
′, t) := TrR[R0X̃j(t

′)X̃i(t)]. (2.17b)

Mit den Badkorrelationsfunktionen, CXiXj (t, t
′), CXiXj (t, t

′), die im thermischen Gleich-
gewicht, d.h. [R0, HR] = 0, nur von der relativen Zeitdifferenz abhängen, siehe Anhang
A.2.2:

CXiXj (t, t
′) = CXiXj (t− t′), (2.18a)

CXjXi(t
′, t) = CXjXi(t

′ − t). (2.18b)

Diese Funktionen zerfallen auf einer Zeitskala τc, welche charakteristisch ist für das zu
betrachtende Bad. Das bedeutet, dass innerhalb dieser Zeitskala im Mittel der Einfluss
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2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

einer Wechselwirkung noch im Bad gespeichert bleibt.
In Markov Näherung führen wir folgende Ersetzung unter dem Integral durch

ρ̃(t′)→ ρ̃(t) (2.19)

Wir fordern damit, dass die Entwicklung der Dichtematrix des reduzierten Systems nicht
von seiner Vorgeschichte abhängt, insbesondere wird die Gleichung dadurch lokal in der
Zeit für ρ̃(t). Die Lösung der Bewegungsgleichung wird dadurch wesentlich vereinfacht.
Führen wir diese Ersetzung in (2.16) durch, benützen die Zeittranslationsinvarianz der
Badkorrelationsfunktionen (2.18) und dehnen die obere Integralgrenze nach unendlich aus.
Schließlich verschwinden alle Beiträge oberhalb τc, so erhalten wir,

˙̃ρ(t) =
∑
ij

∞∫
0

dt′′
[(
s̃i(t)s̃j(t− t′′)ρ̃(t)− s̃j(t− t′′)ρ̃(t)s̃i(t)

)
· CXiXj (t

′′)

+

(
ρ̃(t)s̃j(t− t′′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃(t)s̃j(t− t′′)

)
· CXjXi(−t′′)

]
.

(2.20)

Die Markov Näherung behält also dann ihre Gültigkeit, falls die Dichtematrix des redu-
zierten Systems ρ̃(t) sehr langsam auf der Zeitskala τc variiert. Da wir jedoch an dem
makroskopischen Verhalten unseres Systems interessiert sind, welches mit den Zeitskalen
T1 und T2 verknüpft ist, muss im speziellen

τc � T1, T2 (2.21)

erfüllt sein.

Wir fassen damit die Ableitung unserer Dichtematrix als ”grobe” Ableitung auf mit,

˙̃ρ(t)→ ∆ρ̃(t)

∆t
=
ρ̃(t+ ∆t)− ρ̃(t)

∆t
. (2.22)

Dabei beschränken wir uns auf Zeitskalen ∆t die viel größer als τc sind, der Einfachheit
halber schreiben wir dennoch ˙̃ρ(t) für die Ableitung, interessieren uns jedoch nicht für
Zeitskalen sehr viel kleiner als τc.

Sekulare Näherung
Gleichung (2.20) beinhaltet über die Operatoren si(t) implizit die Zeitentwicklung des
ungestörten Systems HS . Dies gibt uns Anlass für eine weitere Näherung. Dabei werden
wir im Integral die Zeitskalen für die Entwicklung der Operatoren si(t) mit den für uns
relevanten Zeitskalen T1, T2 des reduzierten Systems ρ̃(t) vergleichen. In der Konsequenz
haben wir die Berechtigung schnell oszillierende Terme für hinreichend lange Zeiten zu
vernachlässigen.
Um die Sekulare Näherung anzuwenden und das Erläuterte zu quantifizieren, projizieren
wir zunächst die Gleichung (2.20) auf die Eigenzustände des ungestörten Systems,

HS |n〉 = En |n〉 , (2.23)

und erhalten nach einigen algebraischen Umformungen,〈
m′
∣∣ ˙̃ρ(t) |m〉 =

∑
n′,n

〈
n′
∣∣ ρ̃(t) |n〉Rm′mn′n · ei(ωm′m−ωn′n)t. (2.24)
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2. Bloch Redfield Formalismus

Dabei ist Rm′mn′n der Bloch Redfield Tensor, ein Tensor 4 Stufe, der gegeben ist durch,

Rm′mn′n := Λnmm′n′ + Λ∗n′m′mn −
∑
k

(Λm′kkn′δmn + Λ∗mkknδm′n′), (2.25a)

Λabcd :=
∑
i,j

〈a| si |b〉 〈c| sj |d〉 ·
∞∫

0

dt′′e−iωcdt
′′
CXiXj (t

′′), (2.25b)

mit,

ωxy := ωx − ωy, (2.26)

den sogenannten Bohrfrequenzen.

Verwenden wir noch die Beziehung zwischen dem Realteil der Laplacetransformierten und
der Fouriertransformierten der Badkorrelationsfunktion,

Re

[ ∞∫
0

dt′′e(−σ−iωcd)t′′CXiXj (t
′′)

]
=

1

2

∞∫
−∞

dt′′e−iωcdt
′′
CXiXj (t

′′), σ → 0+, (2.27)

so erhalten wir unter Vernachlässigung des Imaginärteils der Laplacetransformierten,

Λabcd '
∑
i,j

〈a| si |b〉 〈c| sj |d〉 ·
1

2
CXiXj (ω = ωcd). (2.28)

Wir bemerken, dass der Bloch Redfield Tensor (2.25a) zeitunabhängig ist. Die einzige
Zeitabhängigkeit in (2.24) rührt von den Exponentialfaktoren mit den Bohrfrequenzen her.
Sind wir an den Relaxations- und Dephasierungseigenschaften, welche mit den Zeitskalen
T1, T2 verknüpft sind, interessiert. So können wir (2.24) für

ωij � T−1
1 , T−1

2 , (2.29)

annähern durch, 〈
m′
∣∣ ˙̃ρ(t) |m〉 =

sekular∑
n′,n

〈
n′
∣∣ ρ̃(t) |n〉Rm′mn′n. (2.30)

Dabei nehmen wir nur Terme mit, die folgende Gleichung erfüllen,

ωm′m − ωn′n = 0. (2.31)

Alle anderen Einträge des Tensors verschwinden für hinreichend große Zeiten. Wir können
vier Fälle unterscheiden die (2.31) erfüllen,

1. m′ = n′, m = n, m′ 6= m,

2. m′ = m, n′ = n, m′ 6= n′,

3. m′ = m = n′ = n ,
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2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

4. im Fall einer Entartung zwischen Energieabständen ωm′m = ωn′n (”Liouvilleentar-
tung”), nicht notwendigerweise 1.,2.,3..
Ein Beispiel stellt hier der harmonische Oszillator mit seinen äqudistanten Energie-
abständen zwischen den benachbarten Energieeigenzuständen dar.

Formen wir Gleichung (2.30) noch etwas um, um die anschließende Interpretation zu ver-
einfachen,〈
m′
∣∣ ˙̃ρ(t) |m〉 = δm′m

∑
n6=m

Wmn 〈n| ρ̃(t) |n〉−γm′m
〈
m′
∣∣ ρ̃(t) |m〉+

∑
ωm′m−ωn′n=0

Rm′mn′n
〈
n′
∣∣ ρ̃(t) |n〉 ,

(2.32)
mit,

Wmn := Λnmmn + Λ∗nmmn, (2.33a)

γm′m :=
∑
k

(Λm′kkm′ + Λ∗mkkm)− Λmmm′m′ − Λ∗m′m′mm, (2.33b)

Λabcd =
∑
i,j

〈a| si |b〉 〈c| sj |d〉 ·
1

2
CXiXj (ω = ωcd). (2.33c)

Rücktransformation ins Schrödingerbild und Interpretation der Bloch Redfield Gleichungen
Transformieren wir (2.32) zunächst ins Schrödingerbild zurück. Wir erhalten dabei einen
zusätzlichen Term, welcher die Eigendynamik des ungestörten Systems beschreibt,〈
m′
∣∣ ρ̇(t) |m〉 =− i

〈
m′
∣∣ [HS , ρ(t)] |m〉+ δm′m

∑
n6=m

Wmn 〈n| ρ(t) |n〉 − γm′m
〈
m′
∣∣ ρ(t) |m〉

+
∑

ωm′m−ωn′n=0

Rm′mn′n
〈
n′
∣∣ ρ(t) |n〉 .

(2.34)

Schauen wir uns die einzelnen Terme in (2.34) etwas genauer an (dabei schließen wir
zunächst eine mögliche ”Liouvilleentartung” aus):

• −i 〈m′| [HS , ρ(t)] |m〉 = −i(ωm′ − ωm) 〈m′| ρ(t) |m〉

Diesen Term erhält man bei Rücktransformation vom Wechselwirkungsbild ins Schrö-
dingerbild. Er beschreibt die zuvor im Wechselwirkungsbild unterdrückte Eigendy-
namik des ungestörten Systems

• δm′m
∑
n 6=m

Wmn 〈n| ρ(t) |n〉

– Nach Definition (2.33a) sind alle Wmn reell und stets positiv (Bochner Theorem
[39]), weiterhin verknüpfen sie nur Diagonalelemente miteinander.
Schauen wir uns die Definition etwas genauer an so erhalten wir im Fall von
verschiedenen und unabhängigen Bädern (verschwindende Kreuzkorrelationen
unterhalb der Bäder),
Wmn ∝ 1

2

∑
i
|〈m| si |n〉|2·CXiXi(ω = ωmn).

Wie wir im Anhang A.1 zeigen sind dies genau die Übergangsraten von den Zu-
ständen n nach m welche man auch in Störungstheorie, Goldener Regel erhält.
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2. Bloch Redfield Formalismus

– Wie wir ebenfalls im Anhang A.2.2 zeigen, können wir im thermischen Gleichge-
wicht eine wichtige Beziehung für Korrelationsfunktionen im Fourierraum her-
leiten. Diese besagt, dass Anregungen im Vergleich zu Abregungen induziert
durch das Bad exponentiell unterdrückt sind,
C(−ω) = C(ω) · e−

ω
T .

• −γm′m 〈m′| ρ(t) |m〉

– Nach Definition (2.33b) gilt γm′m = γ∗mm′ , und sind sie im Allgemeinen komplex.

– Ihr Realteil Re[γm′m] gibt die jeweilige Dephasierungsrate T−1
2;m′m des Subsys-

tems m′m (m′ 6= m) an, falls zum Zeitpunkt t0 = 0 eine Kohärenz schon vorlag.
Dynamisch können hingegen keine Kohärenzen erzeugt werden, da in Sekular
Näherung alle Diagonalelemente von allen Nichtdiagonalelementen entkoppelt
sind. Der Imaginärteil von γm′m kann als ”Lambshift”der Eigenfrequenzen ωm′m
aufgefasst werden. Um konsistent mit der Sekularen Näherung zu bleiben sollte
|Im[γm′m]|�|ωm′m| sein.

•
∑

ωm′m−ωn′n=0
Rm′mn′n 〈n′| ρ(t) |n〉

Der Beitrag dieses Termes ergibt sich nur im Fall der Liouvilleentartung, dabei wer-
den Nebendiagonalelemente entarteter Subsysteme miteinander verknüpft.

Betrachten wir die Gleichungen für die Diagonalelemente in (2.34) noch etwas genauer.
Wir können leicht zeigen, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten bleibt. Denn dafür
muss gelten, ∑

m

〈m| ρ̇(t) |m〉 =
∑
n

(∑
m

Rmmnn
)
〈n| ρ(t) |n〉 !

= 0. (2.35)

Und da i.A. 〈n| ρ(t) |n〉 6= 0 ist, ∑
m

Rmmnn
!

= 0. (2.36)

Schauen wir uns die entsprechenden Bloch Redfield Tensoreinträge (2.33a), (2.33b) dazu
an, so können wir (2.36) leicht verifizieren,∑

m

Rmmnn = −γnn +
∑
m6=n

Wmn = 0. (2.37)

Da die Wmn Transmissionswahrscheinlichkeiten darstellen, weiterhin die Gesamtwahr-
scheinlichkeit einen Zustand in irgendeinem Level vorzufinden erhalten bleibt, erhalten
wir in Bloch Redfield Näherung Mastergleichungen für die Diagonalelemente.

Machen wir abschließend ein Beispiel für den Fall eines drei-dimensionalen Systems dim(HS) =
3 um die Struktur der Bloch Redfield Gleichungen eindrücklich zu sehen:
Dazu schreiben wir zunächst die Bloch Redfield Gleichungen (2.34) als Matrixgleichung
um. Dabei sortieren wir zur besseren Übersicht alle Diagonalelemente der Dichtematrix in
die ersten Zeilen gefolgt von allen Nichtdiagonalelementen. Die Bloch Redfield Gleichungen
lassen sich damit wie folgt darstellen,

−̇→ρ (t) = L9×9
m′m,n′n

−→ρ (t), (2.38)
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2.1. Herleitung der Bloch Redfield Gleichungen

mit der dim(HS)2 = 9 - dimensionalen Liouville Matrix,

L9×9
m′m,n′n := −i

〈
m′
∣∣ [HS , ρ(t)] |m〉 δm′m,n′n +R9×9

m′m,n′n. (2.39)

Wir sehen die 9-dimensionalen Liouville Matrix in Abbildung 2.1 mit den entsprechenden
Einträgen aus (2.33).

Abbildung 2.1.: Liouville Matrix für dim(HS) = 3 in Sekularer Näherung: linke obere
Blockmatrix enthält die Übergangsraten aus (2.33a) und formt damit die
Mastergleichung; rechts unten die Diagonalmatrix für die Nebendiagonal-
elemente aus (2.33b) und den jeweiligen Phasen aus der Zeitentwicklung
des ungestörten Systems HS (3.14); die Einträge R1223,R2132,R2312 und
R3221 ergeben sich nur im Fall der “Liouvilleentartung“.

Die Einträge R1223,R2132,R2312 und R3221 sind nur im Falle einer Entartung der Energien
ω32 = ω21 mit einzubeziehen (“Liouvilleentartung“).

Fassen wir kurz zusammen was wir im Wesentlichen nun erreicht haben. Zu allererst haben
wir die Bornsche Näherung verwendet. Dabei nehmen wir an, dass der Einfluss der Um-
gebung auf das System sehr klein ist (schwaches Rauschen) und die Umgebung eine sehr
große Anzahl an Freiheitsgraden besitzt. In der Konsequenz faktorisieren die Dichtema-
trizen. Dies drückt den Umstand der Irreversibilität in der Entwicklung der Dichtematrix
des reduzierten System aus. Ferner haben wir erreicht, dass der gesamte Einfluss der Um-
gebung auf das reduzierte System sich in den Gleichgewichtsbadkorrelationsfunktionen
manifestiert. In Markov Näherung nehmen wir zusätzlich ein kurz korreliertes Rauschen
an, was uns die Lösung der Gleichungen wesentlich vereinfacht, da wir nun Differentialglei-
chungen 1-Ordnung mit konstanten Koeffizienten erhalten haben. In Sekularer Näherung
vernachlässigen wir dann alle auf der Zeitskala der Relaxations- T1 und Dephasierungszeit
T2 schnell oszillierenden Terme. Dadurch erreichen wir eine Entkopplung aller Diagonalele-
mente von allen Nichtdiagonalelementen der Dichtematrix des reduzierten Systems. Dies
führte uns zu den Mastergleichungen für die Diagonalelemente und Lösungen der Neben-
diagonalelemente in Form von abfallenden Exponentialfunktionen. Deren charakteristische
Abklingzeit ist durch die Dephasierungszeit T2 des jeweiligen Subsysteme gegeben. Für die
Gültigkeit der genannten Näherungen haben wir ein schwaches, kurz korreliertes Rauschen
vorausgesetzt, so dass gelten muss: T−1

1 , T−1
2 � ωmn,

1
τc

.
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3. Das Modell

In diesem Kapitel stellen wir das grundsätzliche Modell: Dissipatives Zwei-Niveau-System
(Fluktutator) wechselwirkend mit einem dissipativen Phasenqubit (im Folgenden abge-
kürzt als “n-Level-Qubit“) vor. Dabei stellen wir zunächst die die Dynamik des Systems
charakterisierenden Hamiltonians vor. Als Beschreibungsgrundlage dient uns der in Kapitel
2 eingeführte Bloch Redfield Formalismus, in dem wir unser System und Bad insbesonde-
re deren Wechselwirkungsterme untereinander weiter spezifizieren. Das hier beschriebene
Modell ist die Grundlage für alle in dieser Arbeit betrachteten Eigenschaften und Aspekte
des Systems.

3.1. Gesamthamiltonian

Wie bereits aus dem Kapitel Bloch Redfield Formalismus 2 bekannt, sollten wir, da wir
uns für Relaxationsprozesse in unserem System interessieren, in geeigneter Weise eine
Kopplung des Systems an seine Umwelt in Betracht ziehen. Der erste Schritt dazu stellt
die Aufteilung des Gesamthamiltonoperators in drei Teile dar,

H = HS +HR +HSR, (3.1)

• HS : Hamiltonoperator des Systems,

• HR: Hamiltonoperator der Umgebung,

• HSR: Wechselwirkungsoperator zwischen System und Umgebung.

Im weiteren Vorgehen spezifizieren wir die einzelnen Hamiltonians für das uns vorliegende
Problem eines n-level-Qubits wechselwirkend mit einen Fluktuator.

3.1.1. Hamiltonoperator des Systems

Unser System besteht aus zwei kohärent aneinander gekoppelten Subsystemen, zum einen
das n-Level-Qubit zum anderen der Fluktuator.

Wir teilen damit unseren Systemhamiltonian HS in drei Teile auf:

HS = HQ +HF +HQF
WW (3.2)

• HQ: Hamiltonoperator des n-Level-Qubits

• HF : Hamiltonoperator des Fluktuators

• HQF
WW : Wechselwirkungsoperator zwischen n-Level-Qubit und Fluktuator
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3. Das Modell

Im Folgenden gehen wir auf die einzelnen Hamiltonians HQ, HF und HQF
WW näher ein,

wobei wir die einzelnen Hamiltonians in ihrer jeweiligen Eigenbasis darstellen.

Hamiltonoperator des n-Level-Qubits

Wir führen einen effektiven Modell-Hamiltonian HQ zur Beschreibung des Phasenqubits
ein. Dieser stellt, wie wir in Kapitel 5.5 zeigen werden, für kleine Potentialmulden eine
gute Näherung für das Potential aus (1.2) dar.
Dieser wird sich in Kapitel 5 als nützlich für die Analyse des allgemeinen Relaxationszeit-
verhaltens des Fluktuators erweisen.

Der effektive Hamiltonian HQ schreibt sich wie folgt,

HQ = ωs

n−1∑
s=0

|s〉 〈s|

≡
n−1∑
s=0

s

(
ω01 −

s− 1

2
∆

)
|s〉 〈s| . (3.3)

Dabei stellt ω01 den Energieunterschied zwischen dem 1-ten und 0-ten Level dar. ∆ > 0
nennen wir den Asymmetrieparameter, seine Bedeutung wird im Weiteren näher erläu-
tert. Wie Eingangs 1 bereits erwähnt wurde, ist die Asymmetrie benachbarter Zustände
notwendig für die Reduktion eines allgemeinen Mehr-Niveau-Systems auf ein Qubit (2-
Niveau-System) [10].

Machen wir ein Beispiel für den Fall n=5 um die obige Struktur besser zu verstehen,

HQ = 0 |0〉 〈0|+ ω01 |1〉 〈1|+
(
2ω01 −∆

)
|2〉 〈2|+

(
3ω01 − 3∆

)
|3〉 〈3|+

(
4ω01 − 6∆

)
|4〉 〈4| .

(3.4)

Der Energieabstand benachbarter Levels beträgt nach 3.3

ωs − ωs−1 = ω01 − (s− 1)∆, s ∈ {1, .., n− 1}. (3.5)

Damit berechnen wir den Energieunterschied benachbarter Levelpaare,

(ωs+1 − ωs)− (ωs − ωs−1) = −∆, s ∈ {1, .., n− 1}. (3.6)

Der Energieunterschied benachbarter Levelpaare nimmt also stetig um den Betrag ∆ ab.

Bemerken wir ferner, dass

(s− 1)∆ ≥ 0, s ∈ {1, .., n− 1}. (3.7)

So erhalten wir aus (3.5) für gegebenes ω01 und ∆, falls wir die energetische Reihenfolge
mit steigendem s garantieren wollen, eine Einschränkung für die Wahl von nmax,

ω01 −∆
(
nmax − 2

) !
≥ 0, (3.8a)

ω01

∆
+ 2

!
≥ nmax. (3.8b)
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3.1. Gesamthamiltonian

Machen wir dazu eine Abschätzung:
Ein realistischer Wert für das Verhältnis im Phasenqubitmuldenpotential liegt bei etwa
ω01
∆ = 102. Mit diesem Wert erhalten wir aus (3.8b) für den ”maximalen Levelwert“
nmax = 102.
Dieser Wert liegt jedoch weit überhalb dem der für die Anwendung des Phasenqubits als
2-Niveau-System sinnvoll ist [11]. Der Wert für typische Anwendungen liegt meist in der
Größenordnung von n ∼ 5 [29], die Näherung muss folglich ohnehin nicht auf solch hohe
Qubitlevels zutreffen.

Hamiltonoperator des Fluktuators

In der Eigenbasis des Fluktuators lautet der Hamiltonian,

HF = −1

2
ωfτz +

1

2
ωf1. (3.9)

Dabei ist τz die diagonale Paulimatrix. ωf entspricht dem Energieabstand der zwei Eigen-
energien des Fluktuators. Wie wir Eingangs 1 bemerkt haben kann diese Konstante aus
spektroskopischen Daten (“Qubitspektroskopie“) gewonnen werden [17]. O.B.d.A. messen
wir, wie schon im Falle des n-Level-Qubits, die Energien vom Grundzustand aus, daher
noch der zusätzliche Term 1

2ωf1.
Der Grund dafür liegt in der einfacheren Sortierung der Eigenenergien des Systems in Be-
zug auf die Größe mit dem von uns verwendeten Computeralgebrasystem “Mathematica
7.0.1”. Dadurch erreichen wir, dass alle Eigenenergien positiv sind und eine Sortierung
nach Absolutwerten der Eigenenergien dessen energetische Reihenfolge richtig wiedergibt.

Wechselwirkungsoperator zwischen n-Level-Qubit und Fluktuator

Wir schreiben folgenden Wechselwirkungshamiltonian,

HQF
WW =

1

2
v · p̂ · τx, (3.10a)

p̂ = i(a† − a). (3.10b)

Dabei ist τx die nichtdiagonale Paulimatrix in x-Richtung. Sie stellt einen transversalen
Operator des Fluktuators dar. p̂ ist hingegen der in der Eigenbasis des n-Level-Qubits
vollständige transversale “Impulsoperator”, dessen Wirkung auf die Auf- und Absteigeope-
ratoren a†, a zurückzuführen ist.
Sei dazu |s〉 ein Zustand des n-Level-Qubits, so erhalten wir,

HQ |s〉 = ωs |s〉 , (3.11a)

a† |s〉 =
√
s+ 1 |s+ 1〉 , (3.11b)

a |s〉 =
√
s |s− 1〉 . (3.11c)
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3. Das Modell

Die Kopplung zwischen den beiden Subsysteme n-Level-Qubit und Fluktuator ist also
rein transversal ∝ i(a† − a) · τx. Allgemein könnten wir jede beliebige Kombination von
longitudinalen und transversalen Operatoren des n-Level-Qubits bzw. Fluktuators anset-
zen. Eine endliche tranversale Kopplung steht jedoch in sehr guter Übereinstimmung mit
den Experimenten, da eine solche Kopplung genau das resonante Wechselwirkungsverhal-
ten wiedergibt [18]. So insbesondere die Energieaufspaltung in der Qubitspektroskopie [17].
Wir bemerken ferner, dass ein rein longitudinaler Wechselwirkungsoperator ∝ a†a · τz le-
diglich eine Energieverschiebung der Eigenwerte bewirken würde. Als Konsequenz erhält
man im Falle eines Qubits kohärent gekoppelt an einen Fluktuator eine Verschiebung der
mittleren Linie (Zwei-Photonenübergang) in den spektroskopischen Daten, welche experi-
mentell für das Phasenqubit als sehr klein befunden wird [20].
Des Weiteren wird eine solche Kopplung für eine elektrische Dipolkopplung in Phasen-
und Flussqubits ausgeschlossen, da eine solche Kopplung zwangsweise zu einem mittleren
elektrischen Feld (Spannung) über der Josephson Tunnelbarriere führen würde [19], [25].

3.1.2. Diagonalisierung des Systemhamiltonians

Fassen wir zunächst alle Teilhamiltonians des Systems zusammen,

HS = HQ +HF +HQF
WW , (3.12)

mit,

HQ =
n−1∑
s=0

s

(
ω01 −

s− 1

2
∆

)
|s〉 〈s| , (3.13a)

HF = −1

2
ωfτz +

1

2
ωf1, (3.13b)

HQF
WW =

1

2
v · p̂ · τx. (3.13c)

Wie wir im Folgenden sehen werden, reduziert sich das Problem auf eine Diagonalisierung
von n− 1 2× 2-Untermatrizen, deren zwei Eigenvektoren wir durch einen Winkel θi für
jedes Untersystem parametrisieren können. Dieser Winkel stellt gleichzeitig ein Maß für
die Stärke der Hybridisierung in den Unterräumen dar.

Für verschwindende Wechselwirkung v = 0 sind die Eigenzustände des Systemhamilto-
nians HS die Direktprodukte der Eigenzustände der Subsysteme,

|s, ↑〉 = |s〉 ⊗ |↑〉 , (3.14)

mit,

HQ |s〉 = ωs |s〉 , (3.15a)

HF |↑〉 = ωf |↑〉 , (3.15b)

HF |↓〉 = 0 |↓〉 . (3.15c)

Betrachten wir nun eine endliche Kopplung v > 0. Die einzigen nichtverschwindenden
Matrixelemente des Wechselwirkungshamiltonian HQF

WW in der Basis Direktprodukte Gl.:
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3.1. Gesamthamiltonian

(3.14) sind die Folgenden,

〈s− 1, ↑|HQF
WW |s, ↓〉 , s ∈ {1, ..., n− 1}, (3.16a)

〈s, ↑|HQF
WW |s− 1, ↓〉 , s ∈ {1, ..., n− 1}. (3.16b)

Das heist wir erwarten eine direkte Kopplung zwischen,

|s− 1, ↑〉 � |s, ↓〉 , s ∈ {1, ..., n− 1}, (3.17a)

|s, ↑〉 � |s− 1, ↓〉 , s ∈ {1, ..., n− 1}. (3.17b)

Wir werden im Folgenden durch Transformation in das Wechselwirkungsbild zeigen, dass
die Kopplungsterme welche (3.17b) miteinander mischen, etwa mit der doppelten Fre-
quenz ∼ (ωf +ω01) +O(−∆) oszillieren. Selbst für hoch energetische Zustände des Qubits
s� 1 bleibt diese Aussage gültig, sofern wir ∆� ω01 voraussetzen und die Verstimmung
δω = ωf −ω01 klein gegenüber (ωf +ω01) halten. Diese schnell oszillierenden Terme setzen
wir zu Null (“Rotating Wave Approximation (RWA)”), d.h. wir interessieren uns nur für
Zeitspannen, die sehr groß gegenüber Zeitspannen sind, welche durch die inversen Bohr-
frequenzen gegeben sind.
Wir beschränken uns somit auf Kopplungen welche (3.17a) mischen, und vernachlässigen
solche aus (3.17b).

Wir hatten in Kapitel 2 schon einmal diese Näherung (Sekulare Näherung) in einem an-
deren Zusammenhang verwendet. Da wir aber auch dort alle oszillierenden Terme mit
Frequenzen in der Größenordnung der Bohrfrequenzen vernachlässigt haben, produzieren
wir mit dieser hier gemachten Näherung keinen weiteren Fehler.

Machen wir ein Beispiel für den Fall n = 3 um den Sachverhalt besser zu verdeutlichen:

In der Produktzustandsbasis aus den Eigenbasen des Qubits sowie des Fluktuators stellt
sich der Wechselwirkungshamiltonian HQF

WW wie folgt dar,

HQF
WW =

1

2
v i



0 0 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 −
√

2

1 0 0 0 −
√

2 0

0 0 0
√

2 0 0

0 0
√

2 0 0 0

 . (3.18)

Transformieren wir Gl.: 3.18 ins Wechselwirkungsbild,

H̃QF
WW = ei(HQ+HF )tHQF

WW e
−i(HQ+HF )t,

so erhalten wir,

H̃QF
WW =
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3. Das Modell

1

2
v i



0 0 0 −e−i(ω01+ωf )t 0 0
0 0 −eiδωt 0 0 0

0 e−iδωt 0 0 0 −
√

2e−i(ω01−∆+ωf )t

ei(ω01+ωf )t 0 0 0 −
√

2ei(δω+∆)t 0

0 0 0
√

2e−i(δω+∆)t 0 0

0 0
√

2ei(ω01−∆+ωf )t 0 0 0


.

(3.19)

In “Rotating Wave Approximation“ vernachlässigen wir alle schnell oszillierenden Terme,
d.h. wir schreiben,

H̃QF,RWA
WW =

1

2
v i



0 0 0 0 0 0
0 0 −eiδωt 0 0 0
0 e−iδωt 0 0 0 0

0 0 0 0 −
√

2ei(δω+∆)t 0

0 0 0
√

2e−i(δω+∆)t 0 0
0 0 0 0 0 0

 , (3.20)

Transformieren wir wieder zurück, so erhalten wir,

HQF,RWA
WW =

1

2
v i



0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −
√

2 0

0 0 0
√

2 0 0
0 0 0 0 0 0

 . (3.21)

Als Resultat bekommen wir zwei voneinander getrennte zwei-dimensionale Unterräume
deren Diagonalisierung wir durch zwei Parametrisierungswinkel θ1 und θ2 beschreiben
können. Im Folgenden lassen wir das Kürzel ”RWA“ an der Kopplung wieder weg.

Abbildung 3.1 illustriert das Gesagte am Beispiel des 3-Level-Qubit gekoppelt an einen
Fluktuator.

Wir sehen links die Energieeigenzustände für verschwindende Wechselwirkung v = 0, sowie
für endliche Wechselwirkung v > 0 rechts. Die Zustände |2, ↓〉 und |1, ↑〉, respektive |1, ↓〉
und |0, ↑〉, hybridisieren für v > 0 und bilden die neuen Eigenzustände:

|1+〉 := −i cos

(
θ1

2

)
|0, ↑〉+ sin

(
θ1

2

)
|1, ↓〉 , (3.22a)

|1−〉 := i sin

(
θ1

2

)
|0, ↑〉+ cos

(
θ1

2

)
|1, ↓〉 , (3.22b)

mit,

θ1 =
π

2
, (3.23)
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3.1. Gesamthamiltonian

Abbildung 3.1.: Levelstruktur des gekoppelten Systems 3-Level-Qubit-Fluktuator für δω =
0. links: Eigenzustände für v = 0; rechts: Eigenzustände für v > 0. Kopp-
lung zwischen den Zuständen |2, ↓〉 und |1, ↑〉 respektive |1, ↓〉 und |0, ↑〉
führt zu einer Energieaufspaltung, siehe Text.

und einer Energieaufspaltung von,

E1+ − E1− = v. (3.24)

Bzw.:

|2+〉 := −i cos

(
θ2

2

)
|1, ↑〉+ sin

(
θ2

2

)
|2, ↓〉 , (3.25a)

|2−〉 := i sin

(
θ2

2

)
|1, ↑〉+ cos

(
θ2

2

)
|2, ↓〉 , (3.25b)

mit,

tan(θ2) =

√
2v

∆
, (3.26)

und einer Energieaufspaltung von,

E2+ − E2− =
√
v2 + ∆2. (3.27)

Der Grundzustand |0, ↓〉 sowie der energetisch höchste Zustand |2, ↑〉 bleiben in ”RWA”
auch für endliche Kopplung v > 0 Eigenzustände von HS .

Das System lässt sich leicht auf den allgemeinen Fall des n-Level-Qubits gekoppelt an
den Fluktuator verallgemeinern.

Der höchste sowie der niedrigste Energiezustand bleiben durch die Kopplung unbeinflusst,

HS |0, ↓〉 = 0 |0, ↓〉 , (3.28a)

HS |n− 1, ↑〉 = (ωn−1 + ωf ) |n− 1, ↑〉 . (3.28b)
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3. Das Modell

Für alle n − 1 zwei-dimensionalen Unterräume, wir indizieren sie mit s ∈ (1, ..., n − 1),
erhalten wir folgende Eigenzustände,

|s+〉 := −i cos

(
θs
2

)
|s− 1, ↑〉+ sin

(
θs
2

)
|s, ↓〉 , (3.29a)

|s−〉 := i sin

(
θs
2

)
|s− 1, ↑〉+ cos

(
θs
2

)
|s, ↓〉 , (3.29b)

mit den Parametrisierungswinkeln,

tan(θs) =
2 |HS,i,i+1|

HS,i,i −HS,i+1,i+1
, (3.30)

=

√
sv

δω + (s− 1)∆
, 0 ≤ θs < π.

Hierbei bezeichnet HS,k,l das Matrixelement der jeweiligen Unterräume in der Produkt-
zustandsbasis. Für die Eigenenergien erhalten wir,

Es+ =
1

2
(HS,i,i +HS,i+1,i+1) +

1

2

√
(HS,i,i −HS,i+1,i+1)2 + 4 |HS,i,i+1|2, (3.31a)

Es− =
1

2
(HS,i,i +HS,i+1,i+1)− 1

2

√
(HS,i,i −HS,i+1,i+1)2 + 4 |HS,i,i+1|2. (3.31b)

Die Parametrisierungswinkel θs in Gleichung (3.30) stellen, wie zuvor erwähnt, ein Maß
für den Grad der Hybridisierung der Zustände in (3.29) dar. Wir entnehmen ihr, dass
die Hybridisierung proportional dem Verhältnis aus der Kopplungstärke zur jeweiligen
Verstimmung ist. Dieser Sachverhalt wird noch eine große Rolle in der weiteren Analyse
unseres Problems spielen.

3.1.3. Hamiltonoperator der Umgebung/ Wechselwirkungsoperator zwischen
System und Umgebung

Wir beschränken uns in Bloch Redfield Näherung auf eine in den Operatoren lineare Kopp-
lung zwischen System und Umgebung. Weiterhin sind wir in dieser Arbeit an den Relaxati-
onseigenschaften unseres Systems interessiert. Um die wesentlichen Eigenschaften des Re-
laxationszeitverhaltens in Abhängigkeit von der Verstimmung δω zwischen n-Level-Qubit
und Fluktuator zu erhalten genügt es jeweils eine transversale Kopplung des n-Level-
Qubits, sowie des Fluktuators an die Umgebungen anzunehmen. Wir werden im nächsten
Abschnitt 3.2 den Einfluss einer longitudinalen Kopplung kurz diskutieren.

Wir beschränken uns im Folgenden auf den Fall von verschiedenen und unabhängigen Um-
gebungen, d.h. alle Kreuzkorrelationen zwischen den Umgebungen seien verschwindend,

CX1X2(ω) = CX1X2(ω) = 0. (3.32)

Die Kopplungsterme zu den Umgebungen lauten damit,

HSR =
1

2
β1,tp̂X1,t +

1

2
β2,tτxX2,t. (3.33)
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3.1. Gesamthamiltonian

Dabei sind βi,t die Kopplungstärken der Subsysteme an die jeweilige Umgebung. p̂ und τx
sind die uns schon bekannten transversalen Operatoren der Subsysteme, Xi,t sind hingegen
Operatoren der Umgebung.

Wie bereits erwähnt, werden die Umgebungen in Bloch Redfield Näherung hinreichend
über deren Gleichgewichtskorrelationsfunktionen und deren Kopplungsstärke βi,t an das
System beschrieben.

Für die weitere Diskussion definieren wir die symmetrisierte SXi,tXi,t(ω) und die anti-
symmetrisierte Korrelationsfunktion AXi,tXi,t(ω) durch,

SXi,tXi,t(ω) :=
1

2

(
CXi,tXi,t(ω) + CXi,tXi,t(−ω)

)
, (3.34a)

AXi,tXi,t(ω) :=
1

2

(
CXi,tXi,t(ω)− CXi,tXi,t(−ω)

)
. (3.34b)

Im Anhang A.2 leiten wir folgende wichtige Beziehung zwischen der symmetrisierten und
antisymmetrisierten Korrelationsfunktion her,

SXi,tXi,t(ω) = AXi,tXi,t(ω)coth

(
ω

2T

)
. (3.35)

Diese ist auch unter dem Begriff Fluktuations-Dissipations-Theorem bekannt.
Mit Hilfe dieser Beziehung und Gl.: (3.34) erhalten wir,

CXi,tXi,t(ω) = AXi,tXi,t

[
1 + coth

(
ω

2T

)]
, ω > 0, (3.36a)

CXi,tXi,t(−ω) = AXi,tXi,t

[
− 1 + coth

(
ω

2T

)]
, ω > 0. (3.36b)

Für eine Umgebung aus harmonischen Oszillatoren können wir die antisymmetrisierte
Korrelationsfunktion angeben durch, [38, 40]

AharmXi,tXi,t
= αXi,t · ω, αXi,t > 0. (3.37)

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft von AharmXi,tXi,t
können wir die Gleichungen (3.36) auch

kompakt angeben durch,

CharmXi,tXi,t
(ω) = αXi,t · ω

[
1 + coth

(
ω

2T

)]
, ∀ω. (3.38)

Um konsistent in Bloch Redfield Näherung zu sein, müssen wir für die dimensionslose
Größe αXi,t , welche ein Maß für die Stärke der Dissipation darstellt, noch αXi,t � 1
vorausetzen [38]. Gleichung 3.38 beinhaltet die ganze Information über das Bad welche
wir in Bloch Redfield Näherung benötigen. So beinhaltet sie insbesondere den spezifischen
Temperaturzusammenhang der Übergangsraten Wm′m;i ∝ CharmXi,tXi,t

mit der Temperatur T .

Abbildung 3.2 zeigt die durch die Umgebungen induzierten Übergangsraten für das Beispiel
eines 3-Level-Qubits gekoppelt an einen Fluktuator bei T = 0.

27



3. Das Modell

Abbildung 3.2.: Levelstruktur des gekoppelten Systems 3-Level-Qubit-Fluktuator für δω =
0 mit eingezeichneten Übergängen induziert durch die transversalen An-
kopplungen an die Umgebungen bei T = 0. links: Eigenzustände für v = 0;
rechts: Eigenzustände für v > 0. Rote Pfeile verdeutlichen die Übergangs-
raten aufgrund der Ankopplung des 3-Level-Qubits an die Umgebung,
respektive grüne Pfeile die Übergangsraten aufgrund der Ankopplung des
Fluktuators an die Umgebung.

Die roten Pfeile zeigen die Übergänge aufgrund der Ankopplung des 3-Level-Qubits an
die Umgebung, die Grünen hingegen die aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an
die Umgebung. Für endliche Temperaturen T > 0 erhalten wir zusätzlich Anregungsraten
zwischen den gleichen Zuständen, jedoch in ihrer Stärke mit dem thermischen Exponenti-
alfaktor unterdrückt, siehe Anhang A.2.2.

3.2. Einfluss einer longitudinalen Kopplung an die Umgebung

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass eine rein longitudinale Kopplung zu den Bädern die
Relaxationseigenschaften des Fluktuators nicht beschreiben kann.

Der Wechselwirkungshamiltonian HSR zwischen den Subsytemen und ihren jeweiligen Um-
gebungen schreibt sich wie folgt,

HSR =
1

2
β1,la

†aX1,l +
1

2
β2,lτzX2,l. (3.39)

Die Operatoren a†a und τz sind dabei longitudinale Operatoren in den jeweiligen Eigen-
zuständen des n-Level-Qubits sowie des Fluktuators,

a†a |s〉 = s |s〉 , (3.40a)

τz |↑〉 = +1 |↑〉 , (3.40b)

τz |↓〉 = −1 |↓〉 . (3.40c)
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3.2. Einfluss einer longitudinalen Kopplung an die Umgebung

Ihre Matrixelemente sind also nur zwischen gleichen Eigenzuständen von Null verschieden.
Folglich sind auch ihre Matrixelemente in der aus den Zuständen (3.40) gebildeten Pro-
duktzustandsbasis (3.14) nur zwischen gleichen Produktzuständen von Null verschieden
sind. In der Eigenbasis von HS bedeutet dies, dass Übergänge, induziert durch (3.39), nur
zwischen den hybridisierten Zuständen: (3.29a) und (3.29b), stattfinden können.
Eine longitudinale Kopplung an die Bäder kann deswegen nicht zu einer Relaxation des
Fluktuators beitragen. Eine rein longitudinale Kopplung an die Umgebungen ist deswegen
für die Beschreibung der Relaxationseigenschaften des Fluktutators ungeeignet.

Ein Maß für die Stärke dieser Übergänge stellt der entsprechende Parametrisierungswin-
kel θs (3.30) dar, wie folgende Rechnung am Beispiel eines Übergangs induziert durch die
Ankopplung des Fluktuators an die Umgebung zeigt:

|〈s+| τz |s−〉|2

=

∣∣∣∣(i cos

(
θs
2

)
〈s− 1, ↑|+ sin

(
θs
2

)
〈s, ↓|

)
τz

(
i sin

(
θs
2

)
|s− 1, ↑〉+ cos

(
θs
2

)
|s, ↓〉

)∣∣∣∣2
= 4 sin2

(
θs
2

)
cos2

(
θs
2

)
. (3.41)

Dieses Matrixelement hat sein Maximum genau bei θs = π
2 , also bei maximaler Hybridi-

sierung der Zustände. Analoge Übergänge in den Eigenzuständen des Systemhamiltonians
HS erhalten wir auch im Falle des in den Eigenzuständen des n-Level-Qubits longitudina-
len Operators a†a.

Abbildung 3.3 zeigt das Eigenenergiezustandsdiagramm für ein 3-Level-Qubit gekoppelt an
einen Fluktuator; Beide mit einer rein longitudinalen Kopplung an die Umgebungen (3.39).

Wir erhalten hier, im Gegensatz zu einer rein transversalen Kopplung an die Umgebungen,
Übergänge zwischen den Eigenzuständen |2+〉 und |2−〉, respektive |1+〉 und |1−〉. Solche
Übergänge tragen jedoch nicht zu einer Abregung des Fluktuators bei.

Schauen wir uns noch die Dephasierungsraten T−1,long.
2;m′m für die jeweiligen Nebendiago-

nalelemente m′m mit m′ 6= m (2.33b) in Sekular Näherung an. So erkennen wir eine
weitere Besonderheit im Falle von longitudinaler Kopplung an die Bäder, wir schließen
eine mögliche ”Liouvilleentartung“ aus [38],

T−1,long.
2;m′m = Re[γm′m] (3.42)

=
∑
i=1,2

[
1

2

[ hybrid∑
x 6=m′

Wi;m′x +

hybrid∑
x 6=m

Wi;mx

]
+

1

2

( 〈
m′
∣∣ si ∣∣m′〉− 〈m| si |m〉 )2SXi,lXi,l

(ω = 0)︸ ︷︷ ︸
reine Dephasierung

]

= T−1,long.
2;mm′ . (3.43)

Der erste Term beinhaltet den Beitrag zur Dephasierung aufgrund der durch die Um-
gebung induzierten Übergänge zwischen den hybridisierten Zuständen. Der zweite Term,
welchen man auch ”reine Dephasierung“ nennt, beschreibt hingegen Prozesse bei denen nur
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3. Das Modell

Abbildung 3.3.: Levelstruktur des gekoppelten Systems 3-Level-Qubit-Fluktuator für δω =
0 mit eingezeichneten Übergängen zwischen den hybridisierten Zuständen
induziert durch die longitudinalen Ankopplungen an die Umgebungen bei
T = 0. Lila Pfeile die Übergangsraten aufgrund der Ankopplung des 3-
Level-Qubits an die Umgebung, respektive blaue Pfeile die Übergangsra-
ten aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an die Umgebung. Über-
gänge zwischen den Eigenzuständen bei v = 0, den Produktzuständen
finden hier, im Gegensatz zu transversaler Kopplung nicht statt.

die Umgebung ihren Zustand wechselt. Da hier keine Energie zwischen dem System und
der Umgebung ausgetauscht wird, ist hier die symmetrisierte Gleichgewichtskorrelations-
funktion für ω = 0: SXi,lXi,l

(ω = 0) einzusetzen [38].

Weitere interessante Eigenschaften aufgrund longitudinaler Ankopplung an die Umgebun-
gen, auf die wir hier nicht näher eingehen wollen, beispielsweise eine Doppelpeak-Struktur
in der Relaxationsrate des Fluktuators gekoppelt an ein Zwei-Niveau-System für den Re-
sonanzfall δω = 0, sei der Leser auf Ref.: [33] verwiesen.
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Der erste Abschnitt dieses Kapitel beinhaltet Aussagen über die allgemeine Struktur der
Lösung. Der folgende Abschnitt beinhaltet eine Diskussion über die Relaxation- T−1

1 und
Dephasierungsrate T−1

2 allgemeiner Mehr-Niveau-Systeme, wie das hier behandelte n-
Level-Qubit-Fluktuator System. Der Fokus liegt jedoch in der Angabe der Relaxationsrate
des Fluktuators T−1

1,F .

4.1. Lösungsstruktur der Bloch Redfield Gleichungen

Wie in Kapitel 2 erwähnt wurde, verwenden wir in dieser Arbeit grundsätzlich die beiden
Näherungen: Bornsche Näherung und Markov Näherung. Dadurch haben wir ein System
linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten als Bewegungs-
gleichung für unsere reduzierte Dichtematrix ρ(t) erhalten. Ihre Lösung können wir für
den Fall, dass der Bloch Redfield Tensor diagonalähnlich ist leicht angeben.

Die dritte oft verwendete Näherung, die Sekulare Näherung, führt zu einer vollständigen
Entkopplung der Diagonalelemente von allen Nichtdiagonalelementen der Dichtematrix
des reduzierten Systems ρ(t). Zudem zu einer vollständigen Entkopplung aller Nichtdiago-
nalelemente untereinander (Außnahme: ”Liouvilleentartung”). Wir erhalten dadurch Mas-
tergleichungen für die Diagonalelemente, sowie einfach anzugebende Dephasierungsraten
für die Nebendiagonalelemente.

Die Bloch Redfield Gleichungen seien hier nochmals zusammengefasst,

ρ(t)m′m =
∑
n′,n

ρ(t)n′nLim′mn′n (4.1a)

L1
m′mn′n := −iωn′nδm′m,n′n +Rm′mn′n, (4.1b)

L2
m′mn′n := −iωn′nδm′m,n′n +Rm′mn′nδm′m,n′n, (4.1c)

mit den Einträgen des Bloch Redfield Tensors (2.25),

Rm′mn′n = Λnmm′n′ + Λ∗n′m′mn −
∑
k

(Λm′kkn′δmn + Λ∗mkknδm′n′), (4.2a)

Λabcd =
1

2

∑
i,j

〈a| si |b〉 〈c| sj |d〉 · CXiXj (ω = ωcd), (4.2b)

und L1
m′mn′n dem ”Liouville Tensor“ ohne Sekulare Näherung, bzw. L2

m′mn′n dem ”Liouville
Tensor“ in Sekularer Näherung. Diese setzen sich aus dem ungestörten Teil des Systemha-
miltonians und dem dissipativen Anteil in Form des Redfield Tensors zusammen.

Da wir verschiedene und unabhängige Umgebungen verwenden, verschwinden alle Kreuz-
korrelationen in (4.2b),

CX1X2(ω) = CX1X2(ω) = 0. (4.3)
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4. Methoden

Damit zerfällt der Redfield Tensor Rm′mn′n in eine Summe aus dem Redfield Tensor
RQ;m′mn′n aufgrund der Ankopplung des n-Level-Qubits an das Umgebung, sowie des
Redfield Tensor RF ;m′mn′n aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an seine Umgebung,

Rm′mn′n = RQ;m′mn′n +RF ;m′mn′n. (4.4)

Im Folgenden erweist es sich als nützlich die Gleichungen (4.1a) als Matrixgleichungen
darzustellen. Dazu ordnen wir die Elemente der reduzierten Dichtematrix ρm′m(t) in ei-
nem Vektor −→ρ (t) an, und fassen den Liouville Tensor L1,2

m′mn′n als Liouville Matrix L1,2
m′m,n′n

mit dem Zeilenindex m′m sowie dem Spaltenindex n′n auf.

Aufgrund der Zeitunabhängigkeit des Liouville Tensors, und damit auch der entsprechen-
den Liouville Matrix, erhalten wir in sekularer wie auch ohne sekulare Näherung ein Sys-
tem linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir können
diese durch Diagonalisierung der Liouville Matrix entkoppeln, sofern wir vorausetzen kön-
nen, dass die Liouville Matrix diagonalähnlich ist, d.h. es existiert eine Matrix S mit
diag[µ1, ..., µ(2n)2 ] = S−1L1,2

m′m,n′nS.

Die Lösung lässt sich dann wie folgt darstellen,

−→ρ (t) =
∑
i

ci
−→v ieµit, (4.5a)

L1,2
m′m,n′n

−→v i = µi
−→v i, (4.5b)

mit −→v i den Eigenvektoren und µi den Eigenwerten der Liouvillematrix L1,2
m′m,n′n.

Die Anfangsbedingung führt auf folgendes lineares inhomogenes Gleichungssystem,

−→ρ (0) =
∑
i

ci
−→v i. (4.6)

für die Koeffizienten ci. Da die Eigenvektoren −→v i nach Voraussetzung eine Basis bilden,
ist dieses Gleichungssystem eindeutig lösbar.

Wir behandeln ein System aus einem n-Level-Qubit wechselwirkend mit einem Fluktuator.
Dieses System besitzt die Dimension 2n. Daraus folgt, dass die Liouville Matrix L1,2

m′m,n′n

eine (2n)2×(2n)2 große Matrix ist.

4.2. Berechnung der Relaxations- und Dephasierungsraten

Wir zeigen in diesem Abschnitt wie wir ausgehend von der Lösung (4.5a) Relaxations- und
Dephasierungsraten allgemeiner Mehr-Niveau-Systeme angeben können. Der Fokus liegt
dann aber in der Angabe der Relaxationsrate des Fluktuators T−1

1,F .

4.2.1. Relaxationsrate T−1
1

Für ein Mehr-Niveau-Systeme haben wir mehrere Möglichkeiten sinnvolle Relaxationsraten
T−1

1 zu definieren, so z.B:
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4.2. Berechnung der Relaxations- und Dephasierungsraten

• Die charakteristische Zerfallsrate des am langsamsten zerfallenden Diagonalelements
der reduzierten Dichtematrix ρ(t)mm.

• Die charakteristische Zerfallsrate mit der der Erwartungswert der Energie des Sys-
tems in den Gleichgewichtswert strebt.

Um die Relaxationsrate des Fluktuators gekoppelt an das n-Level-Qubit zu berechnen,
transformieren wir (4.5a) zunächst in die Basis der ungekoppelten Zustände.
Anschließend Spuren wir die Freiheitsgrade des n-Level-Qubits aus und erhalten die Dich-
tematrix des Fluktuators ρF (t) in der Eigenbasis des Fluktuators.
Die Dichtematrix des Fluktuators ρF (t) beinhaltet alle Information über den Fluktuator.
Insbesondere können wir Erwartungswerte von Observablen des Flukutators berechnen.
So unter anderem auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P↑(t) den Fluktuator im ange-
regten Zustand |↑〉 vorzufinden. Diese Aufenthaltswahrscheinlichkeit P↑(t) wird durch das
entsprechende Diagonalelement der Dichtematrix des Fluktuators ρF,↑,↑(t) repräsentiert.
Formal können wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P↑(t) damit wie folgt berechnen,

P↑(t) = Tr

[(
0 0
0 1

)(
ρF,↓,↓(t) ρF,↓,↑(t)
ρF,↑,↓(t) ρF,↑,↑(t)

)]
= ρF,↑,↑(t). (4.7)

Führen wir diese Schritte an (4.5a) durch, so erkennen wir, dass sich an der Struktur
der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsfunktion P↑(t) nichts geändert hat. Das heißt wir er-
halten für die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsfunktion P↑(t) immer noch eine Summe aus
abfallenden Exponentialfunktionen,

P↑(t) =

(2n)2∑
i=1

die
µit, (4.8)

mit lediglich veränderten Koeffizienten di, im Gegensatz zu ci
−→v i, die sich aus den einzelnen

Transformationen ergeben. Der Index i hat die Mächtigkeit der Dimension der Liouville
Matrix L1,2

m′m,n′n.

Für alle Berechnungen nehmen wir im Folgenden einen Anfangszustand bei der der Fluk-
tuator vollständig angeregt ist: P↑(0) = 1.

Der Gleichgewichtswert P↑(∞) ist für den Fall, dass wir Sekulare Näherung anwenden,
gegeben durch den Koeffizienten d1 dessen zugehöriger Eigenwert µ1 in (4.8) gleich Null
ist: µ1 = 0.
Wir zeigen im Anhang A.2.5, dass ein solcher Eigenwert µ1 = 0 aufgrund der Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit immer existiert.

Wir erhalten damit aus (4.8),

P↑(t) = d1 +

(2n)2∑
i=2

die
µit. (4.9)

Wir bemerken ferner, dass alle di(T ) sowie alle Eigenwerte µi(T ) eine Funktion der Tem-
peratur sein werden; da bekanntermaßen die Einträge des Redfield Tensors über die Bad-
korrelationsfunktionen CXiXi(ω) temperaturabhängig sind, (4.2b).
Der Gleichgewichtswert d1 ist dabei durch seine thermische Besetzung gegeben,

d1(T ) =
e−

ωf
T

Z
, Z = 1 + e−

ωf
T , (4.10)
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mit Z der Zustandssumme.

Im weiteren Vorgehen beschränken wir uns auf die Anwendung der Sekularen Näherung,
zudem soll eine mögliche ”Liouvilleentartung” ausgeschlossen werden.

In Sekularer Näherung können wir (4.9) wie folgt schreiben,

P↑(t) = d1 +

2n∑
i=2

die
λit +

∑
m′m
m′>m

gm′m cos(Im[λm′m]t)eRe[λm′m]t. (4.11)

Dabei haben wir die Entkopplung aller Diagonalelemente von allen Nebendiagonalelemen-
ten, sowie aller Nebendiagonalelemente untereinander benützt.
Die erste Summe in (4.11) läuft dabei über alle Eigenwerte λi der Mastergleichung. Diese
Eigenwerte sind alle reell und kleiner Null: Re[λi] ≤ 0, siehe Anhang A.2.5. Man bezeichnet
sie auch als “Relaxationsraten”.
Alle anderen Eigenwerte λm′m sind genau die Diagonalelemente der Liouville Matrix
L2
m′m,n′n mit m′ = n′, m = n und m′ 6= m, n′ 6= n (4.1c), siehe auch Abbildung 2.1,

und damit gleich,

λm′m := −γm′m − iωm′m, (4.12a)

Re[λm′m] = −Re[γm′m], (4.12b)

Im[λm′m] = −Im[γm′m]− ωm′m, m′ 6= m, (4.12c)

mit Im[γm′m] dem “Lambshift”, welcher um konsistent in Sekularer Näherung zu sein, klein
sein sollte: Im[γm′m]� ωm′m [38].

Wir sind an einer effektiven Relaxationsrate T−1
1,F des Fluktuators interessiert. Wir de-

finieren allgemein für eine Funktion f(t) welche von f(t = 0) = f0 nach f(t → ∞) = f∞
zerfällt, die Zerfallsrate Γ wie folgt,

Γ :=
f0 − f∞

∞∫
0

dt′
[
f(t′)− f∞

] . (4.13)

Diese Definition macht jedoch keinen Sinn für Funktionen mit oszillierenden Termen wie
in (4.11). Vereinbaren wir jedoch Im[λm′m] = 0 zu setzen, so erhalten wir die Einhüllende
über die Oszillationen. Eine andere Möglichkeit wäre cos(Im[λm′m]t) = 0 zu setzen, damit
erhalten wir eine Mittelung über die Oszillationen.

Wir erhalten somit aus (4.11),

P↑,a(t) := d1 +
2n∑
i=2

die
λit +

∑
m′m
m′>m

gm′me
Re[λm′m]t, Im[λm′m] = 0, (4.14a)

P↑,b(t) := d1 +

2n∑
i=2

die
λit, cos(Im[λm′m]t) = 0, (4.14b)

mit P↑,a(t) der Einhüllenden, bzw. P↑,b(t) der Mittelung über (4.11).
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Wir bemerken ferner, dass wir, aufgrund der vollständigen Entkopplung, jeden oszillieren-
den Term in (4.11) auf den entsprechenden Anfangszustand mit einer endlichen Besetzung
des Nebendiagonalelements ρm′m zurückführen können.

Wir können damit die Relaxationsrate des Fluktuators nach (4.13) berechnen und erhalten
formal das Ergebnis,

T−1
1,F,a =

2n∑
i=2

di +
∑

m′m,m′>m
gm′m

2n∑
j=2

dj
λj

+
∑

m′m,m′>m

gm′m
Re[λm′m]

, Im[λm′m] = 0, (4.15a)

T−1
1,F,b =

2n∑
i=2

di

2n∑
j=2

dj
λj

, cos(Im[λm′m]t) = 0. (4.15b)

Dabei haben wir benützt, dass Re[λi] ≤ 0, Re[λm′m] ≤ 0 für alle i gilt.

Betrachten wir im Folgenden noch die Eigenwerte λi der Mastergleichung (“Relaxations-
raten“).

Wir unterscheiden hier zwei Fälle:

• T = 0:
Aufgrund fehlender Anregungen hat die zu den Mastergleichungen dazugehörige
Koeffizientenmatrix Dreiecksgestalt (2.33). Für solche Matrizen kann man einfach
zeigen, beispielsweise mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz, dass die Eigenwerte
gleich den Einträgen der Hauptdiagonalen sind. Diese sind aber genau die negative
Summe der Übergangsraten Wmn die aus dem Zustand n herausführen, wir erhalten
damit,

λn = −
∑
m

Wmn. (4.16)

Die Eigenwerte der Mastergleichungen sind bei verschwindender Temperatur T = 0
also gleich der Summe der “Rausstreuraten” aus den jeweiligen Zuständen.

• T 6= 0:
Die Mastergleichungen besitzen nun keine Dreiecksform mehr. Die Eigenmoden findet
man allgemein über die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

4.2.2. Dephasierungsraten T−1
2;m′m

Die Dephasierungsraten T−1
2;m′m sind für ein Mehr-Niveau-System allgemein definiert als

die charakteristischen Zerfallsraten mit der die entsprechenden Nichtdiagonalelemente der
Dichtematrix ρ(t)m′m zerfallen.

Wir beschränken uns im Folgenden wieder auf die Anwendung der Sekularen Näherung,
dies ermöglicht uns eine einfache Angabe der Dephasierungszeiten T−1

2;m′m aus (4.5a).

Wir erhalten für die Lösung der Nebendiagonalelemente ρ(t)m′m in Sekularer Näherung
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eine abfallende Exponentialfunktion mit der Zerfallsrate T−1
2;m′m, welche gegeben ist durch

den Realteil des entsprechenden Eintrages der Liouville Matrix L2
m′m,n′n mit m′ = n′,

m = n und m′ 6= m, n′ 6= n: Re[λm′m],

ρ(t)m′m ∝ e−Re[γm′m]t. (4.17)

Siehe dazu auch Abbildung 2.1.

Wir erhalten also für die Dephasierungsrate T−1
2;m′m,

T−1
2;m′m = Re[γm′m]

=
∑
i=1,2

1

2

[ ∑
x 6=m′

Wi;m′x +
∑
x 6=m

Wi;mx

]
(4.18)

= T−1
2;mm′ .

Dabei i indiziert die beiden ankoppelnden Umgebungen.

Wir bemerken dazu zwei Dinge:

1. Die Dephasierungsraten T−1
2;m′m sind bis auf einen Faktor 1

2 gegeben durch die Summe
der “Reinstreuraten“ in die Zustände m′ und m. Für die Relaxationsraten hatten wir
für T = 0 die Summe über die jeweiligen ”Rausstreuraten“ erhalten.

2. Aus (4.4), folgt unmittelbar, dass die Dephasierungsrate T−1
2;m′m die Summe der De-

phasierungsrate T−1
2;m′m;Q aufgrund der Ankopplung des n-Level-Qubits und der De-

phasierungsrate T−1
2;m′m;F aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an sein Bad ist,

T−1
2;m′m = T−1

2;m′m;Q + T−1
2;m′m;F . (4.19)

Punkt 2 ist im Allgemeinen nicht der Fall für die Relaxationsraten λi,

λi 6= λi,Q + λi,F , i.A.. (4.20)

Notwendig dafür ist, dass gemeinsame Eigenvektoren existieren,

(RQ +RF )
−→
vgi = (λQ,i + λF,i)

−→
vgi . (4.21)

Eine hinreichende Bedingung dafür wäre, falls beide Matrizen symmetrischRQ = RTQ, RF =

RTF sind und miteinander vertauschen [RQ, RF ] = 0 [41]. Die Struktur der Mastergleichun-
gen (2.33) schließt jedoch für endliche Temperaturen schon die erste Voraussetzung aus.

Eine weitere hinreichende Bedingung ergibt sich falls die Koeffizientenmatrizen sich le-
diglich um einen konstanten Faktor α unterscheiden,

RQ = αRF . (4.22)

Hieraus folgt unmittelbar, dass die Eigenvektoren/ Eigenräume identisch sind, die Eigen-
werte unterscheiden sich jedoch um den Faktor α,

RF
−→
vgi = λF,i

−→
vgi , (4.23a)

RQ
−→
vgi

(4.22)
= αλF,i

−→
vgi . (4.23b)
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4.2. Berechnung der Relaxations- und Dephasierungsraten

Wir halten damit fest, dass die Relaxationsraten, im Gegensatz zu den Dephasierungs-
raten, im Allgemeinen keine Summe der Relaxationsraten aufgrund der Ankopplung des
n-Level-Qubits und des Fluktuators an ihre jeweiligen Umgebungen sind.
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5. Ergebnisse

Wir beginnen in diesem Kapitel mit einer Vorstellung der Experimente aus [32] über die
Relaxations- und Dephasierungseigenschaften eines einzelnen hochfrequenten Fluktuators
unter der Wechselwirkung des Phasenqubits.
Wir werden dann in den folgenden Abschnitten das allgemeine Relaxationszeitverhalten ei-
nes Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit studieren. Ausgehend von diesem
System können wir dann auch Aussagen über das allgemeine System treffen. Wir beginnen
dabei mit einer Diskussion der Relaxationsrate für T = 0, dabei werden wir insbesondere
das Auftreten der Resonanzen in der Relaxationsratenkurve für δω ≤ 0 erklären.
Der nachfolgende Abschnitt widmet sich dann dem Einfluss der Temperatur T auf das
Relaxationsratenverhalten.
Das Kapitel schließt mit einem Vergleich der Theorie mit den Experimenten aus [32] ab.
Wir werden zeigen, dass wir durch Einbeziehung höherer Energielevels des Phasenqubits
die hier gemachten Beobachtungen qualitativ deuten können.

5.1. Vorstellung der Experimente und Motivation

In diesem Abschnitt stellen wir die Experimente über die Relaxations- und Dephasierungs-
eigenschaften eines einzelnen hochfrequenten Fluktuators, der Gruppe Ustinov vor [32].
Die Fluktuator Relaxations- sowie Dephasierungsraten wurden dabei mittels der ”Direct
Coherent Control Methode” gewonnen. Dabei wird der Fluktuator, im Gegensatz zu frühe-
ren Methoden, indirekt über das Phasenqubit mit einer Mikrowelle mit einer Frequenz ωµ
gleich der Flukutuatorresonanzfrequenz ωf und hoher Intensität angetrieben. Wie in [19]
gezeigt wurde, existiert eine effektive, durch das Phasenqubit vermittelte, Wechselwirkung
zwischen dem Fluktuator und dem elektromagnetischen Feld.
Die Auslese des Fluktuatorzustandes erfolgt mittels eines “iswap-Pulses”. Hierbei wird
das Phasenqubit in Resonanz mit dem Fluktuator gebracht. Anschließend wird die halbe
Periodenlänge der gekoppelten Oszillationen zwischen Phasenqubit und Fluktuator abge-
wartet, dabei wird der Fluktuatorzustand bis auf einen Phasenfaktor auf das Phasenqubit
übertragen. Der Zustand des Fluktuators ist dabei auf das Phasenqubit übertragen wor-
den. Der Phasenqubitzustand wird anschließend mittels der herkömmlichen Methoden
ausgelesen. Die Experimente zeigen die Antwortfunktionen eines Fluktuators zum einen
als Funktion der Verstimmung δω bei fester Temperatur T zum anderen als Funktion der
Temperatur T aber bei fester Verstimmung δω.

5.1.1. Relaxations- und Dephasierungszeitkurven als Funktion der
Verstimmung für feste Temperatur

In Abbildung 5.1 sehen wir die experimentell bestimmten Relaxations- T1, Dephasierungs-
T2 sowie Rabi-Oszillationszerfallszeiten Trabi als Funktion der Verstimmung δω, die mittels
eines π-Puls- und Ramsey-Experiments gewonnen wurden.

Links in der Abbildung (a,b,c) sehen wir die Antworten des Zwei-Niveau-Systems bei fester
Verstimmung δω:
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5. Ergebnisse

Abbildung 5.1.: Antwortfunktionen des Fluktuators auf Standartmikrowellensequenzen
aus Ref.: [32] (a) Relaxation des Zwei-Niveau-Systems bei fester Verstim-
mung δω := ωf − ω01. (b) Rabi-Oszillationen für einen getriebenes Zwei-
Niveau-System bei fester Verstimmung δω. (c) Ramsey-Oszillationen bei
fester Verstimmung δω (d,e,f) die extrahierden Relaxations-: T1 , Rabi-
Zerfalls-: Trabi, und Dekohärenzzeit: T2 als Funktion der Verstimmung δω

• (a) Relaxationszeitverhalten des Fluktuators zur Bestimmung der Relaxationszeit T1

• (b) Rabi-Oszillationen zwischen den Eigenzuständen durch resonantes Treiben mit
einer Mikrowelle zur Bestimmung der Rabi-Zerfallszeit Trabi

• (c) Ramsey-Oszillationen zur Bestimmung der Dekohärenzzeit T2

Auf der rechten Seite (d,e,f) sehen wir die aus (a,b,c) extrahierten Zerfallszeiten als Funk-
tion der Verstimmung δω aufgetragen.
Wie in Erwartung für ein Zwei-Niveau-System (Fluktuator) wechselwirkend mit einem
weiteren Zwei-Niveau-System (Qubit) erhalten wir in allen drei Experimenten eine Ab-
nahme der Zerfallszeit für kleine Verstimmungen |δω |≤ ⊥ [33]. Ungewöhnlich ist jedoch
die relativ große Resonanzbreite σ in der Größenordnung von wenigen v ∼ 4 − 5. Zudem
ist Resonanz stark asymmetrisch zu negativen Verstimmungen hin verschoben.

Abbildung 5.1.1 zeigt eine Gegenüberstellung der Relaxationszeitkurve aus 5.1 (d) mit
der erwarteten Relaxationszeitkurve für einen Fluktuator wechselwirkend mit einem Zwei-
Niveau-System für einen Anfangszustand mit vollständiger Anregung des Flukutators bei
vollständiger Abregung des Zwei-Niveau-Systems, beide transversal an die Umgebungen
gekoppelt.

Wir sehen die experimentell ermittelte Relaxationszeitkurve aus Abbildung 5.1 (d), blaue
Kurve. Die Rote zeigt hingegen die theoretische Erwartung für die Relaxationszeitkurve
des Fluktuators wechselwirkend mit einem Zwei-Niveau-System, mit der Relaxationszeit
T1,theo [33],

T1,theo =
2[v2 + δω2][v2(ΓQ + ΓF ) + 4ΓQδω

2]

[v2 + δω2][(ΓQ + ΓF )2v2 + 4δω2ΓQΓF ]
, (5.1)

mit,
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5.1. Vorstellung der Experimente und Motivation

Abbildung 5.2.: Relaxationszeitkurven des Fluktuators als Funktion der Verstimmung δω.
Blau: Relaxationszeit des Fluktuators unter der Wechselwirkung eines
Phasenqubits; Rot: Relaxationszeit des Fluktuators unter der Wechsel-
wirkung eines Zwei-Niveau-Systems, aus Ref.: [33].

• v: 23MHz, der Kopplungskonstante,

• ωf : 7.735GHz, der Eigenfrequenz des Fluktuators,

• ΓQ: 110ns, der Relaxationsrate des ersten angeregten Zustandes des Phasenqubits in
den Grundzustand,

• ΓF : 410ns. der Relaxationsrate des Fluktuators ohne Wechselwirkung mit dem Pha-
senqubit,

• T : 35mK.

Die Abbildung 5.1.1 verdeutlicht die große Diskrepanz zwischen dem Experiment und der
theoretischen Erwartung auf der Basis der Berechnungen für einen Fluktuator wechselwir-
kend mit einem Zwei-Niveau-System.

Wir werden beide Abweichungen,

1. Große Breite der Resonanz σ > v,

2. Asymmetrische Resonanz mit Gewicht zu negativen Verstimmungen,

durch Einbeziehung höherer Energielevels im Phasenqubitpotential 1.1 zumindest qualita-
tiv erklären.

Wir führen die als eine Große erscheinende Resonanz auf eine Überlagerung mehrerer Re-
sonanzen zwischen Fluktuator und Phasenqubit an den Resonanzstellen δωs zurück. Dabei
erweist sich die starke Anharmonizität des Phasenqubitpotentials als wesentlich für das
Auftreten mehrerer Resonanzen in der Relaxationszeitkurve bei negativen Verstimmungen
δωs < 0. Dies würde folglich auch das Gewicht zu negativen Verstimmungen erklären.
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5. Ergebnisse

Die Vorausetzung für das Auftreten höherer Resonanzen δωs < 0 ist zum einen die Exis-
tenz höherer Energielevels in dem Potential des Phasenqubits, zum anderen muss gewähr-
leistet sein, dass höhere Energielevels anfänglich bevölkert sind. Der erste Punkt ist die
Voraussetzung für resonante Wechselwirkung zwischen Fluktuator mit der Eigenfrequenz
ωf und den benachbarten Energiezuständen im Phasenqubit mit der Energieaufspaltung
ωs−ωs−1 = ωf . Der Zweite Punkt stellt sich als notwendig für tiefe Temperaturen, wie die
im Experiment vorliegende von T =35mK, heraus. Der Grund sind die vernachlässigbar
kleinen Anregungsraten, welche zu einer Bevölkerung höherer Levels führen könnten, und
damit wiederum resonante Wechselwirkung ermöglichen würde. Wir erachten jedoch die
für das Antreiben des Fluktuators notwendigen hohen Mikrowellenintensitäten als Mecha-
nismus für die Anregung höherer Energielevels im Phasenqubit.

5.1.2. Relaxations- und Dephasierungszeitkurven als Funktion der
Temperatur für feste Verstimmung

Abbildung 5.3 zeigt die Relaxationszeitkurven T1 sowie die Dephasierungszeitkurven T2

als Funktion der Temperatur bei der Verstimmung δω = −0.5GHz.

Abbildung 5.3.: Antwortfunktionen des Fluktuators als Funktion der Temperatur T bei
fester Verstimmung: δω = −0.5GHz aus Ref.: [32] (a) Fluktuator 1 aus
Abb.: 5.1 mit Eigenfrequenz: ωf : 7.735GHz (b) Fluktuator 2 mit Eigenfre-
quenz: ωf : 7.947Ghz; durchgezogene Linien Fits an experimentelle Werte
mit quadratischem Abfall; Strichlinie Fit an T2(T ) kein quadratischer Ab-
fall; gepunkte Linien Funktion T1(T ) ∝ tanh(

ωf

2T ); kleines Bild links zeigt
die Relaxationszeitkurve des Qubits; kleines Bild rechts zeigt die extra-
hierde reine Dephasierung T ∗2 = 1

T−1
2 −

1
2
T−1
1

Wir sehen in (a) die Antwortfunktionen des Fluktuators 1 (Flukutator wie aus Abb.: 5.1)
mit der Eigenfrequenz: ωf : 7.735GHz, in (b) die des Fluktuators 2 mit der Eigenfrequenz:
ωf : 7.947Ghz (nicht zu sehen in Abb.: 5.1).
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5.2. Parameter des Gesamtsystems

Die einzelnen Kurven sind dabei:

• rote Punkte: Relaxationszeitkurve T1(T ),

• blaue Quadrate: Dephasierungszeitkurve T2(T ),

• rote Kreise: 2 · T1(T ),

• grüne Sterne: Reine Dephasierung T ∗2 (T ) aus Hahn-Echo-Experiment

Durchgezogene Linien f(T ) = f(0) − aT 2 und Strichlinie g(T ) = g(0) − bT 1.24 sind Fits
an die experimentellen Werte, gepunkte Linie ist die Funktion T1(T ) ∝ tanh(

ωf

2T ).

Wir machen folgende Feststellungen,

1. Für beide Fluktuatoren 1/2 wird ein quadratischer Abfall der Relaxationszeitkurve
T1(T ) beobachtet: T1(T ) = T1(0) − aT 2, ein Modell mit harmonischen Oszillatoren
als Umgebung sagt hingegen einen Zerfall mit T1(T ) ∝ tanh(

ωf

2T ) für ein Zwei-Niveau-
System voraus,

2. Fit an Dephasierungszeitkurve T2(T ) an Fluktuator 2 ist abweichend von Fluktuator
1 nicht durch einen quadratischen Abfall gegeben, sondern näherungsweise durch:
T2(T ) = T1(0)− bT 1.24,

3. Fluktuator 1 zeigt keine reine Dephasierung T ∗2 (T ) im Gegensatz zu Fluktuator 2.
Nach (1.7) bedeutet dies, dass Fluktuator 1 gegenüber langsamen Rauschens immun
zu sein scheint.

Nach Abbildung 5.1 (d), siehe auch Abbildung 5.1.1 ist keine Abnahme der Relaxations-
zeit bei dieser Verstimmung zu erkennen. Die Wechselwirkung zwischen dem Fluktuator
ist vernachlässigbar klein. Die Relaxationszeit als Funktion der Temperatur zeigt dennoch
kein Verhalten eines isolierten Zwei-Niveau-Systems in einer Umgebung von harmonischen
Oszillatoren.

Dieses abweichende Verhalten könnte in einer anderen Umgebung zu suchen sein. Wir
werden jedoch zeigen, dass wir auch hier qualitativ eine Erklärung für das abweichende
Temperaturverhalten im Vergleich zu dem des echten Zwei-Niveau-Systems auf der Basis
thermischer Anregung höherer Energielevels im Phasenqubit erhalten.

5.2. Parameter des Gesamtsystems

Wir wollen hier zunächst noch einmal die einzelnen Hamiltonians unseres Systems aus
Kapitel 3 zusammenfassen. Um davon ausgehend die das System charakterisierenden Pa-
rameter anzugeben. In den nächsten Abschnitten diskutieren wir dann deren Einfluss auf
das Relaxationszeitverhalten.
Das dissipative n-Level-Qubit-Fluktuator System wird beschrieben durch,

H = HQ +HF +HQF
WW +HSR +HR, (5.2)
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5. Ergebnisse

mit den Systemhamiltonians,

HQ =

n−1∑
s=0

s

(
ω01 −

s− 1

2
∆

)
|s〉 〈s| (5.3a)

HF = −1

2
ωfτz +

1

2
ωf1, (5.3b)

HQF
WW =

1

2
v · p̂ · τx, (5.3c)

dem Wechselwirkungsterm zwischen System und Bädern,

HSR =
1

2
β1,tp̂X1,t +

1

2
β2,tτxX2,t, (5.4)

und den Korrelationsfunktionen der harmonischen Bäder

CharmXi,tXi,t
(ω) = αXi,t · ω

[
1 + coth

(
ω

2T

)]
, ∀ω. (5.5)

Wir erhalten damit die folgenden sieben effektiven Parameter zur Charakterisierung un-
seres Systems:

Effektive Parameter

• n: Anzahl der Energielevels des n-Level-Qubits

• v: Kopplungskonstante

• ∆: Asymmetrieparameter

• δω = ωf − ω01: Verstimmung

• ΓQ = 1
2β

2
1,tαX1,tω01: Qubit Relaxationsrate des ersten angeregten Zustandes in den

Grundzustand bei T = 0 und ohne Wechselwirkung

• ΓF = 1
2β

2
2,tαX2,tωf : Fluktuator Relaxationsrate ohne Wechselwirkung und bei T = 0

• T : Temperatur der Bäder

Die letzten Beiden ergeben sich da wir zwei verschiedene unabhängige Bäder annehmen
(alle Kreuzkorrelationen verschwinden) und somit in allen Einträgen des Redfield Tensors
nur Terme auftreten die proportional zu β2

i,tαXi,t sind (2.25).

5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

Um die Relaxationsrate des Fluktutators T−1
1,F unter der Wechselwirkung eines n-Level-

Qubits zu analysieren, studieren wir zunächst den Spezialfall n = 3. Dabei werden wir
zunächst das Auftreten der Resonanzen in der Relaxationsrate bei den Verstimmungen
δω1 und δω2 erklären.
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

5.3.1. Fluktuator unter der Wechselwirkung eines 3-Level-Qubits

Wir wählen für die folgende Diskussion den energetisch höchsten Zustand |2, ↑〉 als An-
fangszustand. Für diesen Anfangszustand erhalten wir eine Zunahme der Relaxationsrate
an beiden möglichen Resonanzstellen δω1 und δω2.
Wir werden in Unterabschnitt 5.3.3 den Einfluss des Anfangszustandes ausführlich disku-
tieren.

Wir wollen das Relaxationsratenverhalten anhand von drei Grenzfällen von Verstimmun-
gen δω studieren.

Die betrachteten Fälle seien:

• (a) starke Verstimmung: |δω|� v,∆

• (b) Resonanzfall: δω1 = 0

• (c) Resonanzfall: δω2 = −∆

Es erweist sich im Folgenden als nützlich die Diskussion in der Eigenbasis von HS zu
führen.
Die Energiezustandsdiagramme für die drei Grenzfälle, mit Berücksichtigung der Stärken
der Übergangsraten, sehen wir in Abbildung 5.4.

Mit:

links: Fall a die Energieeigenzustände von HS mit eingezeichneten Übergangsraten bei
|δω|� v,∆,

mitte: Fall b die Energieeigenzustände von HS mit eingezeichneten Übergangsraten bei
δω1 = 0,

rechts: Fall c die Energieeigenzustände von HS mit eingezeichneten Übergangsraten bei
δω2 = −∆.

Der orangefarbene Punkt verdeutlicht dabei den Anfangszustand |2, ↑〉.

Die Eigenzustände seien hier noch einmal aufgelistet:

|1+〉 = −i cos

(
θ1

2

)
|0, ↑〉+ sin

(
θ1

2

)
|1, ↓〉 , (5.6a)

|1−〉 = i sin

(
θ1

2

)
|0, ↑〉+ cos

(
θ1

2

)
|1, ↓〉 , (5.6b)

|2+〉 = −i cos

(
θ2

2

)
|1, ↑〉+ sin

(
θ2

2

)
|2, ↓〉 , (5.6c)

|2−〉 = i sin

(
θ2

2

)
|1, ↑〉+ cos

(
θ2

2

)
|2, ↓〉 , (5.6d)

mit den Hybridisierungswinkeln,

tan(θ1) =
v

δω
, 0 ≤ θ1 < π, (5.7a)

tan(θ2) =

√
2v

δω + ∆
, 0 ≤ θ2 < π. (5.7b)
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5. Ergebnisse

Abbildung 5.4.: Eigenzustände des 3-Level-Qubit-Fluktuator Systems mit eingezeichneten
Übergängen für T = 0, Strichstärke der Pfeile stellt ein grobes Maß für
die Stärke der Übergangsraten dar. (a) für eine große Verstimmung: |
δω|� v,∆; (b) an der Resonanzstelle: δω1 = 0; (c) an der Resonanzstelle:
δω2 = −∆. Orangefarbener Punkt verdeutlicht den Anfangszustand |2, ↑〉.

Diese stellen ein Maß für die Wechselwirkung zwischen Fluktuator und 3-Level-Qubit dar.
Der Grund- und energetisch höchsten Zustand, blieb in “RWA” durch die Kopplung (5.3c)
unbeinflusst,

HS |0, ↓〉 = 0 |0, ↓〉 , (5.8a)

HS |2, ↑〉 = (ω01 + ωf −∆) |2, ↑〉 . (5.8b)

Wir wollen nun die drei Grenzfälle analysieren.

Fall a: |δω|� v,∆

In diesem Fall ist die Relaxationsrate des Fluktutators T−1
1,a,F gegeben durch seine Rela-

xationsrate an sein eigenes Bad ΓF . Für |δω |� v,∆ erhalten wir nämlich, dass beiden
Hybridisierungswinkel (5.7a) und (5.7b) annähernd verschwinden, also alle Zustände ent-
koppelt sind. Die Eigenzustände sind somit in guter Näherung gleich den entsprechenden
Eigenzustände des entkoppelten Systems (v = 0). Wählen wir also einen Anfangszustand
|2 ↑〉 so zählt alleinig die Relaxationsrate von den angeregten Zuständen des Fluktuators
zu denen in denen er abgeregt ist und da diese unabhängig von dem Zustand des Qubits
ist erhalten wir als Relaxationsrate des Fluktuators:

T−1
1,F,a = ΓF . (5.9)
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

Fall b: δω1 = 0
In diesem Fall erreichen wir eine vollständige Hybridisierung der Zustände (5.6a) und
(5.6b) hingegen aber nur eine leichte Hybridisierung der Zustände (5.6c) und (5.6d), dies
hat zur Folge, dass im Vergleich zu Fall a zusätzliche Übergangsraten zu unserem System
hinzukommen. Qualitativ bedeutet dies, dass wir einen weiteren Kanal der Relaxation
geöffnet haben, der zusätzlich zur Relaxation des Fluktuators beiträgt [33]. Dieser zusätz-
liche Kanal trägt umso mehr zur Relaxation des Fluktuators bei umso größer ΓQ ist. Die
Relaxationsrate des Fluktuators ist insgesamt im Vergleich zu der in Fall a erhöht:

T−1
1,F,b > T−1

1,F,a. (5.10)

Fall c: δω2 = −∆
Dieser Fall gleicht dem Fall b wobei hier die Rollen der hybridisierten Unterräume ver-
tauscht sind. Wir erwarten also auch für diesen Fall eine Zunahme der Relaxationsrate im
Vergleich zu Fall a, im Vergleich zu Fall b aber eine etwas schwächere Relaxationsrate.
Dies kann man sich anhand der Hybridisierungswinkel zusammengefasst in nachfolgender
Tabelle klar machen:

Fall b: δω1 = 0 Fall c: δω2 = −∆

θ1
π
2 arctan

(
v
∆

)
θ2 arctan

(√
2v

∆

)
π
2

Wir wir der Tabelle entnehmen, haben wir im Fall c eine etwas schwächere Hybridisierung
der ohnehin schon fast entkoppelten Zustände als in Fall b und damit auch eine etwas
schwächere Relaxationsrate als in Fall b. Wir halten damit fest:

T−1
1,F,b > T−1

1,F,c > T−1
1,F,a. (5.11)

Abschließend möchten wir noch kurz die Annahme ΓQ & ΓF diskutieren. Diese Annahme
ist essentiell um eine Zunahme der Relaxation des Fluktuators T−1

1,F im Vergleich zur Fluk-
tuatorrelaxationsrate ΓF in den Resonanzfällen b und c zu bekommen. Hätten wir den
umgekehrten Fall ΓQ . ΓF angenommen, müssten wir mit einer Abnahme der normier-
ten Relaxationsrate rechnen. Dies können wir uns am einfachsten dadurch klar machen
indem wir den Extremfall ΓQ = 0 betrachten. Die Kopplungen zwischen Fluktuator und
Qubit sind bekanntlich am effektivsten falls die Verstimmungen δω an den Resonanzstel-
len δω1 = 0 bzw. δω2 = −∆ liegen, und damit der Energieübertrag des Fluktuators an
das Qubit am größten ist. Ist nun aber das Qubit nahezu abgeschirmt von der Umwelt,
so leiden diese Zustände nicht an Relaxation und somit ist mit einer Verkleinerung der
Relaxationsrate des Fluktuators unter Wechselwirkung mit dem Qubit im Vergleich ohne
Wechselwirkung zu rechnen:

T−1
1,F,b


ΓQ.ΓF

, T−1
1,F,c


ΓQ.ΓF

< T−1
1,F,b


ΓQ&ΓF

, T−1
1,F,c


ΓQ&ΓF

. (5.12)

Abbildung 5.5 zeigt die numerisch berechneten Relaxationsraten des Fluktuators T−1
1,F

wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit als Funktion der Verstimmung δω für die Ver-
hältnisse:

ΓQ

ΓF
= 10, 1, 0.1 in Sekularer Näherung.

Wir sehen:
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Abbildung 5.5.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T−1

1,F für
ΓQ

ΓF
= 10; rot: T−1

1,F für
ΓQ

ΓF
=

1; gelb: T−1
1,F für

ΓQ

ΓF
= 0.1. Gemeinsame Parameter: n = 3, ∆

ΓF
= 104,

v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und T = 0.

• blau: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für

ΓQ

ΓF
= 10

• rot: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für

ΓQ

ΓF
= 1

• gelb: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für

ΓQ

ΓF
= 0.1

Wir erkennen eine Zunahme der Relaxationsrate an den Resonanzstellen δω1 und δω2 für
ΓQ

ΓF
= 10 gegenüber der Fluktuatorrelaxationsrate ohne Wechselwirkung ΓF . Für

ΓQ

ΓF
= 0.1

erhalten wir das entgegengesetzte Verhalten, also eine Abnahme der Relaxationsrate an
den Resonanzstellen. Auch das asymptotische Verhalten der Relaxationsrate T−1

1,F hin zu
ΓF zeigt die Numerik.
Offensichtlich deutet sich ein ”Durchgang“, bei der die effektive Relaxationsrate des Fluk-
tuators T−1

1 sich ΓF annähert, bei etwa
ΓQ

ΓF

∼= 1 an. Der genaue Wert für das Verhältnis
von ΓQ zu ΓF unterscheidet sich je nach Resonanzstelle, liegt jedoch in der Größenordnung

von
ΓQ

ΓF

∼= 1.

5.3.2. Fluktuator unter der Wechselwirkung eines n-Level-Qubits

Haben wir das obige Verhalten des Fluktuators unter dem Einfluss eines 3-Level-Qubits
verstanden so ist die Verallgemeinerung auf ein n-Level-Qubit nicht mehr schwer.

Das n-Level-Qubit-Fluktuator System beinhaltet n− 1 kohärent miteinander wechselwir-
kenden Unterlevelsysteme (3.17a),

|s− 1, ↑〉 � |s, ↓〉 , s ∈ {1, ..., n− 1}. (5.13)
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

Ihr Hybridisierungsgrad ist durch den jeweiligen Hybridisierungswinkel θs gesteuert, wel-
cher nach (3.30) gegeben ist durch,

tan(θs) =

√
sv

δω + (s− 1)∆
, 0 ≤ θs < π, s ∈ {1, ..., n− 1}. (5.14)

Die größte Hybridisierung, und damit eine Maximierung der Relaxationskanäle, erhalten
wir für,

tan(θs)max ⇔ δω + (s− 1)∆ = 0, s ∈ {1, ..., n− 1}, (5.15)

Wir erwarten deshalb für den Anfangszustand |n− 1, ↑〉 das Auftreten von weiterer Reso-
nanzen in der Relaxationzeitkurve bei den folgenden Verstimmungen,

δωs = −(s− 1)∆, (5.16a)

δωs ≤ 0, s ∈ {1, ..., n− 1}. (5.16b)

Dies ist gleichbedeutend, dass die Eigenfrequenz des Fluktuators ωf resonant mit benach-
barten Energieübergängen des n-Level-Qubits ist, siehe Gl.: (3.5).
Aus (5.16) erhalten wir nämlich,

δωs ⇔ ωf = ω01 − (s− 1)∆, s ∈ {1, ..., n− 1}. (5.17)

In Abbildung 5.6 sehen wir, die in Sekularer Näherung berechneten Relaxationsraten des
Fluktuators T−1

1,F unter der Wechselwirkung eines n = 2, 3, 4, 5-Level-Qubits. Wir wählen
als Anfangszustand jeweils den energetisch höchsten Zustand |n− 1, ↑〉.
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Abbildung 5.6.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem n-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T−1

1,F für n = 2; rot: T−1
1,F für n = 3;

gelb: T−1
1,F für n = 4; grün: T−1

1,F für n = 5. Gemeinsame Parameter: ∆
ΓF

=

104, v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106,

ΓQ

ΓF
= 10 und T = 0.

Wir sehen:

• blau: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für n = 2

• rot: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für n = 3

• gelb: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für n = 4

• grün: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für n = 5

Die Berechnungen zeigen sehr deutlich das sukzessive Hinzutreten weiterer Resonanzen an
den durch 5.16 vorhergesagten Stellen mit steigender Levelzahl n.

5.3.3. Zusammenfassung/ Einfluss der Parameter und des Anfangszustandes
auf die Struktur der Relaxationsratenkurve

Wir wollen in diesem Unterabschnitt abschließend die Rolle der Parameter aus 5.2, sowie
des Anfangszustandes auf die allgemeine Struktur der Relaxationsratenkurve diskutieren.
Wir fassen dabei die Erkenntnisse aus vorangegangen Abschnitten zusammen.

Einfluss von n und des Anfangszustandes
Die Anzahl der Qubitlevels n gibt die Anzahl der möglichen Resonanzen wieder, nach
(5.13) erhalten wir n− 1 mögliche Resonanzen.

Das Auftreten der einzelnen Resonanzen hängt jedoch, für verschwindende Temperatu-
ren T = 0, wesentlich vom Anfangszustand ab.
Nur Anfangszustände welche energetisch gleich oder überhalb der, welche nach (5.13) eine
kohärente Wechselwirkung zeigen, führen zu einer Zunahme der Relaxationsrate bei der
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

entsprechenden Verstimmung δωs (5.16) in der Relaxationsratenkurve.

Eine Demonstration des Einfluss des Einflusses des Anfangszustandes für das Auftreten
zeigt die Abbildung 5.7. Wir berechnen hier die Relaxationsrate des Fluktuators unter der
Wechselwirkung eines 4-Level-Qubits für die Anfangszustände |0, ↑〉,|1, ↑〉,|2, ↑〉 und |3, ↑〉
in Sekularer Näherung.
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Abbildung 5.7.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 4-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung für verschiedene Anfangszustände. blau:
T−1

1,F für Anfangszustand |0, ↑〉; rot: T−1
1,F für Anfangszustand |1, ↑〉; gelb:

T−1
1,F für Anfangszustand |2, ↑〉; grün: T−1

1,F für Anfangszustand |3, ↑〉. Ge-

meinsame Parameter: n = 4 ∆
ΓF

= 104, v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106,

ΓQ

ΓF
= 10

und T = 0.

Die Farben bedeuten dabei:

• blau: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für den Anfangszustand |0, ↑〉

• rot: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für den Anfangszustand |1, ↑〉

• gelb: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für den Anfangszustand |2, ↑〉

• grün: Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für den Anfangszustand |3, ↑〉

Wir sehen, dass mit zunehmender Anregung des 4-Level-Qubits die Resonanzen an den
durch (5.16) gegeben Stellen hinzutreten.
Ferner erhalten wir für die Anfangszustände |3, ↑〉 und |2, ↑〉 ähnliche Relaxationsratenkur-
ven. Der Grund liegt in der in “Rotating Wave Approximation“ vernachlässigten Kopplung
des energetisch höchsten Zustandes |3, ↑〉 mit dem Zustand |2, ↓〉, siehe Kapitel 3.1.2.

Einfluss von v
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Die Kopplungskonstante v steuert über die Hybridisierungswinkel,

tan(θs) =

√
sv

δω + (s− 1)∆
, 0 ≤ θs < π, s ∈ {1, ..., n− 1}, (5.18)

die Stärke der Hybridisierungen der Zustände aus (5.13).
Eine zunehmende Hybridisierung erhöht dabei die Relaxationskanäle. Für ΓQ & ΓF erhal-
ten deswegen eine Zunahme der Fluktuatorrelaxationsrate T−1

1,F im Vergleich zu ΓF .
Wir bemerken weiter, dass nach (5.18) diese Wechselwirkung sensitiv auf die Position der
Verstimmung δω ist. Somit stellt v ein Maß für die Breite σ der Resonanzen dar. Diese
erhielten wir nach (5.18) an den Stellen (5.16).

Die Kopplungsstärke v hat aber auch einen Einfluss auf das Verhältnis der Fluktuatorre-
laxationsrate T−1

1,F zu ΓF , wie die folgenden Berechnungen zeigen.

Wir sehen in Abbildung 5.8 die Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F für drei verschiedene Kopp-

lungstärken v
ΓF

= 4
6104, 2

6104, 1
6104 und

ΓQ

ΓF
= 10.
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Abbildung 5.8.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T−1

1,F für v
ΓF

= 4
6104; rot: T−1

1,F für
v

ΓF
= 2

6104; gelb: T−1
1,F für v

ΓF
= 1

6104. Gemeinsame Parameter: n = 3,
∆
ΓF

= 104,
ωf

ΓF
= 106,

ΓQ

ΓF
= 10 und T = 0.

Die Farben gehören dabei zu:

• blaue Kurve: T−1
1,F für das Verhältnis v

ΓF
= 4

6104

• rote Kurve: T−1
1,F für das Verhältnis v

ΓF
= 2

6104

• gelbe Kurve: T−1
1,F für das Verhältnis v

ΓF
= 1

6104

Die Berechnungen zeigen sehr deutlich eine Zunahme der Resonanzbreite mit wachsender
Kopplungsstärke v, des Weiteren aber auch eine Zunahme der Relaxationsrate für wach-
sendes v. Der Gegenläufige Effekt, also die Abnahme der Relaxationsrate mit wachsendem
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5.3. Relaxationsratenverhalten bei T=0

v erhalten wir für
ΓQ

ΓF
. 1, siehe Abbildung 5.9.
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Abbildung 5.9.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung. blau: T−1

1,F für v
ΓF

= 4
6104; rot: T−1

1,F für
v

ΓF
= 2

6104; gelb: T−1
1,F für v

ΓF
= 1

6104. Gemeinsame Parameter: n = 3,
∆
ΓF

= 104,
ωf

ΓF
= 106,

ΓQ

ΓF
= 0.1 und T = 0.

Dies lässt sich damit erklären, dass bei stärkerer Relaxationsrate des Qubits im Vergleich
zum Fluktuator

ΓQ

ΓF
& 1, die Wechselwirkung ∝ v sich günstig für die Relaxation des Fluk-

tuators auswirkt. Im umgekehrten Fall
ΓQ

ΓF
. 1 die Wechselwirkung die Relaxationsrate

hingegen erniedrigen lässt.

Einfluss von ∆
∆ der Asymmetrieparameter regelt über die Hybridisierungswinkel θs die Positionen in
der Verstimmung bei denen es zu Resonanz kommt. Diese lesen wir aus (5.18) zu,

δωs = −(s− 1)∆, (5.19a)

δωs ≤ 0, s ∈ {1, ..., n− 1}, (5.19b)

ab.

Einfluss von ΓQ und ΓF
Nach (4.4) zerfällt der Redfield Tensor für unabhängige und verschiedene Bäder in die
Summe der Redfield Tensoren bezüglich des Fluktuators, respektive des n-Level-Qubits.
Damit lassen sich alle Übergangsraten Wmn wie folgt darstellen (2.33a),

Wmn = WQ,mn +WF,mn, (5.20a)

Wmn = amn · β2
1,tαX1,t + bmn · β2

2,tαX2,t , (5.20b)

mit WQ,mn den Übergangsraten aufgrund der Ankopplung des n-Level-Qubits an das Bad,
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5. Ergebnisse

respektive WF,mn aufgrund der Ankopplung des Fluktuators an sein Bad. amn, bmn hän-
gen vom Energieunterschied über die Gleichgewichtskorrelationsfunktionen und den Über-
gangsmatrixelementen, insbesondere also von der Hybridisierung der Zustände, ab.

Mit,

ΓQ =
1

2
β2

1,tαX1,tω01 (5.21a)

ΓF =
1

2
β2

2,tαX2,tωf (5.21b)

folgt daraus unmittelbar, dass die absolute Relaxationsrate T−1
1,F (ohne Normierung auf

ΓF ) eines Nichtgleichgewichtszustandes in den Grundzustand im Allgemeinen mit zuneh-
mendem ΓQ, sowie ΓF ansteigt.

Der gegensätzliche Effekt also die Abnahme der Relaxationsrate mit zunehmendem ΓQ
bzw. ΓF ist unter dem Begriff Quanten-Zeno-Effekt bekannt. Wir werden diesen Effekt in
Kapitel 6 ausführlich behandeln. Es sei nur soviel angemerkt das dieser Effekt in Sekularer
Näherung und ohne Liouvilleentartung grundsätzlich nicht zu sehen ist.

5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

Wir wollen das Temperaturverhalten der Relaxationsrate des Fluktuators wieder für den
Fall n = 3 studieren.
Das Studium in diesem Abschnitt soll das allgemeine Relaxationsratenverhalten bei end-
lichen Temperaturen untersuchen. Ein Vergleich der numerisch berechneten Relaxations-
raten, unter Verwendung der experimentell bestimmter Parameter, mit den Experimenten
aus Ref.: 5.1 erfolgt dann im nächsten Abschnitt 5.5.

Der Einfluss der Temperatur T fließt in Bloch Redfield Näherung über die Gleichgewichts-
korrelationen der Bäder ein,

CharmXi,tXi,t
(ω) = αXi,t · ω

[
1 + coth

(
ω

2T

)]
, ∀ω. (5.22)

Dabei sind die Anregungsraten Wkl gegenüber entsprechenden Abregungsraten Wlk expo-

nentiell mit dem Boltzmannfaktor e−
ωkl
T unterdrückt, siehe Anhang A.2.2,

Wkl ∝ C(ωlk), (5.23a)

C(−ωlk) = C(ωlk)e
−ωlk

T . (5.23b)

Diese Aussage gilt immer im Gleichgewicht und ist unabhängig von der speziellen Wahl
der Bäder, wie hier der harmonischen Bäder.

Wir bemerken ferner, dass die Dichtematrix des “Endzustandes”,

ρ(t)end := ρ(t→∞), (5.24)

durch das statistische Gemisch über die Eigenzustände von HS gegeben ist,

ρ(t)end =

6∑
i=1

|i〉 〈i| e
−ωi

T

Z
, Z =

6∑
i=1

e−
ωi
T , (5.25a)

54



5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

mit,

HS |i〉 = ωi |i〉 , (5.26)

und Z der Zustandsfunktion.

Den Experimenten angelehnt diskutieren wir das Relaxationszeitverhalten des Fluktuators
zum einen für feste Temperatur T als Funktion der Verstimmung δω, sowie als Funktion
der Temperatur T jedoch fester Verstimmung δω.

Ferner verwenden wir die folgenden Anfangszustände:

• Thermischer Anfangszustand des 3-Level-Qubits bei vollständiger Anregung des Fluk-
tuators:

ρ(t = 0) =
2∑
s=0

|s〉 〈s| e
−ωs

T

Z
⊗ |↑〉 〈↑| Z =

2∑
s=0

e−
ωs
T (5.27)

• Energetisch höchster Zustand |2, ↑〉, mit:

ρ(t = 0) = |2, ↑〉 〈2, ↑| (5.28)

• Zur Demonstration der thermischen Aktivierung der Resonanz δω2 = −∆, den An-
fangszustand |0, ↑〉, mit:

ρ(t = 0) = |0, ↑〉 〈0, ↑| (5.29)

Als Ausgangspunkt der Diskussion über das Relaxationsratenverhalten des Fluktuators
wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit fassen wir kurz das Temperaturverhalten der Re-
laxationsrate T−1

1,2NS eines allgemeinen dissipativen Zwei-Niveau-Systems zusammen.

Nach (1.6a) erhalten wir dessen Relaxationsrate T−1
1,2NS zu,

T−1
1,2NS =

1

2
sin2(η)SV (ε), (5.30)

mit η dem “Einstellungswinkel” zwischen longitudinaler und transversaler Ankopplung an
das Bad und SV (ε) der symmetrisierten Gleichgewichtskorrelationsfunktion, in der alle
Information über das Temperaturverhalten enthalten ist.
Benützen wir noch Gleichgewichtsbeziehung zwischen symmetrisierter und antisymmetri-
sierter Korrelationsfunktion (3.35), so erhalten wir aus (5.30),

T−1
1,2NS =

1

2
sin2(η)AV (ε)coth

(
ε

2T

)
. (5.31)

Diese von der speziellen Wahl der Umgebung unabhängige Beziehung reduziert sich für
eine Umgebung von harmonischen Oszillatoren mit (3.37) auf,

T−1
1,2NS =

1

2
sin2(η)αV ε · coth

(
ε

2T

)
. (5.32)

Gleichung (5.32) wird uns als Referenz für die Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F in Unterab-

schnitt 5.4.2 dienen.
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5. Ergebnisse

Wir werden zeigen, dass wir durch Hinzunahme des dritten Energielevels ein von (5.32)
abweichendes Skalierungsverhalten der Fluktuatorrelaxationsrate T−1

1,F als Funktion der
Temperatur T an den Resonanzstellen δω1 = 0 sowie δω2 = −∆ erhalten.
Für starke Verstimmungen |δω|� v,∆ erhalten wir dann wieder das Skalierungsverhalten
des Zwei-Niveau-Systems: T−1

1,F ∝ coth(
ωf

2T ).

Wir beginnen zunächst mit einer Diskussion des Relaxationsratenverhalten als Funktion
der Verstimmung δω bei fester Temperatur T .

5.4.1. Relaxationsratenverhalten als Funktion der Verstimmung bei fester
Temperatur

Die Abbildungen 5.10 und 5.11 zeigen die in Sekularer Näherung berechnete Fluktuator-
relaxationsrate T−1

1,F als Funktion der Verstimmung δω bei den Temperaturen T = ωf und
T = 3ωf für die Anfangszustände: |2, ↑〉 sowie dem thermischer Anfangszustand des 3-
Level-Qubits bei vollständiger Anregung des Fluktuators.

ææææææææææææææææææææææææææææææ
æ

æ
æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ

æ
æææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææààààààààààààààààààààààààààààà

à
à

à
à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à
à

à

à

à

à

à

à

à

à

à

à
à

à
àààààààààààààààààààààààààààààààààààààààààà

-15 -10 - 5 0 5 10 15
∆Ω � v

2

4

6

8

10

12

14

T1 , F
- 1

� G F

Abbildung 5.10.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung für T = ωf . blau: thermischer Anfangs-
zustand des 3-Level-Qubits bei vollständiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2, ↑〉 als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, ∆

ΓF
= 104,

v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und

ΓQ

ΓF
= 10.

Wir sehen die Relaxationsrate des Fluktuators T−1
1,F normiert auf ΓF .

Vergleichen wir die Fluktuatorrelaxationsrate bei starker Verstimmung |δω |� v,∆ aus
Abb.: 5.10 und 5.11 so erkennen wir eine Zunahme mit steigender Temperatur T . Diese
Zunahme der Fluktuatorrelaxationsrate bei starker Verstimmung δω � v,∆ ist durch die
Beziehung (5.32) mit η = π

2 , αV = αX2,t und ε = ωf gegeben.
Aufgrund der zunehmend schwächer werdender Wechselwirkung zwischen Fluktuator und
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Abbildung 5.11.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung für T = 3ωf . blau: thermischer Anfangs-
zustand des 3-Level-Qubits bei vollständiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2, ↑〉 als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, ∆

ΓF
= 104,

v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und

ΓQ

ΓF
= 10.

3-Level-Qubit, siehe (5.7), verhält sich hier der Fluktuator effektiv wie ein Zwei-Niveau-
System mit einem Skalierungsverhalten mit der Temperatur T wie in (5.32).

Ferner erhalten wir analog zu verschwindenden Temperaturen T = 0 eine Zunahme der
Relaxationsrate des Fluktuators T−1

1,F bei den Verstimmungen δω1 = 0 sowie δω2 = −∆.
Also den Stellen maximaler Hybridisierung der Zustände |1, ↓〉, |0, ↑〉 bzw. |2, ↓〉, |1, ↑〉,
siehe (5.7).

Desweiteren stellen wir in den Abb.: 5.10, 5.11 fest:

• T−1
1,F (δω = δω2) < T−1

1,F (δω = δω1) für den thermischen Anfangszustand

• T−1
1,F (δω = δω2) > T−1

1,F (δω = δω1) für den Anfangszustand |2, ↑〉

Um dieses Verhalten zu verstehen hilft uns die Kenntnis aus Abbildung 5.12. Wir zeigen
hier die Fluktuatorrelaxationsrate T−1

1,F für T = 0, wieder für die beiden Anfangszustände.

Wir erhalten hier nur für den Anfangszustand thermischen Anfangszustand keine Zunah-
me der Relaxationsrate T−1

1,F gegenüber ΓF an der Resonanzstelle δω2 = −∆ (abgesehen
von dem Ausläufer des Resonanzpeaks an Resonanzstelle δω1 = 0).
Dies lässt sich damit erklären, dass für verschwindene Temperaturen T = 0 keine Anre-
gungen von energetisch niedrigeren Zuständen zu energetisch höheren stattfinden, siehe
Unterabschnitt 5.3.3 über den Einfluss des Anfangszustandes.
Desweiteren entspricht dem thermischen Anfangszustand bei T = 0 dem Anfangszustand
|0, ↑〉. Folglich können die Relaxationskanäle, welche durch die Hybridisierung der Zustän-
de |2, ↓〉 |1, ↑〉 geöffnet werden, siehe Skizze (c) in Abbildung 5.4, keinen Einfluss auf den
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Abbildung 5.12.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung für T = 0. blau: thermischer Anfangszu-
stand des 3-Level-Qubits bei vollständiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2, ↑〉 als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, ∆

ΓF
= 104,

v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und

ΓQ

ΓF
= 10.

Zerfall des Zustandes |0, ↑〉 haben.

Nehmen wir noch zur Kenntnis, dass der “Endzustand“ ρ(t)end durch das statistische Ge-
misch nach gegeben ist (5.25). So können wir das Verhalten der Resonanzpeaks in den
Abbildungen 5.10 und 5.11 für die beiden Anfangszustände deuten.

Die stärkere Relaxationsrate an der Resonanzstelle δω2 = −∆ gegenüber Resonanzstelle
δω1 = 0 für den Anfangszustand |2, ↑〉 lässt sich darauf zurückführen, dass die thermische
Energie bereits so groß ist, dass das statistische Gewicht der Besetzung der Eigenzustände
des ”Endzustandes“ ρ(t)end zunehmend zu den hybridisierten Zuständen |2, ↓〉 und |1, ↑〉
wandert. Dadurch können diese mehr zur Relaxation des Anfangszustandes |2, ↑〉, als diese
aufgrund der Hybridisierung der energetisch darunter Liegenden: |1, ↓〉 und |0, ↑〉, beitra-
gen. Deswegen erhalten wir bei der Resonanzstelle δω2 = −∆ eine stärkere Relaxationsrate
als an der Resonanzstelle δω1 = 0.

Für den thermischen Anfangszustand erhalten wir das entgegengesetzte Verhalten, also
eine stärkere Relaxationsrate an der Resonanzstelle δω1 im Vergleich zu der Resonanzstel-
le δω2.
Qualitativ erschließt sich dieses Ergebnis aus der vorangegangenen Argumentation. Da
der thermische Anfangszustand auch zu einer Bevölkerung der energetisch niedrigeren Zu-
stände führt, können die Relaxationskanäle aus der Hybridisierung der Zustände |1, ↓〉 und
|0, ↑〉 hier, im Gegensatz zu dem Anfangszustand |2, ↑〉, mehr zu der Relaxation des An-
fangszustandes beitragen.
Für genügend hohe Temperaturen erhalten wir dann auch wieder eine stärkere Relaxati-
onsrate an der Resonanzstelle δω1 = −∆ im Vergleich zu δω1 = 0 wie die Abbildung 5.13
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für die Temperatur T = 10ωf zeigt.
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Abbildung 5.13.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung für T = 10ωf . blau: thermischer Anfangs-
zustand des 3-Level-Qubits bei vollständiger Anregung des Fluktuators;
rot: |2, ↑〉 als Anfangszustand. Gemeinsame Parameter: n = 3, ∆

ΓF
= 104,

v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und

ΓQ

ΓF
= 10.

Thermische Aktivierung von Resonanzen

Im Gegensatz zu T = 0, können Resonanzen an den durch (5.16) gegebenen Stellen auch
für Anfangszustände auftreten, die energetisch tiefer als die in (5.13) sind.

Abbildung 5.14 zeigt die in Sekularer Näherung berechnete Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F

als Funktion der Verstimmung δω für die Temperaturen T = 0, T = ωf und T = 3ωf für
den Anfangszustand: |0, ↑〉.
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Abbildung 5.14.: Relaxationsrate des Fluktuators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Verstimmung mit Anfangszustand |0, ↑〉. blau: T = 0;
rot: T = ωf ; gelb: T = 3ωf . Gemeinsame Parameter: n = 3, ∆

ΓF
= 104,

v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und

ΓQ

ΓF
= 10.

Wir sehen:

• blaue Kurve: T−1
1,F für T = 0

• rote Kurve: T−1
1,F für T = ωf

• gelbe Kurve: T−1
1,F für T = 3ωf

Um die Kurven besser zu vergleichen zu können, wählen wir hier als Normierung die Fluk-
tuatorrelaxationsrate bei starker Verstimmung: T−1

1,F (|δω|� v,∆).

Wir erkennen das mit zunehmender Temperatur T die zweite Resonanz bei δω2 = −∆
aufgrund der Besetzung der Zustände |2, ↓〉 und |1, ↑〉 immer mehr zum Vorschein kommt.

5.4.2. Relaxationsratenverhalten als Funktion der Temperatur bei fester
Verstimmung

Abbildung 5.15 zeigt die berechneten Relaxationsratenkurven des Flukutators T−1
1,F wech-

selwirkend mit einem 3-Level-Qubit.

Wir sehen die Fluktuatorrelaxationsraten T−1
1,F als Funktion der Temperatur T an den

Resonanzstellen δω1 = 0 sowie δω2 = −∆, jeweils für die beiden Anfangszustände: |2, ↑〉
sowie thermischer Anfangszustand. Zum Vergleich die Fluktuatorrelaxationsraten T−1

1,F bei
großer Verstimmung |δω|� v,∆.

Die einzelnen Kurven sind dabei:

• blaue Kurve: T−1
1,F (T ) für die Resonanzstelle: δω1 = 0 mit dem Anfangszustand: |2, ↑〉
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Abbildung 5.15.: Relaxationsrate des Flukutators wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit
als Funktion der Temperatur für feste Verstimmung und verschiedene An-
fangszustände. blau: Resonanzstelle δω1 = 0 mit Anfangszustand |2, ↑〉;
rot: Resonanzstelle δω1 = 0 mit thermischen Anfangszustand des 3-Level-
Qubits bei vollständiger Anregung des Fluktuators; gelb: Resonanzstelle
δω2 = −∆ mit Anfangszustand |2, ↑〉; grün: Resonanzstelle δω2 = −∆
mit thermischen Anfangszustand.; durchgezogene Linie: |δω|� v,∆ mit
Anfangszustand |2, ↑〉 bzw. thermischer Anfangszustand. Gemeinsame

Parameter: n = 3, ∆
ΓF

= 104, v
ΓF

= 1
3 ·

∆
ΓF

,
ωf

ΓF
= 106 und

ΓQ

ΓF
= 10.

• rote Kurve: T−1
1,F (T ) für die Resonanzstelle: δω1 = 0 mit dem thermischen Anfangs-

zustand

• gelbe Kurve: T−1
1,F (T ) für die Resonanzstelle: δω2 = −∆ mit dem Anfangszustand:

|2, ↑〉

• grüne Kurve: T−1
1,F (T ) für die Resonanzstelle: δω2 = −∆ mit dem thermischen An-

fangszustand

• durchgezogene Linie: T−1
1,F (T ) bei großer Verstimmung |δω |� v,∆ für |2, ↑〉, bzw.

thermischen Anfangszustand

Wir wählen als Normierung die jeweilige Nulltemperatur Fluktuatorrelaxationsrate T−1
1,F (T =

0). Damit stellen die Kurven ein Maß für das Skalierungsverhalten mit der Temperatur T
dar.
Die durchgezogene Linie zeigt die Fluktuatorrelaxationsrate T−1

1,F (T = 0) bei großer Ver-
stimmung |δω|� v,∆. Wir erhalten für diese das Skalierungsverhalten des Zwei-Niveau-
Systems wieder (5.32),

T−1
1,F (T )

T−1
1,F (T = 0)


|δω|�v,∆

−→ coth

(
ωf
2T

)
. (5.33)

Ferner ist das Skalierungsverhalten unabhängig von den zwei von uns gewählten Anfangs-
zuständen.
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Für die Resonanzstellen δω1, δω2 erhalten wir hingegen ein klar abweichendes Skalierungs-
verhalten mit der Temperatur T .
Ferner bemerken wir eine stärkere Zunahme der T−1

1,F mit steigender Temperatur T für den
thermischen Anfangszustand im Gegensatz zu dem Anfangszustand |2, ↑〉.

Wir wollen hier eine qualitative Erklärung für das abweichende Verhalten der Fluktua-
torrelaxationsraten T−1

1,F an den Resonanzstellen geben.

Wir beginnen dazu mit einer Diskussion des Temperaturverhaltens des Fluktuators wech-
selwirkend mit einem 2-Level-Qubit. Wir zeigen, dass das Skalierungsverhalten der Rela-
xationsrate des Fluktuators T−1

1,F mit der Temperatur T auch unter der Wechselwirkung
des 2-Level-Qubits noch der des Zwei-Niveau-Systems ist, (5.32).

Wir wollen dies im Folgenden explizit für den Resonanzfall δω = 0 vorführen, den Fall
stärkster Wechselwirkung.
Wir berechnen dazu zunächst die Eigenwerte der Mastergleichung des System Fluktuator
wechselwirkend mit einem 2-Level-Qubit beide wiederum transversal gekoppelt an die ver-
schiedenen und unabhängigen Bäder.

Die Mastergleichung schreibt sich damit wie folgt,
ρ̇11

ρ̇22

ρ̇33

ρ̇44

 =


−W21 −W31 W12 W13 0

W21 −W12 −W42 0 W24

W31 0 −W13 −W43 W34

0 W42 W43 −W24 −W34



ρ11

ρ22

ρ33

ρ44

 , (5.34)

mit den Eigenzuständen des Systemhamiltonians HS ,

|1〉 := |1, ↑〉 , (5.35)

|2〉 := |1+〉 , (5.36)

|3〉 := |1−〉 , (5.37)

|4〉 := |0, ↓〉 . (5.38)

Dabei haben wir nur die Übergangsraten mit endlichen Übergangsmatrixelement ange-
schrieben.
Wir vernachlässigen alle Energieunterschiede zwischen den verschiedenen Übergangsraten,

ωm′m → ωf . (5.39)

Diese Näherung ist für δω � ωf und kleines αXi,t � 1 berechtigt.

Weiterhin addieren sich alle Übergangsraten in den Subsystemen einfach (5.20a),

Wm′m(T ) = Wm′m,Q(T ) +Wm′m,F (T ). (5.40)

Damit können wir (5.34) wie folgt darstellen,
ρ̇11

ρ̇22

ρ̇33

ρ̇44

 =


−2W (T ) c(T )W (T ) c(T )W (T ) 0
W (T ) −c(T )W (T )−W (T ) 0 c(T )W (T )
W (T ) 0 −c(T )W (T )−W (T ) c(T )W (T )

0 W (T ) W (T ) −2c(T )W (T )



ρ11

ρ22

ρ33

ρ44

 ,

(5.41)
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5.4. Relaxationsratenverhalten bei endlichen Temperaturen

mit c(T ) := e−
ωf
T dem thermischen Expontentialfaktor und

W (T ) := D · ωf ·
[
1 + coth

(
ωf

2T

)]
der “Gesamtübergangsrate“.

Wir wollen diese Darstellung im Folgenden beweisen.
Dazu berechnen wir die Übergangsraten mit (2.33a) und erhalten,

Wm′m,Q(T ) =
1

4
β2

1,t |
〈
m′
∣∣σy |m〉|2 αX1,t · ωf

[
1 + coth

(
ωf
2T

)]
, (5.42a)

Wm′m,F (T ) =
1

4
β2

2,t |
〈
m′
∣∣ τx |m〉|2 αX2,t · ωf

[
1 + coth

(
ωf
2T

)]
. (5.42b)

Dabei reduziert sich der “Impulsoperator” p̂ für ein zwei-dimensionales System auf die
Paulimatrix σy.
Da wir den Resonanzfall δω = 0 studieren, bei der wir eine vollständige Hybridisierung
der Zustände |0, ↑〉 und |1, ↓〉 vorliegen haben, erhalten wir für die Betragsquadrate der
Übergangsmatrixelemente,

|
〈
m′
∣∣σy |m〉|2=|

〈
m′
∣∣ τx |m〉|2=

1

2
, (5.43)

Wir somit (5.40) schreiben als,

W (T ) = D · ωf ·
[
1 + coth

(
ωf
2T

)]
, (5.44)

mit,

D :=
1

8

(
β2

1,tαX1,t + β2
2,tαX2,t

)
, (5.45a)

D ≥ 0. (5.45b)

Wir berechnen damit die Eigenwerte von (5.41) zu,

λ1 = 0, (5.46a)

λ2 = −W (T )− c(T )W (T ) = −D coth

(
ωf
2T

)
, (5.46b)

λ3 = λ2, (5.46c)

λ4 = 2λ2. (5.46d)

Die Eigenwerte λ2, λ3 und λ4 zeigen also alle das gleiche Skalenverhalten mit der Tempe-
ratur T .
Berechnen wir die Relaxationsrate des Fluktuators T−1

1,F nach (4.15); so skaliert auch die-
se, für Anfangszustände welche durch die zu λ2, λ3 zugehörigen Eigenmoden repäsentiert
werden, mit coth

(ωf

2T

)
.

Dass das Skalenverhalten der Eigenwerte mit − coth
(ωf

2T

)
durch Hinzunahme eines weite-

ren Qubitlevels verloren geht, zeigt Abbildung 5.16 für die Resonanzstelle δω1 = 0, sowie
Abbildung 5.17 für die Resonanzstelle δω2 = −∆.
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Abbildung 5.16.: Die sechs Eigenwerte der Mastergleichung für das 3-Level-Qubit-
Fluktuator System als Funktion der Temperatur an der Resonanzstelle
δω1 = 0; durchgezogene Linie: f(T ) = − coth

(ωf

2T

)
.
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Abbildung 5.17.: Die sechs Eigenwerte der Mastergleichung für das 3-Level-Qubit-
Fluktuator System als Funktion der Temperatur an der Resonanzstelle
δω2 = −∆; durchgezogene Linie: f(T ) = − coth

(ωf

2T

)
.
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5.5. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den Experimenten

Wir sehen in den Abbildungen die sechs numerisch berechneten Eigenwerte der Mas-
tergleichung des Systems: Fluktuator wechselwirkend mit einem 3-Level-Qubit mit den
gleichen Ankopplungen an die Bäder wie zuvor. Zum Vergleich zeigen wir die Funktion
f(T ) = − coth

(ωf

2T

)
.

Aufgrund der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit erhalten wir wieder einen Eigenwert mit
λ1 = 0, siehe A.2.5. Die anderen Eigenwerte zeigen ein klar abweichendes Skalierungsver-
halten zu der Vergleichsfunktion f(T ).

Nach (4.15) können wir somit für die Relaxationsrate des Fluktuators T−1
1,F (T ) kein Ska-

lenverhalten mit coth
(ωf

2T

)
mehr erwarten. Das ist der Grund für das abweichende Skalie-

rungsverhalten der Relaxationsrate des Fluktuators T−1
1,F (T ), wie wir es in 5.15 sehen.

Wir vermuten, dass resonante Wechselwirkung des Fluktuators mit höheren Energiele-
vels des Phaenqubits das Verhalten in 5.3 (a) erklären könnte.
Eine solche Wechselwirkung sollte jedoch erst durch eine thermische Anregung der höheren
Energielevels erfolgen, da wir bei der im Experiment 5.3 (a) gewählten Verstimmung von
δω =-0.5GHz keine Wechselwirkung des Fluktuators in 5.1 beobachten. Wir wollen dies
im nächsten Abschnitt demonstrieren.

5.5. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den
Experimenten

In diesem Abschnitt führen wir einen Vergleich der experimentell bestimmten Relaxati-
onszeitkurven des Fluktuators aus Ref.: [32], siehe Abschnitt 5.1, mit der Theorie durch.

Die dem Experiment zugrunde liegenden Parameter waren dabei:

Experimentelle Daten

• ωf= 7.735GHz

• v: 23MHz' 10−3ωf

• ΓQ = 1
2β

2
1,tαX1,tω01: 110ns' 10−3ωf → Sekulare Näherung gültig

• ΓF = 1
2β

2
2,tαX2,tωf : 410ns' 10−4ωf → Sekulare Näherung gültig

• T : 35mK' 10−1ωf

Dabei wurde die Kopplungskonstante v mittels Qubitspektroskopie aus dem Levelsplitting
in Resonanz δω = 0 zwischen Fluktuator und Phasenqubit bestimmt. Die Anregungsener-
gie des Fluktuators ωf wurde ebenso aus den spektroskopischen Daten ermittelt, siehe
Abbildung 1.2.
ΓQ und ΓF die Relaxationsraten der isolierten Zwei-Niveau-Systeme bei der Temperatur
T = 0 entsprechen in sehr guter Näherung den experimentell bestimmten Relaxationsraten
bei T =35mK, siehe (5.32).
Die Eigenenergien des Phasenqubithamiltonoperators (1.2), berechnen wir durch Diskre-
tisierung des Potentials Ref.: [42]. Die für die Berechnung der Eigenenergien benötigten
Werte des kritischen Stromes Ic=984nA, der Kapazität C =850fF und der Induktivität
L=720pH entnahmen wir Ref.:[25]. Hier sind alle Werte des in Ref.: [32] verwendeten Chips
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5. Ergebnisse

zusammengetragen.

Wir möchten an dieser Stelle einen Vergleich Eigenenergien des Phasenqubithamilton-
operators (1.2) mit denen des von uns eingeführten effektiven n-Level-Qubit Hamiltonians
HQ, siehe (3.3), durchführen.

Die nachfolgende Tabelle zeigt einen Vergleich der Übergangsenergien zwischen benach-
barter Eigenzustände: ωs+1 − ωs mit,

HQ = ωs

n−1∑
s=0

|s〉 〈s| . (5.47)

Wir führen diesen Vergleich für eine Übergangsenergie von ω1 − ω0=7.735GHz durch.

Phasenqubithamiltonian n-Level-Qubit ∆ω/ω

ω1 − ω0 7.735GHz 7.735GHz 0
ω2 − ω1 7.642GHz 7.642GHz 0
ω3 − ω2 7.546GHz 7.549GHz 10−4

ω4 − ω3 7.445GHz 7.456GHz 10−3

Wie dieser Vergleich also aufzeigt scheint der effektive Hamiltonian HQ zumindest für klei-
ne Energielevels n eine gute Näherung zu sein.

Für die Berechnung der in diesem Abschnitt vorgestellten Relaxationszeitkurven werden
wir dennoch die Eigenenergien aus der Numerik verwenden. Der n-Level-Qubit Hamilto-
nian HQ diente uns lediglich für die qualitative Analyse des Systems aus den vorangegan-
genen Abschnitten.

5.5.1. Relaxationszeitkurven in Abhängigkeit von der Verstimmung

Wir berechnen im Folgenden die Relaxationzeiten des Flukuators T1,F unter dem Einfluss
eines Phasenqubits mit insgesamt fünf Energielevels.

Wir erachten die Hinzunahme von fünf Energielevels als vernünftig um eine Verbreite-
rung der Resonanzbreite σ von etwa σ ∼4-5GHz zu erhalten.

Aufgrund der niedrigen Temperatur von T =35mK wählen wir den energetisch höchs-
ten Zustand |4, ↑〉 als Anfangszustand. Siehe über den Einfluss des Anfangszustandes auf
die Relaxationszeitkurve Unterabschnitt 5.3.3.
Wir erwarten für diesen Anfangszustand ein Auftreten von Resonanzen an den durch Glei-
chung: (5.16) gegebenen Verstimmungen. Durch die Überlagerung dieser einzelnen Reso-
nanzen könnte dadurch das Bild einer großen Resonanz entstehen.

Die dabei notwendigen hohen Mikrowellenintensitäten zur Antreibung des Fluktuators
erachten wir als Mechanismus zur Anregung höherer Phasenqubitlevels auch bei Verstim-
mungen außerhalb der Resonanzstelle δω = 0.

Abbildung 5.18 zeigt die in Sekularer Näherung berechnete Fluktuatorrelaxationszeit T1,F

als Funktion der Verstimmung δω für die zugrundeliegenden experimentellen Daten.

Wir stellen fest, dass die Breite σs der einzelnen Resonanzen zu gering zu sein scheint um
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5.5. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den Experimenten

ææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææ
æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

ææ

æ

æ

ææ

æ

æ

ææ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ

æ
æ

ææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææ

-0.5 0.5
∆Ω@GHz D

100

200

300

400

T1 , F @ nsD

Abbildung 5.18.: Relaxationszeit T1,F des Fluktuators unter der Wechselwirkung eines
Phasenqubits mit insgesamt fünf Energielevels als Funktion der Ver-
stimmung δω für den Anfangszustand |4, ↑〉. Parameter: ωf =7.735Ghz,
v =23MHz, ΓQ =110ns, ΓF =410ns und T =35mK.

durch eine Überlagerung das Bild einer einzigen großen Resonanz wie in Abbildung 5.1
(d) erscheinen zu lassen.
Wie in Abschnitt 5.3.3, Gleichung: (5.18) gezeigt wurde trägt zur einer Verbreiterung der
Resonanzen maßgeblich die Kopplungskonstante v bei.
Wir wollen dazu das Ausmaß einer größeren Kopplungskonstante v, als der im Experiment
ermittelten Kopplungskonstante vexp, abschätzen.

Dazu berechnen wir die Relaxationszeiten für die folgenden Kopplungskonstanten v =
vexp, 2vexp, 3vexp, 4vexp. Das Ergebnis sehen wir in Abbildung 5.19.

Die einzelnen Farben gehören dabei zu folgenden Kurven,

• blau: T1,F mit v = vexp,

• rot: T1,F mit v = 2vexp,

• gelb: T1,F mit v = 3vexp,

• grün: T1,F mit v = 4vexp,

mit vexp=23MHz der experimentell bestimmten Kopplungskonstante.

Wir erkennen, dass mit zunehmender Kopplungskonstante v sich die einzelnen Resonanzen
zunehmend weniger voneinander unterscheiden lassen. Die gewählten Kopplungskonstan-
ten sind jedoch so groß, dass wir dies nur als eine Demonstration ansehen können.

Wir fassen damit zusammen, dass wir durch die Hinzunahme höherer Energielevels des
Phasenqubits ein Auftreten weiterer Resonanzen bei δω < 0 erhalten. Das würde die star-
ke Asymmetrie der Relaxationszeitkurve zu negativen Verstimmungen hin erklären. Die
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Abbildung 5.19.: Relaxationszeit T1,F des Fluktuators unter der Wechselwirkung eines
Phasenqubits mit insgesamt fünf Energielevels als Funktion der Verstim-
mung δω für den Anfangszustand |4, ↑〉. blau: v = vexp; rot: v = 2vexp;
gelb: v = 3vexp; grün: v = 4vexp. Gemeinsame Parameter: ωf =7.735Ghz,
ΓQ =110ns, ΓF =410ns und T =35mK.

Breite σs der einzelnen Resonanzen scheint jedoch zu gering zu sein, um das Bild einer
großen Resonanz erscheinen zu lassen.

5.5.2. Relaxationszeitkurven in Abhängigkeit von der Temperatur

In Abschnitt 5.4.2 hatten wir das Relaxationsratenverhalten des Fluktuators T−1
1,F als Funk-

tion der Temperatur T unter dem Einfluss eines 3-Level-Qubits für den Anfangszustand
|2, ↑〉 studiert.
Wir hatten dabei gezeigt, dass wir an den Resonanzstellen δωs eine Abweichung des Rela-
xationsratenverhaltens mit der Temperatur T im Vergleich zu der des Zwei-Niveau-Systems
erhalten. Siehe dazu Abbildung 5.15.

Für die im Experiment vorliegende Verstimmung von δω =-0.5GHz bei einer Temperatur
von T =35mK sehen wir jedoch keine Zunahme der Relaxationsrate, d.h. keine Wechselwir-
kung, siehe Abbildung 5.1 (d). Dennoch beobachten wir keinen für ein Zwei-Niveau-System
typischen Verlauf der Relaxationsrate mit der Temperatur T , siehe Abbildung 5.3 (a).
Der Grund könnte in der mikroskopischen Umgebung des Fluktuators zu suchen sein (kein
harmonisches Bad).

Wir vermuten jedoch, dass durch ansteigende Temperaturen T es zu einer resonanten
Wechselwirkung des Fluktuators mit höheren Energielevels des Phasenqubit kommt, siehe
Unterabschnitt 5.4.1 über die thermische Aktivierung höherer Resonanzen.
Diese Wechselwirkung sollte dann analog zu einer Veränderung der Relaxationszeit als
Funktion der Temperatur T führen. Insbesondere sollte diese Wechselwirkung zu einer Zu-
nahme der Relaxationsrate mit steigender Temperatur T führen, da die Relaxationsrate
des Phasenqubits mit ΓQ =110ns größer als die des Fluktuators ist: ΓF =410ns. Siehe da-
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5.5. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den Experimenten

zu auch über den Einfluss der Verhältnisse zwischen ΓQ und ΓF auf die Relaxationsrate,
Abbildung 5.5.

Wir wollen diesen Effekt im Folgenden für die zugrundeliegenden experimentellen Da-
ten überprüfen.

Dazu berechnen wir zunächst die Eigenenergien ωs, respektive die Übergangsenergien
ωs+1−ωs zwischen den benachbarten Energiezuständen des Phasenqubithamiltonians (1.2)
für die im Experiment gewählte Verstimmung δω =-0.5GHz.

• ω1 − ω0=8.235GHz

• ω2 − ω1=8.156GHz

• ω3 − ω2=8.081GHz

• ω4 − ω3=7.919GHz

• ω5 − ω4=7.833GHz

• ω6 − ω5=7.745GHz

• ω7 − ω6=7.765GHz

Für eine resonante Wechselwirkung bei der Verstimmung δω =-0.5GHz zwischen dem Pha-
senqubit und dem Fluktuator mit der Eigenfrequenz ωf =7.735GHz sollten wir demnach
die Übergangsenergie ω6 − ω5=7.745GHz in Betracht ziehen.
Für die Übergangsenergie ω6−ω5=7.745GHz müssen wir also mindestens sieben Energie-
levels des Phasenqubits einbeziehen.
Da wir keine Zunahme der Relaxationsrate an der Verstimmung δω =-0.5GHz für die sehr
tiefe Temperatur von T =35mK' 10−1ωf erhielten, siehe Abbildung 5.1 (d), sollte das
Phasenqubit bei Initialisierung des Fluktuators nicht über das fünfte Energielevel hinaus
angeregt worden sein.

Den Anfangszustand des Phasenqubits kennen wir jedoch nicht. Die folgenden Rechnungen
stellen demnach Demonstrationen dar. Wir wählen die Anfangszustände |4, ↑〉, |3, ↑〉 sowie
|0, ↑〉.
Der Anfangszustand |4, ↑〉 stellt den energetisch höchsten Zustand dar, für den wir gerade
noch keine resonante Wechselwirkung zwischen Flukutator und Phasenqubit bei der Tem-
peratur T =35mK erwarten, siehe dazu Skizze 5.20.

Alle energetisch darüber liegenden Anfangszustände ergeben resonante Wechselwirkung
für δω =-0.5GHz und Temperatur T =35mK. Die anderen beiden Anfangszustände |3, ↑〉
sowie |0, ↑〉 dienen als Vergleich.

Wir sehen die Ergebnisse in Abbildung 5.21.

Die einzelnen Kurven sind:

• blaue Kurve: T1,F für den Anfangszustand: |4, 1〉

• rote Kurve: T1,F für den Anfangszustand: |3, 1〉

• gelbe Kurve: T1,F für den Anfangszustand: |0, 1〉
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Abbildung 5.20.: Levelstrukturen schematisch. links: Fluktuator mit Energieaufspaltung
ωf ; rechts: 7-Level Phasenqubit. Orangefarbener Punkt verdeutlicht den
Anfangszustand |4, ↑〉, den energetisch höchsten Zustand bei der noch
keine Wechselwirkung für T ' 0 zu erwarten ist. Resonanter Übergang
zwischen ωf und ω65.

• blaue durchgezogene Linie: f(T ) = 410 · tanh
(ωf

2T

)
ns

Der rot schattierte Bereich zeigt das aus dem Experiment angegebene Sigmaintervall mit
g(t) = 410ns−aT 2 und a = 4.96µs± 0.71µs.

Wie erwartet erhalten wir für die Anfangszustände |4, 1〉 und |3, 1〉 aufgrund der thermi-
schen Anregung Abweichungen zu dem Verhalten des Zwei-Niveau-Systems (blaue Linie)
mit zunehmender Temperatur T . Hingegen ist die Fluktuatorrelaxationszeit T1,F für den
Anfangszustand |0, 1〉 gleich der Relaxationszeit des Fluktuators ohne Wechselwirkung mit
dem Phasenqubit. Die Temperaturen T ≤ 1K sind zu gering um das Phasenqubit genü-
gend hoch anzuregen.

Wie diese Demonstration aufzeigt, erhalten wir qualitativ eine Abweichung der Fluktua-
torrelaxationsrate T1,F von der des Zwei-Niveau-Systems. Das Ausmaß der Abweichung ist
jedoch zu gering um auch hier das experimentelle Resultat: Abbildung 5.3 (a) quantitativ
wiederzugeben.
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Abbildung 5.21.: Relaxationszeit T1,F des Fluktuators unter der Wechselwirkung ei-
nes Phasenqubits mit insgesamt sieben Energielevels als Funktion der
Temperatur T . blau: Anfangszustand |4, ↑〉; rot: Anfangszustand |3, ↑〉;
gelb: Anfangszustand |0, ↑〉; blaue durchgezogene Linie: die Funktion
f(T ) = 410 · tanh

(ωf

2T

)
ns; rot schattierter Bereich: Sigmaintervall mit

g(t) = 410ns−aT 2 und a = 4.96µs ± 0.71µs. Gemeinsame Parameter:
ωf =7.735Ghz, v =23MHz, ΓQ =110ns und ΓF =410ns.
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6. Quanten-Zeno-Effekt

Der Quanten-Zeno-Effekt ist ein rein quantenmechanischer Effekt der besagt, dass ein
quantenmechanisches System, dass ständig beobachtet wird, seinen Ausgangszustand nie
verlässt. Der Ausgangszustand wird sogar beliebig lange beibehalten, sofern das Zeitinter-
vall der Messungen hinreichend klein wird [43]. Tatsächlich wurde dieser Effekt auch schon
experimentell in Hyperfeinübergängen des 9Be+ nachgewiesen [44].
Eine weniger aufwendige Demonstration des Effektes lässt sich auch mit polarisiertem Licht
realisieren. Dabei lässt man linear polarisiertes Licht durch ein Medium (z.B. Zuckerwas-
ser) laufen welches seine Polarisationebene um einen bestimmten Wert je durchlaufener
Strecke dreht. Wählt man die Strecke so, dass sie die Polarisationsebene des Lichts um
insgesamt 90◦ dreht und setzt dahinter einen Analysator welche nur Licht ursprünglicher
Polarisationsebene durchlässt, so kommt hinter dem Analysator kein Licht mehr an. Set-
zen wir aber nun n Analysatoren gleicher Polarisationsrichtung in den Strahlengang so
kann man zeigen, dass im Grenzfall n → ∞, tatsächlich Licht hinter dem letzten Analy-
sator ankommt. Dabei wird bei jedem Durchgang des Lichts durch einen Analysator seine
Polarisationsebene auf die des Analysators projiziert. Im Teilchenbild würden wir jeden
Durchgang als Ja-Nein-Entscheidung über das Passieren des Analysators interpretieren,
der Analysator spielt hierbei die Rolle des Beobachters [45].
In unserem Modell des n-Level-Qubits gekoppelt an einen Fluktutator können wir den
selben Effekt für die Übergangsrate eines bestimmten Zustandes in einen anderen Zustand
sehen. Dabei tritt das Bad in die Rolle des Beobachters. Wie wir an einem Beispiel sehen
werden, können wir den Effekt jedoch nicht in Sekularer Näherung sehen. Insbesondere
tritt der Effekt umso stärker hervor umso mehr die Näherungsbedingung für die Sekulare
Näherung: ∆ES � T−1

1 , T−1
2 (2.29) verletzt wird.

6.1. Quanten-Zeno-Effekt am Beispiel eines Spin 1/2 im
Magnetfeld

Betrachten wir einen Spin 1
2 in einem Magnetfeld B in z-Richtung dessen Ausgangszustand

soll der in x-Richtung vollständig polarisierte Zustand |Ψ(t = 0)〉 = |+〉x sein.
Im Folgenden benötigen wir die Zeitentwicklung des Zustandes |+〉x.
Der Hamiltonoperator setzt sich aus der Zeemanenergie der Aufspaltung der entarteten
Energiezustände zusammen,

H = −1

2
γBσz. (6.1)

Der Ausgangszustand des System schreibt sich in der Basis der Eigenzustände des σz
Operators wie folgt,

σx |+〉x = |+〉x (6.2a)

|+〉x =
1√
2

[
|+〉z + |−〉z

]
. (6.2b)
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Wir erhalten damit für den Zustand des System zu einem späteren Zeitpunkt,

|Ψ(t)〉 =
1√
2

[
e−

1
2
γBt |+〉+ e

1
2
γBt |−〉

]
. (6.3)

Führen wir zu einem Zeitpunkt τ nach Einschalten des Magnetfeldes eine Messung in
x-Richtung durch so erhalten wir für die Wahrscheinlichkeit den Zustand in seinem Aus-
gangszustand vorzufinden

W1(τ) = |〈+|x |Ψ(τ)〉|2 (6.4a)

= cos2(
1

2
γBτ) (6.4b)

=
1

2

[
1 + cos(Ωτ)

]
, Ω := γB. (6.4c)

Wir erhalten für die Wahrscheinlichkeit den Zustand nach n-Messungen im Zeitabstand τ
immernoch im Ausgangszustand |+〉x vorzufinden,

Wn(nτ) =

[
1

2

[
1 + cos(Ωτ)

]]n
. (6.5)

Für Messzeitintervalle τ die sehr klein gegenüber der inversen Frequenz Ω−1 sind, können
wir den Ausdruck (6.5) noch wie folgt entwickeln

Wn(nτ)
Ωτ�1−−−−→ 1− n(Ωτ)2

4
. (6.6)

Für eine gegebene Zeit T = nτ erhalten wir somit die Wahrscheinlichkeit,

Wn(T ) = 1− Ω2τT

4
, Ωτ � 1. (6.7)

Wir erkennen an diesem Ausdruck, dass die Wahrscheinlichkeit auch für große T beliebig
nahe bei 1 liegt, sofern die Messzeitintervallgröße τ hinreichend klein ist. Dies ist der
Quantenmechanische-Zeno-Effekt.

6.2. Quanten-Zeno-Effekt für ein dissipatives 2-Level-System

In [46] wurde der Fall eines 2-Level-Systems transversal gekoppelt an ein Bad diskutiert.
Der betrachtete Hamiltonoperator hierbei ist der uns aus (1.5) schon Bekannte für den
“Einstellungswinkel” η = π

2 , was einer rein transversalen Ankopplung an das Bad ent-
spricht. Wir geben hier die wichtigsten Resulate wieder, da sie wesentlich für das Ver-
ständnis des Quanten-Zeno-Effektes in unserem System sein werden. Wir betrachten also
folgenden Hamiltonoperator,

H = HS +HSR +HR, (6.8a)

H = −1

2
εσz −

1

2
σxX +HR. (6.8b)

Der entsprechende Redfield Tensor schreibt sich dabei wie folgt,
ρ̇11

ρ̇22

ρ̇12

ρ̇21

 =


−W21 W12 0 0
W21 −W12 0 0

0 0 iω21 − γ12 γ∗12

0 0 γ12 −iω21 − γ∗12



ρ11

ρ22

ρ12

ρ21

 (6.9)
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6.3. Quanten-Zeno-Effekt im n-Level-Qubit-Fluktuator System für die drei energetisch niedrigsten Zustände

Dabei verschwinden die Einträge der Blockmatrizen, welche die Diagonalelemente mit den
Nebendiagonalelementen der Dichtematrix verknüpfen, aufgrund verschwindender Über-
gangsmatrixelemente. Betrachtet man den Grenzfall ω21 � Re[γ12] = T−1

2 so ist die
Anwendung der Sekularen Näherung nicht mehr gültig. Man erhält in diesem Fall eine
Kopplung der Nebendiagonalelemente untereinander.
Diese Nichtdiagonalelemente haben zur Konsequenz, dass eine Eigenmode existiert wel-
che sehr langsam in der Zeit zerfällt. Man erhält aus dem charakteristisches Polynom der
unteren Blockmatrix folgende Eigenwerte

λ1,2 = −Re[γ12]±
√
ω̃2

21− |γ12|2 (6.10)

mit ω̃21 := ω21 − Im[γ12].
Für den Fall eines reellen γ12 erhält man in den Limites

λ1,2 =

{
λ1 = − ω2

21
2γ12

λ2 = −2γ12 ω21 � γ12

λ1 = −γ12 + iω21 λ2 = −γ12 − iω21 ω21 � γ12

(6.11)

wir erhalten also für ω21 � γ12 einen im Vergleich zum Anderen sehr kleinen Eigenwert,
der sogar mit zunehmender Relaxationsrate des Bades kleiner wird. Offensichtlich konver-
gieren die Eigenwerte im entgegengesetzten Limes zu den Eigenwerten welche wir auch in
Sekularer Näherung bei vollständiger Entkopplung der Nichtdiagonalelemente bekommen
würden.
In gewissen Hinsicht können wir hier also von dem Bad als Beobachter sprechen. Denn auch
hier wird der Zerfall umso stärker gehemmt, desto stärker die Relaxationsrate induziert
durch das Bad ist.

6.3. Quanten-Zeno-Effekt im n-Level-Qubit-Fluktuator System
für die drei energetisch niedrigsten Zustände

Wie wir im vorangegangen Abschnitt 6.2 gesehen haben trat der Effekt am stärksten her-
vor, falls die Zustände fast entartet sind. Wir erwarten deshalb, dass wir auch in unserem
System bei nahezu entarteten Zuständen den Quanten-Zeno-Effekt sehen können.
Wie wir im Folgenden noch sehen werden ist es außerdem notwendig, dass nur eine der
beiden transversalen Kopplungen an die Bäder mitnehmen. Wir betrachten die drei ener-
getisch niedrigsten Energiezustände des n-Level-Qubit-Fluktuator Systems. Da wir zudem
verschwindende Temperaturen vorausetzen: T = 0, können wir uns auf das 2-Level-Qubit-
Fluktuator System beschränken.

Wir betrachten also folgenden Gesamthamiltonoperator,

H = HS +HSR, (6.12a)

HS = 0 |0〉 〈0|+ ω01 |1〉 〈1| −
1

2
ωfτz +

1

2
ωf1 +

1

2
v · p̂ · τx, (6.12b)

HSR =

{
1
2β1,tp̂X1,t,
1
2β2,tτxX2,t.

(6.12c)

Wie bereits erwähnt sollte der Effekt umso stärker sein desto größer die Entartung der
Zustände ist. Wir wählen die Verstimmung deswegen zu Null: δω = 0. Zudem betrachten
wir den Grenzfall

ΓQ,F

v � 1.
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Die entsprechenden Energiediagramme des 2-Level-Qubit-Fluktuator Systems zeigt Abbil-
dung 6.1.

Abbildung 6.1.: Levelstrukturen des Fluktuator-2-Level-Qubit Systems für δω = 0 und
T = 0. oben: Levelstrukturen mit eingezeichneten Übergängen nur mit
Ankopplung des Fluktuators an das Bad, und Anfangszustand |1, ↓〉 oran-
gefarbener Punkt; unten: Levelstrukturen mit eingezeichneten Übergängen
nur mit Ankopplung des 2-Level-Qubits an das Bad, und Anfangszustand
|0, ↑〉 orangefarbener Punkt. links: Darstellung in der Produktzustandsba-
sis; rechts: in der Eigenbasis.

Wir sehen in dieser Abbildung die Energiediagramme des 2-Level-Qubit-Fluktuator Sys-
tems für die beiden möglichen Realisierungen den Quanten-Zeno-Effekt beobachten zu
können.
Wir sehen oben das Energiediagramm bei der nur der Fluktuator eine Ankopplung an das
Bad besitzt, respektive unten bei der nur das 2-Level-Qubit eine Ankopplung aufweist. Der
Anfangszustand wird so gewählt, dass die Relaxation des Zustandes nur über den ener-
getisch ähnlichen Zwischenzustand in den Grundzustand |0, ↓〉 möglich ist. Dieser wird
jeweils vom Bad ”beobachtet” und hindert für sehr große Relaxationsraten ΓQ,F gegen-
über v, effektiv den Zerfall des Anfangszustandes.

Im Folgenden wollen wir diese doch recht physikalische Intuition auch mathematisch un-
termauern.
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Wir suchen nach sehr kleinen Eigenwerten der Liouville Matrix. Die Liouville Matrix ist
für das 2-Level-Qubit-Fluktuator System eine 16× 16 große Matrix. Wie wir in Abschnitt
6.2 gesehen haben, dürfen wir keine Sekulare Näherung verwenden.
Der große Energieunterschied zwischen dem Grundzustand |0, ↓〉, respektive dem energe-
tisch höchsten Zustand |1, ↑〉, und den entarteten Zuständen |1, ↓〉, |0, ↑〉, ermöglicht jedoch
eine Diagonalisierung von Blockmatrizen ähnlicher Energie im Sinne der Bohrfrequenzen:
ωm′m w ωn′n (2.26).

Ein Blick auf die Abbildung 6.1 lässt folgende Blockmatrizen in Betracht ziehen,

U4×4
1 :=

{
L12,12,L13,13,L24,24,L34,34

}
, (6.13a)

U4×4
2 :=

{
L21,21,L31,31,L42,42,L43,43

}
, (6.13b)

U2×2
3 :=

{
L23,23,L32,32

}
. (6.13c)

Dabei besitzen die beiden Diagonalelemente der 2 × 2 großen Blockmatrix U3 keine Ne-
bendiagonalelemente. Der Grund ist die rein transversale Kopplung (6.12c), welche keine
Übergangsmatrixelemente zwischen den hybridisierten Zuständen besitzt.
Jedoch besteht, im Gegensatz zu den anderen Blockmatrizen U1, U2, eine Kopplung zu der
Mastergleichung.
Wir erweitern die Blockmatrix U3 zu U

′
3 demnach wie folgt,

U4×4
1 :=

{
L12,12,L13,13,L24,24,L34,34

}
, (6.14a)

U4×4
2 :=

{
L21,21,L31,31,L42,42,L43,43

}
, (6.14b)

U6×6′

3 :=
{
L11,11,L22,22,L33,33,L44,44,L23,23,L32,32

}
. (6.14c)

Wir fassen dabei die Einträge der Diagonalelemente in den Mastergleichungen mit den
Bohrfrequenzen ωii = 0 auf. Da die Bohrfrequenzen mit ω23 = v, ω32 = −v sehr klein sind
sollte diese Kopplung auch effektiv sein.

Wir berechnen im Folgenden die Eigenwerte der Blockmatrizen (6.14). Wir führen die-
se Rechnung für eine Kopplung des Fluktuators an das Bad durch.
Wir wählen also die folgende Kopplung,

HSR =
1

2
β2,tτxX2,t. (6.15)

Die Blockmatrizen schreiben sich für diese Kopplung wie folgt,

U4×4
1 =


−3

4ΓF − i(ωf − v
2 ) −1

4ΓF 0 0
−1

4ΓF −3
4ΓF − i(ωf + v

2 ) 0 0
i
2ΓF

i
2ΓF −1

4ΓF − i(ωf + v
2 ) −1

4ΓF
− i

2ΓF − i
2ΓF −1

4ΓF −1
4ΓF − i(ωf − v

2 )

 ,

(6.16)

U2 = U∗1 , (6.17)
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U6×6′

3 =



−ΓF 0 0 0 0 0
1
2ΓF −1

2ΓF 0 0 −1
4ΓF −1

4ΓF
1
2ΓF 0 −1

2ΓF 0 −1
4ΓF −1

4ΓF
0 1

2ΓF
1
2ΓF 0 1

2ΓF
1
2ΓF

−1
2ΓF −1

4ΓF −1
4ΓF 0 −1

2ΓF − iv 0
−1

2ΓF −1
4ΓF −1

4ΓF 0 0 −1
2ΓF + iv

 . (6.18)

Dabei haben wir alle dissipativen Elemente als Funktion der Fluktuatorrate ΓF mit der Nä-
herung CharmX2,tX2,t

(ωf ) ' CharmX2,tX2,t
(ω12) ' CharmX2,tX2,t

(ω13) ' CharmX2,tX2,t
(ω24) ' CharmX2,tX2,t

(ω34)
ausgedrückt. Das ist eine sehr gute Näherung wegen αX2,t � 1.
Alle Bohrfrequenzen nehmen wir hingegen exakt. Zum einen da sie nicht durch den Faktor
αX2,t unterdrückt sind und zum anderen nötig sind um wichtige Terme in der Taylorrei-
henentwicklung der Eigenwerte nicht wegzunähern.

Die Eigenwerte EW berechnen wir zu,

EWU1 =



−3
4ΓF − i · ωf − 1

2

√
Γ2
F
4 − v2

−3
4ΓF − i · ωf + 1

2

√
Γ2
F
4 − v2

−1
4ΓF − i · ωf + 1

2

√
Γ2
F
4 − v2

−1
4ΓF − i · ωf − 1

2

√
Γ2
F
4 − v2


v�ΓF−−−−→


−ΓF − i · ωf
−1

2ΓF − i · ωf
− v2

2ΓF
− i · ωf +O

(
v4

Γ3
F

)
−1

2ΓF − i · ωf

 , (6.19)

EWU2 = EW ∗U1
, (6.20)

EWU ′3
=



0
−ΓF
−1

2ΓF
−1

2ΓF

−1
2ΓF −

√
Γ2
F
4 − v2

−1
2ΓF +

√
Γ2
F
4 − v2


v�ΓF−−−−→



0
−ΓF
−1

2ΓF
−1

2ΓF
−ΓF

− v2

ΓF
+O

(
v4

Γ3
F

)


. (6.21)

Wir erhalten also in jeder Blockmatrix einen gegenüber den Anderen sehr kleinen Eigen-
wert,

ΓI := − v
2

ΓF
, (6.22a)

ΓII := − v2

2ΓF
− i · ωf , (6.22b)

ΓIII := Γ∗II , (6.22c)

mit der typischen Eigenschaft umso langsamer zu sein umso stärker die Relaxationsrate
ΓF induziert durch das Bad ist - Quanten-Zeno-Effekt.
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7. Schlusswort

Gegenstand dieser Diplomarbeit war die Untersuchung der Relaxationseigenschaften eines
hochfrequenten Fluktuators unter der Wechselwirkung mit einem Phasenqubit.

Der Ausgangspunkt zur Beschreibung des Problems stellte der in Kapitel 2 eingeführte
Bloch Redfield Formalismus dar, ein Formalismus auf der Grundlage der fundamentalen
Schrödingergleichung zur Beschreibung offener Systeme mit schwachem, kurzkorreliertem
Rauschen.

In Kapitel 3 hatten wir dann die das System charakterisierenden Hamiltonians sowie de-
ren Ankopplung an die Bäder diskutiert. Wir hatten einen effektiven Hamiltonian HQ

zur Beschreibung des Phasenqubits eingeführt, welcher für kleine Levelanzahlen in guter
Übereinstimmung mit den Eigenenergien des Phasenqubithamiltonians ist. Als Kopplung
zwischen Fluktuator und Phasenqubit hatten wir eine rein transversale Wechselwirkung
angenommen. Eine endliche transversale Kopplung ist in experimenteller Hinsicht bereits
mehrfach gut bestätigt, so beschreibt eine solche Kopplung beispielsweise die Aufspaltung
der Anregungsenergien an den Resonanzstellen zwischen Qubit und Fluktuator.

Ausgehend vom Spezialfall eines Fluktuators unter der Wechselwirkung mit einem 3-Level-
Qubit, hatten wir dann das Relaxationszeitverhalten des Fluktuators in Abhängigkeit von
der Verstimmung δω für das allgemeine Mehr-Niveau-Phasenqubit untersucht. Das Zu-
standekommen der Resonanzen in der Relaxationszeitkurve ließ sich dabei auf resonante
Übergänge des Fluktuators mit der Eigenfrequenz ωf und höherer Energieübergänge im
Phasenqubit ωs − ωs−1 zurückführen. Aufgrund der Anharmonizität des Potentials treten
diese dann bei negativen Verstimmungen auf.

Ein Vergleich der numerischen Berechnungen der Relaxationsrate des Fluktuators unter
dem Einfluss eines Phasenqubits mit den Experimenten aus Ref.: [32] zeigte, dass qualita-
tiv eine Vergrößerung der Resonanzbreite durch eine Überlagerung einzelner Resonanzen
zustande kommen könnte. Für die zugrundeliegenden experimentellen Parameter war je-
doch noch deutlich der Unterschied einzelner Resonanzen zu sehen, um das Bild einer
großen Resonanz entstehen zu lassen.

Eine Analyse des Temperaturverhaltens der Relaxationszeitkurven des Fluktuators ergab,
dass wir unter Einbeziehung höherer Energielevels n ≥ 3 des Phasenqubits eine Abwei-
chung der Relaxationszeit im Vergleich zu der wohlbekannten Beziehung T−1

1 ∝ coth
(
ω

2T

)
des Zwei-Niveau-Systems bekommen. Da im Experiment keine Abnahme der Relaxati-
onszeit bei der Verstimmung δω =-0.5GHz für T =35mK festzustellen ist, erachten wir
eine Anregung höherer Energielevels des Phasenqubits mit zunehmender Temperatur T
für einen möglichen Mechanismus für das abweichende Verhalten der Relaxationsrate als
Funktion der Temperatur.

Die Arbeit schloss mit der Betrachtung des Quanten-Zeno-Effektes für die drei energetisch
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niedrigsten Zustände in unserem System ab. Wir konnten zeigen, dass für den Resonanz-
fall die Relaxationsrate eines der beiden energetisch höheren Zustände mit zunehmender
Übergangsrate des Bades sogar gehemmt wird. Die Relaxation in den Grundzustand war
dabei nur über den energetisch gleichwertigen Zustand möglich, welcher ständig durch das
Bad “beobachtet” wird.
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A. Anhang

Für die folgenden Darstellungen von Fermis Goldener Regel, den Eigenschaften der Gleich-
gewichtskorrelationsfunktionen, der Linearen Responsetheorie, sowie dem Fluktuations-
Dissipations-Theorem gibt es sicherlich sehr viele und gute Darstellungen, wir haben die
folgenden Literaturen verwendet:

• Statistical Physics, L.E.Reichl [47]

• Electronic noise and fluctuations in solids, Sh.Kogan [48]

• Quantenmechanik II, F.Schwabl [49]

A.1. Fermis Goldene Regel

Wie in Kapitel 2 bereits erwähnt wurde erhalten wir im Bloch Redfield Formalismus genau
die gleichen Übergangsraten wie man sie auch mittels der Goldenen Regel berechnen kann.
Das wollen wir hier zeigen.
Dazu betrachten wir nocheinmal den uns schon bekannten Hamiltonoperator

H = HS +HR +HSR (A.1)

• HS : Hamiltonoperator des Systems

• HR: Hamiltonoperator der Umgebung

• HSR: Wechselwirkungsoperator zwischen System und Umgebung

Beschränken wir uns, wie schon im Bloch Redfield Formalismus, auf eine lineare Kopplung
zwischen System und Umgebung, und fassen den Wechselwirkungsterm HSR als kleine
Störung auf so können wir (A.1) schreiben als

H = H0 + s ·X (A.2)

Wir führen die Rechnungen zunächst im Wechselwirkungsbild durch, die Transformations-
vorschriften für beliebige Zustände und Operatoren lauten∣∣∣ψ̃(t)

〉
:= U0(t)† |ψ(t)〉 = U0(t)†U(t)︸ ︷︷ ︸

:=W (t)

|ψ(0)〉 (A.3a)

Ã(t) := U0(t)†A(t)U0(t) (A.3b)

mit

U0(t) = e−iH0t (A.4a)

U(t) = e−iHt (A.4b)
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Wegen der Nichtvertauschbarkeit von H0 und HRS = s ·X verwenden wir die allgemeine
Bestimmungsgleichung für W (t)

iẆ (t) = H̃SR(t)W (t) (A.5a)

W (0) = 1 (A.5b)

oder Integralform bis einschließlich 2ter Ordnung

W (t) = W (0)− i
t∫

0

dt′H̃SR(t′)−
t∫

0

dt′
t′∫

0

dt′′H̃SR(t′)H̃SR(t′′) +O(H3
SR) (A.6a)

W (0) = 1 (A.6b)

Wir sind an den Übergangswahrscheinlichkeiten interessiert, um diese zu erhalten be-
rechnen wir zunächst die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein Eigenzustand von H0 |a〉 =
|aS〉 ⊗ |aR〉 zum Zeitpunkt t = 0 in einen Eigenzustand |b〉 = |bS〉 ⊗ |bR〉 zum Zeitpunkt t
gestreut wird.

Pa→b(t) =|〈b|U(t) |a〉|2(A.3a)
= |〈b|W (t) |a〉|2 (A.7)

Mit (A.6) erhalten wir für das Matrixelement

〈b|W (t) |a〉 = 〈b | a〉 − i
t∫

0

dt′〈b| H̃SR(t′)|a〉 −
t∫

0

dt′
t′∫

0

dt′′〈b| H̃SR(t′)H̃SR(t′′)|a〉 (A.8)

mit

〈b| H̃SR(t′)|a〉 = 〈b| s̃(t′)X̃(t′)|a〉 = eiωbat
′
sba 〈bR| X̃(t′) |aR〉 (A.9a)

ωba := Eb − Ea (A.9b)

sba := 〈bS | s |aS〉 (A.9c)

Wir interessieren uns genauer gesagt für spezifische Übergänge in HS : |aS〉 → |bS〉 Wir
summieren deswegen über alle Badendzustände |bR〉 und nehmen als Ausgangszustand für
|aR〉 eine thermische Verteilung an. Nehmen wir weiterhin an, dass die Wechselwirkung zum
Zeitpunkt t = 0 eingeschaltet wird so faktorisiert die Gesamtdichtematrix in Dichtematrix
des Systems und Bads

R0 =
1

Z
e−

HR
T Z = TrR[e−

HR
T ] (A.10a)

χ(0) = ρ(0)R0 (A.10b)

Wir berechnen damit die Übergangswahrscheinlichkeit von Zustand |aS〉 in |bS〉 mit (A.7),
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(A.8), (A.9a) in 1 Ordnung zu

P
(1)
aS→bS (t) =

∑
bR

∑
aR

〈aR|R0 |aR〉
(
− i

t∫
0

dt′eiωbat
′
sba 〈bR| X̃(t′) |aR〉

)

·
(
− i

t∫
0

dt′′eiωbat
′′
sba 〈bR| X̃(t′′) |aR〉

)∗ (A.11)

P
(1)
aS→bS (t) =

∑
bR

∑
aR

〈aR|R0 |aR〉 | sab |2

·
( t∫

0

dt′
t∫

0

dt′′eiωba(t′−t′′) 〈aR| X̃(t′′) |bR〉 〈bR| X̃(t′) |aR〉
)

(A.12)

P
(1)
aS→bS (t) =

∑
aR

〈aR|R0 |aR〉 | sab |2
( t∫

0

dt′
t∫

0

dt′′eiωba(t′−t′′) 〈aR| X̃(t′′)X̃(t′) |aR〉
)

(A.13)

P
(1)
aS→bS (t) =| sab |2

( t∫
0

dt′
t∫

0

dt′′eiωba(t′−t′′)〈X̃(t′′)X̃(t′)
〉
R0

)
(A.14)

dabei haben wir im letzten Schritt den Mittelwert des Badkorrelators im thermischen
Gleichgewicht definiert durch〈

X̃(t′′)X̃(t′)
〉
R0 :=

∑
aR

〈aR|R0 |aR〉 〈aR| X̃(t′′)X̃(t′) |aR〉 (A.15)

Unter Verwendung der Fouriertransformation des Badkorrelators

CXX(ω) =

∞∫
−∞

dτe−iωτ
〈
X̃(τ)X̃(0)

〉
R0 (A.16)

und Ausnützung der Eigenschaft, dass der thermische Gleichgewichtskorrelator nur von
der relativen Zeitdifferenz abhängt können wir (A.14) schreiben als

P
(1)
aS→bS (t) =| sab |2

∞∫
−∞

dω

2π
CXX(ω)

(
sin
(
ω−ωab

2 t
)

ω−ωab
2

)2

(A.17)

Ist CXX(ω) hinreichend glatt in einer Umgebung um ωab, dann kann der oszillierende
Integrand in (A.17) durch eine δ Funktion um ω = ωab angenähert werden wir erhalten
damit

P
(1)
aS→bS (t) =| sab |2 CXX(ωab)t (A.18)

Wir können damit die Übergangsrate definieren durch P
(1)
aS→bS (t) := Wab · t und erhalten

aus (A.18)

Wab =| sab |2 CXX(ωab) (A.19)
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und erhalten damit das gleiche Ergebnis für die Übergangsraten wie wir sie in Bloch
Redfield Näherung aus Kapitel 2 schon erhalten hatten.
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A.2. Wichtige Eigenschaften von
Gleichgewichtskorrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt möchten wir die wesentlichen Eigenschaften von Gleichgewichtskor-
relationsfunktionen herleiten. Diese sind gleichzeitig von hohem praktischen Nutzen, ins-
besondere erweist sich das Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT) sowie die Kramers-
Kronig-Relationen als sehr nützlich für die Bestimmung der gesamten Badkorrelationsfunk-
tionen, die wie wir gesehen haben in Bloch Redfield Näherung ausreichend Information
über das Bad liefern, siehe dazu wieder Kapitel 2. Für die Folgenden

A.2.1. Definitionen

Eine Korrelationsfunktion C von zwei Obervablen A und B ist definiert durch:

CAB(t, t′) := 〈A(t)B(t′)〉 (A.20a)

〈...〉 := Tr[ρ...] (A.20b)

Dabei sind A(t) und B(t′) die entsprechenden Operatoren im Heisenbergbild, ρ die Dich-
tematrix, wir setzen einen zeitunabhängigen Hamiltonoperator H0 für das Gleichgewichts-
system voraus.

A(t) = eiH0(t−t0)Ae−iH0(t−t0) (A.21a)

B(t′) = eiH0(t′−t0)Be−iH0(t′−t0) (A.21b)

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir t0 = 0. Da wir uns für Gleichgewichts-
korrelationsfunktionen, im weiteren Vorgehen interessieren setzen wir zusätzlich voraus

[H0, ρ] = 0 (A.22a)

ρ =
1

Z
e−

H0
T Z = Tr[e−

H0
T ] (A.22b)

dabei können wir uns o.B.d.A. auf ein kanonisches Ensemble beschränken.

A.2.2. Wichtige Eigenschaften

Fluktuationen und statistische Interpretation

Es genügt wie wir im folgenden sehen, dass wir uns auf die Korrelationen der Fluktuatio-
nen um einen zeitunabhängigen Mittelwert konzentrieren, wir können nämlich für unsere
Observablen schreiben:

A(t) = 〈A〉+ δA(t) 〈δA(t)〉 = 0 (A.23a)

B(t) = 〈B〉+ δB(t) 〈δB(t′)〉 = 0 (A.23b)

Setzen wir diese Darstellung in (A.20a) ein so erhalten

CAB(t, t′) = 〈A(t)B(t′)〉 =
〈(
〈A〉+ δA(t)

)
·
(
〈B〉+ δB(t′)

)〉
= 〈δA(t)δB(t′)〉+

〈
δA(t)〈B〉

〉
+
〈
δB(t′)〈A〉

〉
+
〈
〈A〉〈B〉

〉
= 〈δA(t)δB(t′)〉+ 〈A〉〈B〉

(A.24)
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dabei haben wir in der letzten Zeile ausgenützt, dass die Fluktationen im Mittel verschwin-
den. Wir stellen fest, dass die Korrelationsfunktionen der Oberservablen A(t) und B(t′)
sich von denen der Fluktuationen δA(t) und δB(t′) nur um eine im folgenden vernachläs-
sigbare Konstante 〈A〉〈B〉 unterscheiden.
Schauen wir uns (A.24) etwas genauer an so sehen wir, dass für t = t′ und A = B die Kor-
relationsfunktion C(t, t) nichts anderes als die Varianz der statistischen Größe A darstellt:
CAA(t, t) = 〈δA(t)2〉.
Für physikalisch sinnvolle Systeme zerfallen die Korrelationsfunktionen, falls |t− t′| → ∞.
Sei beispielsweise zum Zeitpunkt t = t1 die Fluktuation der Observable A durch δA(t1)
gegeben, falls nun eine Korrelation zwischen den Fluktuationen besteht, wird die Fluktua-
tion der Observable B zum Zeitpunkt t′ = t2 mit t2 = t1 + ε, ε

t1
� 1: δB(t2) nicht sehr

viel von der Fluktuation δA(t1) abweichen, und sicherlich mit hoher Wahrscheinlichkeit
das selbe Vorzeichen besitzen, was uns im Ensemblemittel einen endlichen Wert für CAB
liefert. Für genügend lange Zeitdifferenzen bekommen jedoch auch Fluktuationen anderen
Vorzeichens an statistischem Gewicht bis schließlich beide Vorzeichen mit gleichem Anteil
vorkommen, was letztlich CAB(t1 − t2)−−−−−−−−→|t1−t2|→∞

0 erzwingt, man spricht auch vom Zerfall

der Korrelationen.

Zeittranslationsinvarianz

Wir können für Gleichgewichtskorrelationen sehr einfach zeigen, dass sie nur von der rela-
tiven Zeitdifferenz t1 − t2 der beiden Obervablen abhängen.

CAB(t, t′) = 〈A(t)B(t′)〉

= Tr
[
ρeiH0tAe−iH0teiH0t′Be−iH0t′

]
(A.22a)

= Tr
[
ρeiH0(t−t′)Ae−iH0(t−t′)B

]
= CAB(t− t′, 0)

(A.25)

Wichtige Relationen

Wegen der der i.A. zu beachtenden Nichtvertauschbarkeit von Operatoren in der Quan-
tenmechanik, erweisen sich zwei weitere Definitionen als nützlich

C>AB(t) := 〈A(t)B(0)〉 (A.26a)

C<AB(t) := 〈B(0)A(t)〉 (A.26b)

Dabei gibt ≷ die Reihenfolge der Operatoren A und B an, das Subscript AB hingegen die
zeitliche Reihenfolge.
Die Fouriertransformation ist gegeben durch:

C≷AB(ω) =

∞∫
−∞

dte−iωtC≷AB(t) (A.27)

Als nächstes schieben wir die Vollständigkeitsrelation
∑
n
|n〉 〈n| = 1 der Eigenzustände von

H0

H0 |n〉 = ωn |n〉 (A.28)
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ein, und erhalten die Spektraldarstellung von (A.27)

C>AB(ω) =
2π

Z

∑
n,m

e−
ωn
T 〈n|A |m〉 〈m|B |n〉 δ(ω − ωn + ωm) (A.29a)

C<AB(ω) =
2π

Z

∑
n,m

e−
ωn
T 〈n|B |m〉 〈m|A |n〉 δ(ω − ωm + ωn) (A.29b)

dabei haben wir folgende Beziehung benützt: 2πδ(ω − a) =
∞∫
−∞

dte−iωteiat. Anhand dieser

Spektraldarstellung können wir 2 wichtige Relationen ableiten

C>AB(−ω) = C<BA(ω) (A.30a)

C<AB(ω) = C>AB(ω)e−
ω
T (A.30b)

Die erste Beziehung (A.30a) ergibt sich durch Ausnützen der Eigenschaft δ(ω − a) =
δ(a − ω). Die zweite (A.30b) erhält man indem man in (A.29b) n mit m vertauscht und
die δ Funktion verwendet.
Mit Hilfe der beiden so gefundenen Relationen können wir eine weitere wichtige Relation
zwischen Gleichgewichtskorrelationenkorrelationsfunktionen herleiten

C>AA(−ω) = C>AA(ω)e−
ω
T (A.31)

Diese Relation besagt, dass Anregungen im Vergleich zu Abregungen in einem System,
induziert durch ein Bad welches den effektiven Freiheitsgrad A besitzt (z.B.: kann A die
Summe aus einzelnen Freiheitsgraden sein die an einen Freiheitsgrad des Systems ankoppelt
zitieren), exponentiell gedämpft sind.
Die Beziehung (A.31) ist auch unter dem Begriff des ”detaillierten Gleichgewichts”bekannt.
Sie erzwingt in der allgemeinen Struktur der Pauli Mastergleichungen

ṗn =
∑
n′

(Wn′npn′ −Wnn′pn) (A.32a)

Wnn′ ∝ C>AA(ωn − ωn′) (A.32b)

, dass die Besetzungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Eigenzustände des Systems pn
sich im thermischen Gleichgewicht auch aufgrund der Übergangswahrscheinlichkeiten Wnn′

nicht mehr ändern, d.h. stationär sind.
Definieren wir noch die symmetrisierte S(ω) und antisymmetrisierte Korrelationsfunktion
S(ω) durch

S(ω) :=
1

2

(
C>AA(ω) + C>AA(−ω)

)
(A.33a)

A(ω) :=
1

2

(
C>AA(ω)− C>AA(−ω)

)
(A.33b)

verwenden wir Gleichung (A.31) so erhalten wir eine wichtige Beziehung zwischen der
symmetrisierten und antisymmetrisierten Korrelationsfunktion:

S(ω) = A(ω)coth

(
ω

2T

)
(A.34)
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Laplacetransformation der Badkorrelationsfunktion

Wir leiten hier die eine Beziehung zwischen dem Realteil der Laplacetransformierten und
der Fouriertransformierten der Badkorrelationsfunktion her,

Re

[ ∞∫
0

dt′′e(−σ−iωcd)t′′CXiXj (t
′′)

]
=

1

2

∞∫
−∞

dt′′e−iωcdt
′′
CXiXj (t

′′), σ → 0+. (A.35)

Beweis:

∞∫
0

dt′′e(−σ−iωcd)t′′CXiXj (t
′′) =

∞∫
0

dt′′e(−σ−iωcd)t′′
∞∫
−∞

dω

2π
CXiXj (ω)eiωt

′′

=

∞∫
−∞

dω

2π
CXiXj (ω)

i

ω − ωcd + iσ
(A.36)

=

∞∫
−∞

dω

2
CXiXj (ω)δ(ω − ωcd) + iP

∞∫
−∞

dω

2π

CXiXj (ω)

ω − ωcd

=
1

2
CXiXj (ω = ωcd) + iP

∞∫
−∞

dω

2π

CXiXj (ω)

ω − ωcd
,

dabei haben wir im letzten Schritt folgende Identität benützt,

lim
β→0

1

α∓ iβ
= P

(
1

α

)
± iπδ(α), (A.37)

mit P dem Cauchschy Hauptwert.

A.2.3. Lineare Responsetheorie

In der linearen Responsetheorie ist man an der dynamischen Suszeptibilität interessiert,
welche einen linearen Zusammenhang zwischen einer von außen angelegten hinreichend
schwachen Kraft und der Response auf diese Abweichung herstellt. Hier wird eine kurze
Ableitung der dynamischen Suszeptibilität gegeben, die für die weitere Diskussion von In-
teresse ist.

Wir nehmen ein System an welches sich bis zum Zeitpunkt t0 = 0 im thermischen Gleich-
gewicht befunden hat. Für Zeiten t0 ≥ 0 greife eine äußere Kraft F (t) am System an,
welche an eine physikalische Größe S des System ankoppelt und eine Energieverschiebung
verursacht beschrieben durch eine Störung −F (t)S im Hamiltonoperator.

H(t) =

{
H0 , t < 0

H0 − F (t)S , t > 0
(A.38)

so könnte F(t) zum Beispiel ein Magnetfeld B sein welches an eine Magnetisierung M
ankoppelt.
Wir führen die Rechnungen im Wechselwirkungsbild durch, dies ermöglicht uns gezielt
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Näherungen in der Störung −F (t)S anzusetzen.
Die Transformationsvorschriften seien hier nocheinmal kurz angegeben,∣∣∣ψ̃(t)

〉
:= eiH0t |ψ(t)〉 (A.39a)

Ã(t) := eiH0tA(t)e−iH0t (A.39b)

für beliebige Zustandsvektoren |ψ(t)〉 und Operatoren A(t) im Schrödingerbild.

Damit erhalten wir die Liouville Gleichung im Wechselwirkungsbild:

˙̃ρ(t) = i[F (t)S̃(t), ρ̃(t)] (A.40a)

ρ̃(0) = ρ0 (A.40b)

ρ0 =
1

Z
e−

H0
T Z = Tr[e−

H0
T ] (A.40c)

Wie Eingangs erwähnt sind wir an der Antwort des Systems interessiert, dazu berechnen
wir formal den Erwartungswert einer beliebigen Observable O des Systems

〈O(t)〉 = Tr[ρ̃(t)Õ(t)] (A.41)

Dabei benützen wir die Tatsache, dass Erwartungswerte von Observablen in allen Bildern
(Schrödinger-, Heisenberg-, Wechselwirkungsbild) aufgrund er Unitarität des Zeitentwick-
lungsoperators zum gleichem Ergebnis führen.
Wir berechnen (A.41) störungstheoretisch um die dynamische Suszeptibilität zu erhalten.
Dazu integrieren wir (A.40a) formal und lösen durch Iteration wobei wir nur eine Iteration
durchführen, dass Ergebnis lautet

ρ̃(t) = ρ0 + i

t∫
0

dt′[F (t′)S̃(t′), ρ0] (A.42)

Setzen wir (A.42) in (A.41) ein so erhalten wir

〈O(t)〉(1) = Tr[ρ0O(t)] + i

t∫
0

dt′Tr
{
p0[Õ(t), F (t′)S̃(t′)]

}
(A.43a)

Dabei haben wir die zyklische Invarianz der Spur benützt.
Für die Abweichung 〈∆O(t)〉 vom Mittelwert Tr[ρ0O(t)] = 〈O(t)〉(0) erhalten wir damit,
wenn wir zusätzlich noch t0 = 0→ −∞ gehen lassen

〈∆O(t)〉 =

∞∫
−∞

dt′χ(t, t′)F (t′) (A.44a)

χ(t, t′) := i T r
{
p0[Õ(t), S̃(t′)]

}
Θ(t− t′) (A.44b)

Wir haben damit die dynamische Suszeptibilität χ erhalten, welchen einen linearen Zusam-
menhang zwischen der Antwort des Systems auf eine von außen angelegte Kraft beschreibt,
Gleichung (A.44a) ist auch unter der Namen ”Kubo-Formel” bekannt.
Setzen wir zeitliche Translationsvarianz vorraus, die wie wir später sehen, sicherlich gege-
ben ist, so können wir (A.44a) Fouriertransformieren und erhalten mit Hilfe des Faltungs-
theorems

〈∆O(ω)〉 = χ(ω)F (ω) (A.45)

Sie besagt, dass eine Kraft gegebener Frequenz ω eine Antwort des Systems bei gleicher
Frequenz liefert.
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A.2.4. Fluktuations-Dissipations-Theorem

In diesem Abschnitt leiten wir das Fluktuations-Dissipations-Theorem kurz her. Dieses
Theorem stellt einen Zusammenhang zwischen der linearen Responsefunktion und den
Gleichgewichtsfluktuationen her, damiteingehend ist es auch in experimenteller Hinsicht
von großer Bedeutung, da es Aufschluss über die Badkorrelationsfunktionen eines Systems
gibt, die wie wir im Bloch Redfield Formalimus gesehen haben wichtige Information über
die an das System koppelnde Umgebung liefern 2.

Im folgenden versuchen wir die dynamische Suszeptibilität im Fourierraum weiter zu ana-
lysieren.
Dazu schieben wir zunächst die Vollständigkeitsrelation der Eigenzustände H0 |n〉 = ωn |n〉
in den Ausdruck für die Suszeptibilität (A.44b) ein und erhalten,

χ(t− t′) =
iΘ(t− t′)

Z

∑
nm

e−
ωn
T

{
〈n|O |m〉 〈m|S |n〉 ei(ωn−ωm)(t−t′)

− 〈n|S |m〉 〈m|O |n〉 e−i(ωn−ωm)(t−t′)
} (A.46)

Wir Fouriertransformieren den so gewonnen Ausdruck, und verwenden dabei die Bezie-
hungen:

∞∫
−∞

dτΘ(τ)e−iωτ−ητ =
1

η + iω
(A.47a)

lim
η→0

−i
ω − iη

= −iP
(

1

ω

)
+ πδ(ω) (A.47b)

damit ergibt sich für den Imaginärteil von χ(ω)

Im[χ(ω)] =
π

Z

∑
nm

e−
ωn
T

{
〈n|O |m〉 〈m|S |n〉 δ(ω − ωn + ωm)

− 〈n|S |m〉 〈m|O |n〉 δ(ω + ωn − ωm)

} (A.48)

Ein Vergleich mit (A.29a) und (A.29b) zeigt

Im[χ(ω)] =
1

2

(
C>AB(ω)− C<AB(ω)

) (A.30b)
=

1

2
C>AB(ω)

(
1− e−

ω
T
)

(A.49)

Wir haben damit einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem Imaginärteil der Respon-
sefunktion Imχ(ω) und den Fluktuationen im Gleichgewicht, beschrieben durch die Korre-
lationsfunktion C>AB(ω), hergeleitet. Betrachten wir den Fall A = B so sehen wir weiters,
dass Im[χ] = A(ω), d.h. Im[χ] genau unsere zuvor in (A.33b) definierte antisymmetrisierte
Korrelationsfunktion ist. Wir können also für (A.34) auch schreiben

S(ω) = Im[χ(ω)]coth

(
ω

2T

)
(A.50a)

A(ω) = Im[χ(ω)] (A.50b)

Auch diese Form findet man oft in der Literatur, und ist allgemein unter dem Namen
Fluktuations-Dissipations-Theorem bekannt.
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Diese Theorem ist von großem Nutzen, da es die experimentell bestimmbare Response-
funktion in Zusammenhang mit den Gleichgewichtskorrelationsfunktionen bringt, welche
für die Beschreibung von physikalischen Systemen oftmals hinreichend Information über
das Bad liefert, siehe dazu auch Kapitel 2.

A.2.5. Eigenschaften der Lösung der Bloch Redfield Gleichungen

Wir zeigen hier einige wichtige Eigenschaften über die Struktur der Eigenwerte der Mas-
tergleichung der Bloch Redfield Gleichungen.

• Es existiert ein Eigenwert λ0 mit λ0 = 0 wessen zugehöriger normierter Eigenvektor
gleich dem Gleichgewichtszustand ist.

Beweis:

In Sekularer Näherung hatten wir erreicht, dass alle Diagonalelemente von allen Nichtdia-
gonalelementen der Dichtematrix des Systems enkoppelt sind, weiterhin hatten wir Mas-
tergleichungen für unsere Diagonalelemente erhalten, welche die Gesamtwahrscheinlichkeit
erhalten (2.36). Daraus folgt, dass eine Gleichung des Redfield Tensors linear abhängig von
den Anderen ist. Dies hat zur Folge, dass die Determinate der selbigen verschwindet. Aus
dem Verschwinden der Determinante folgt sofort, dass es einen Eigenwert λ′ geben muss
der Null ist (det[Lm′m,n′n] =

∏
i λi).

Der zugehörige Eigenvektor −→v ′ := −→v i stellt bei entsprechender Normierung N den statio-
nären Zustand −→ρ ∞ des Systems dar, den

−̇→ρ = L−→ρ (A.51a)

0 ≡ L−→ρ ∞ (A.51b)

L−→v i = λi
−→v i (A.51c)

L−→v ′ = 0 (A.51d)

Hieraus folgt sofort −→ρ ∞ = 1
N
−→v ′. Wir halten damit fest, dass wir für jeden stationären

Zustand einen Eigenwert gibt der Null ist (für nichtentartete Eigenwerte).

• Für die Realteile der Eigenwerte der Mastergleichung gilt: Re[λi] ≤ 0 für alle i.

Beweis:

Mit Hilfe der nach seinem Begründer Semjon Aranowitsch Gerschgorin eingeführten Gerschgorin-
Kreise können wir eine Abschätzung über die Eigenwerte einer allgemein komplexen, qua-
dratischen Matrix A ∈ Cn×n machen [50]. Diese sind allgemein wie folgt definiert

Si : = Si

(
aii,

n∑
j=1,j 6=i

|aij |
)

i ∈ 1, ..., n (A.52)

Sj : = Sj

(
ajj ,

n∑
i=1,i 6=j

|aij |
)

i ∈ 1, ..., n (A.53)
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Mit S(x, r) dem Kreis in der komplexen Ebene mit Mittelpunkt x und Radius r. Das Theo-
rem besagt nun, dass das Spektrum der Eigenwerte der Matrix A in der Vereinigungsmenge
der jeweils n Gerschgorin-Kreise liegt

Spektrum von A ∈
n⋃
j

Sj (A.54)

Mit der aus (2.36) bereits bekannten Beziehung∑
m

Rmmnn = 0 (A.55)

welche die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit zum Ausdruck bringt, können wir sehr einfach
zeigen, dass die Abschätzung mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise über die Spalten Sj zeigt,
dass der Realteil der Eigenwerte der Mastergleichungen (für alle Temperaturen T ) kleiner
gleich Null sein muss Re[λi] ≤ 0. Für die Eigenwerte der Nebendiagonalelemente sind
hingegen die Einträge die entsprechenden Einträge der Liouville-Matrix deren Realteil
genauso kleiner gleich Null ist Re[Lm′mm′m] = Re[−γm′m] ≤ 0 mit m′ 6= m. Wir werden
dies explizit im nächsten Abschnitt über die Dephasierungsraten zeigen.
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